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i teza o wielosci matematyk

Wspolczesnie nie jest niczym nadzwyczajnym opatrywanie terminu ,,matema-
tyka” ré6znymi przymiotnikowymi dookres§leniami. Mowi si¢ mianowicie o matema-
tyce klasycznej, intuicjonistycznej, standardowej czy nawet parakonsystentnej. Po-
niewaz matematyki te uznaja rozne zbiory twierdzen, za trafne nalezy uznaé okresle-
nie ,,pluralizm matematyk”.

Whbrew pozorom pluralizm ten nie zostal powszechnie przyjety na poczatku XX
wieku wraz z powstaniem drugiego pod wzgledem chronologicznym egzemplarza
matematyki, czyli matematyki intuicjonistycznej. Zarowno przedstawiciele matema-
tyki klasycznej, jak i intuicjoni$ci uznawali istnienie tylko jednej matematyki. Ogdl-
nie rzecz biorac, jedynie zgadzano si¢ na alternatywe wykluczajaca (akceptujac od-
mienne jej cztony): albo matematyka klasyczna, albo intuicjonistyczna. Teza o plu-
ralizmie matematyk nie miata znaczacych zwolennikdw.

Jednakze w latach szes¢dziesiatych XX wieku przekonanie o wielo$ci matematyk
stato si¢ powszechne. Mozna to wyttlumaczy¢ kilkoma czynnikami:

— ostatecznym odrzuceniem przekonania, ze twierdzenia matematyki majg cha-
rakter apodyktyczny (sa koniecznie prawdziwe), i przyjeciem, ze maja charakter hi-
potetyczny, a konieczne sg jedynie zwiazki migdzy twierdzeniami wewnatrz teorii.
Po raz pierwszy stanowisko to zaakceptowal Poincaré odnosnie do twierdzen geo-
metrii pod koniec XIX wicku';

! Niektorzy interpretatorzy — np. Thomas L. Heath (1949: 100) i Stephan Kémer (1960: 19-20)
— widza zapowiedz takiego stanowiska w tekstach Arystotelesa.
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— sukcesem pewnej formy logicyzmu (szerzej: redukcjonizmu, dalej RED), we-
dhug ktérego cala matematyke klasyczna mozna wyprowadzi¢ z rachunku predyka-
tow i zermelowskiej teorii mnogosci;

— znacznymi sukcesami (w latach trzydziestych i sze$¢dziesiatych XX wieku)
w badaniach podstaw zermelowskiej teorii mnogosci.

Wspomniane sukcesy studiow nad podstawami teorii mnogosci to przede
wszystkim wyniki uzyskane przez Godla i Cohena. W latach trzydziestych, odwotu-
jac si¢ do metod z zakresu teorii modeli, Godel (1940) udowodnit niesprzecznosé
hipotezy kontinuum i aksjomatu wyboru z aksjomatyka ZF. Na poczatku lat szesc-
dziesiatych Cohen (1963, 1964) udowodnit niezalezno$¢ obydwu od aksjomatyki ZF.

Wyniki te oznaczaly, ze mozna budowac rézne teorie mnogosci: bez aksjomatu
wyboru i hipotezy kontinuum, z aksjomatem wyboru i hipoteza kontinuum oraz z ich
negacjami. Wielo$¢ teorii mnogosci oznacza jednak wielos¢ matematyk. Zgodnie
bowiem z teza RED cala matematyke mozna wyprowadzi¢ z zermelowskiej teorii
mnogosci 1 rachunku predykatow. Jesli dokona si¢ zmian w teorii mnogos$ci, np. tych
sygnalizowanych wyzej, to na ich podstawie otrzyma si¢ rézne matematyki.

Paradygmatyczne moze tu by¢ porownanie matematyk budowanych na zerme-
lowskiej teorii mnogosci z aksjomatem wyboru i bez niego. Ta druga jest o wiele
ubozsza: nie mozna w niej udowodni¢ wielu twierdzen matematyki klasycznej, cho-
ciazby réwnowazno$ci dwoch definicji ciaglosci funkcji w punkcie (Cauchy’ego
i Heinego).

Tak wigc — przede wszystkim na skutek sukcesow Cohena w badaniach pod-
staw teorii mnogosci — w latach sze§¢dziesiatych XX wieku teza o pluralizmie ma-
tematyk zostala zaakceptowana w wielu $rodowiskach matematycznych. Sytuacje
poréwnywano, zyskujac dodatkowy, historyczny argument za ta teza, z przyj¢ciem
juz w XIX wieku przez Riemanna, Cayleya, Kleina i Beltramiego pluralizmu geo-
metrii. Rowniez pluralizm geometrii zostal ,,wygenerowany” przez operacje (zaprze-
czenie) wykonane na jednym z aksjomatow klasycznej geometrii.

W drugiej polowie XX wieku uswiadomiono sobie jednak, ze nowe egzemplarze
matematyki (czy tez ich klasy) moga by¢ ,,generowane” rowniez w odmienny sposob
niz ten polegajacy na manipulowaniu aksjomatami zermelowskiej teorii mnogosci.
Zgodnie z RED nowe matematyki powstaja takze wtedy, gdy dokonuje si¢ zmian
w logice, a raczej wymiany samej logiki lezacej u podstaw matematyki. W latach
szesc¢dziesiatych XX wieku dysponowano juz catym wachlarzem logik nieklasycz-
nych. Wykorzystujac je, stworzono szereg nowych matematyk, w tym nawet mate-
matyke parakonsystentna, ktora funkcjonuje, mimo ze mozna w niej odtwarzac kla-
syczne antynomie teoriomnogosciowe.

Zupelnie inaczej przedstawiala si¢ kwestia pluralizmu matematyk w latach dwu-
dziestych XX wieku. Przede wszystkim nie byly jeszcze znane wspomniane wyniki
Godla i Cohena w zakresie podstaw teorii mnogosci. To gtéwnie z tego powodu nie
formutowano tezy o pluralizmie teorii mnogosci.
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Rzecz jasna ostatniego stwierdzenia nie powinno si¢ pozostawia¢ bez szerszego
objasnienia. W rzeczywistosci w owym czasie funkcjonowaly juz trzy systemy, na
ktoérych starano si¢ ufundowaé¢ matematyke. Teoria mnogosci tradycji zermelowskiej
byta stale udoskonalana, przede wszystkim dzigki zabiegom Fraenkla i Skolema. Ist-
nial system oparty na teorii typow, przedstawiony w Principia Mathematica przez
Russella i Whiteheada. Zreszta wydawat si¢ on wtedy dominowac, skoro to wlasnie
przede wszystkim do niego odwotywata si¢ przetomowa praca Godla z 1931 roku.
Wreszcie w latach dwudziestych XX wieku wlasny wariant teorii mnogosci, z ktorej
potem rozwingta si¢ teoria mnogo$ci tradycji NGB, przedstawil von Neumann
(1925, 1928).

Trzeba jednak zauwazy¢, ze wspomniane systemy, na ktorych miata by¢ ufun-
dowana matematyka, nie byly pomyslane jako konkurencyjne w stosunku do syste-
mu klasycznego, tzn. nie mialy si¢ na ich podstawie rozwija¢ odrgbne matematyki.
Wszystkie te systemy stuzyly uwolnieniu podstaw matematyki od antynomii stwier-
dzonych na przetomie XIX i XX wieku. Roznity si¢ one rozwiazaniami techniczny-
mi, ale miaty zapewni¢ niesprzecznos$¢ jednej i tej samej klasycznej matematyce.

Stwierdzono wyzej, ze matematyke nadbudowuje si¢ na teorii mnogosci i logice.
W latach dwudziestych XX wieku w obregbie teorii mnogosci panowat de facto mo-
nizm’. Z drugiej strony znano juz wtedy odmienne, konkurencyijne systemy logiki.

Obok logiki klasycznej, dopracowanej formalnie przez Fregego oraz w systemie
Russella i Whiteheada, pojawila si¢ logika intuicjonistyczna oraz wielowartosciowa
logika Lukasiewicza. Na tej ostatniej nie zamierzano w latach dwudziestych budo-
wa¢ matematyki. Odmiennie sytuacja przedstawiata si¢ z logika intuicjonistyczna.

Ostatnie zdanie mozna by odczyta¢ nast¢pujaco: na logice intuicjonistycznej sta-
rano si¢ budowaé matematyke. Jednak nie bylo to zgodne z intencja Brouwera, twor-
cy intuicjonizmu. Uwazal on wolng tworczo$¢ rozumu, polegajaca migdzy innymi na
budowaniu matematyki, za pierwotna. Prawa logiki byly wtdrne wobec tej tworczo-
$ci, nie mialy charakteru a priori (byly ,,wypreparowane” z aktywnosci matematycz-
nej podmiotu) i — przynajmniej w zamysle holenderskiego matematyka — nie byty
niepodwazalne (infallibilne). To migdzy innymi dlatego twoérca intuicjonizmu nie
zgadzal si¢ na aksjomatyzacje logiki intuicjonistycznej. Potem jednak zaczelty zwy-
cigza¢ tendencje przeciwne, czego wyrazem bylo dokonanie takiej aksjomatyzacji
przez Heytinga (w $rodowisku intuicjonistéw holenderskich). W kazdym razie w la-
tach dwudziestych XX wieku wiazano logike intuicjonistyczng, odmienna od kla-
sycznej, z matematyka intuicjonistyczna, tez odmienna od klasycznej. Niewatpliwie
wielu obserwatorom postronnym, tylko pobieznie wprowadzonym w mysl Brouwera,
mogtlo si¢ wydawac, ze matematyka intuicjonistyczna ma by¢ budowana na logice
intuicjonistycznej. Owa matematyka intuicjonistyczna byta odmienna od tego, co za-

% Oczywiscie intuicjonisci (konstruktywisci) odrzucali aksjomat wyboru. Byli w trakcie two-
rzenia swojego wariantu teorii mnogosci. Nie uwazali jednak, Ze teoria mnogosci jest teoria pod-
stawowaq matematyki.
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stane, a co teraz zasadnie moglo by¢ okreslane jako matematyka klasyczna. Nowa
matematyka byta zasadniczo ubozsza. Niezaznajomieni glgbiej z pogladami Brouwe-
ra mogli uwazaé, ze wlasnie odmienno$¢ obydwu logik jest zasadniczym powodem
odmiennoéci obydwu matematyk”.

Jednak mimo ze dysponowano dwoma egzemplarzami matematyk, nie odwazono
si¢ na sformutowanie twierdzenia o ich wielosci. Swiat matematykow podzielit sig
na dwa roztaczne, wzajemnie dopelniajace si¢ obozy. Kazdy przedstawiciel jednego
obozu negowat matematyke (jako matematyke) drugiego obozu®.

Na zarysowanym tle historycznym zaskakujaca musi by¢ teza o wielo$ci mate-
matyk wypowiedziana w roku 1928 przez amerykanskiego matematyka Arnolda
Dresdena’. Twierdzit on, ze:

Musimy odrézni¢ czyste matematyki (to stowo jest tutaj uzyte w liczbie mnogiej) od zastoso-
wan matematyk (Dresden 1928: 442).

Trzeba mocno podkreslié, ze to Dresden wyraznie zaznaczyt, iz angielskie stowo
mathematics, ktore oznacza matematyke zarowno w liczbie pojedynczej, jak i liczbie
mnogiej, w tym kontekscie wystgpuje w liczbie mnogiej. Nalezy tez przypomnieé, ze
Dresden wypowiedzial tez¢ o wieloéci matematyk w konkretnym konteks$cie istnie-
nia jej dwoch egzemplarzy: klasycznej 1 intuicjonistycznej.

Filozofia matematyki Dresdena miata wiele wspdlnego z filozofia matematyki
Brouwera, cho¢ w kilku punktach roznity si¢ one istotnie. Obaj zgadzali si¢ w kwe-
stiach ontologicznych, bgdac zdecydowanymi przeciwnikami matematycznego pla-
tonizmu i uwazajac, ze przedmioty matematyki sa konstruowane przez ludzki umyst
i istnieja tylko w nim. A zatem czynno$ci matematyka nie polegaja na odkrywaniu
zastanej rzeczywisto$ci matematycznej, ale na jej tworzeniu (por. Dresden 1928: 449).

Jednakze owa tworczo$¢ matematyczna ludzkiego umystu nie byta wedtug Dres-
dena — i tu roznit si¢ on w zasadniczy sposob od Brouwera — absolutnie wolna, nie
byta niczym nieskrgpowana. Rzeczywiscie, amerykanski mysliciel stwierdza, ze lo-

* Zasadniczym powodem odmiennosci obydwu matematyk bylo odrzucenie w matematyce in-
tuicjonistycznej metod, procedur i dowodoéw niekonstruktywnych. Prowadzilo to rowniez do nie-
obowiazywania pewnych klasycznych zasad logicznych.

* Przepa$¢ miedzy przedstawicielami obydwu nurtdw matematyki byla wtedy tak wiclka, ze
,.klasycy” nazywali intuicjonistow ,,bolszewikami”: ,,For, on the other hand, there has grown up
among mathematicians during the last decade or two, a tendency which seems to cast doubt on a
large and important part of mathematics. By some this tendency has been characterized as revolu-
tionary, as »bolshevistic« (oh, misery of words!), as subversive of the wholesomeness which had
always characterized mathematics. This tendency, inaugurated by the Dutch mathematician, L. E. J.
Brouwer, has several distinct aspects” (Dresden 1928: 439).

> Dresden (1882-1954) napisat doktorat w Chicago pod kierunkiem Oskara Bolzy (Dresden
1908). Sam Bolza byt z kolei uczniem Kleina w Getyndze. Dresden znat jezyk niderlandzki, thuma-
czyt na angielski migdzy innymi histori¢ matematyki starozytnej van der Waerdena. Dzigki znajo-
mosci niderlandzkiego poznat prace Brouwera i propagowal je w Stanach Zjednoczonych (np.
w Dresden 1924).
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gika, bedaca czgécia zawartosci ludzkiego umystu (the capacity of the human mind),
jest uprzednia w stosunku do kreowanej matematyki (Dresden 1928: 447). Nalezy
wigc wnioskowac¢, ze wedlug Dresdena logika (za)dana umystowi jest pierwotna
wzgledem kreatywnej dzialalno$ci matematycznej i dostarcza mu zasad, ktorymi
bezwzglednie musi si¢ kierowaé w swojej twoérczosci®. To nie matematyka jest
uprzednia w stosunku do logiki, jak chciat Brouwer, ale na odwro6t.

Dresden explicite wyroznia dwie logiki — arystotelesowska (tzn. klasyczng)
i niearystotelesowska (intuicjonistyczna) i stara si¢ je scharakteryzowaé’. Stwierdza,
ze u podstaw logiki klasycznej stoja trzy prawa: tozsamosci, niesprzecznosci i wyla-
czonego $rodka (Dresden 1928: 440-441). Natomiast u podstaw logiki intuicjoni-
stycznej stoja tylko dwa pierwsze, nie obowiazuje za§ w niej prawo wylaczonego
srodka (Dresden 1928: 441). Odpowiednie zbiory praw logicznych nazywa ,,podsta-
wami” logiki arystotelesowskiej i niearystotelesowskiej®.

Dresden twierdzi explicite, ze nie trzeba opowiadac si¢ za jedna z tych logik, a wy-
klucza¢ druga. Budujac (tworzac) matematyke, mozna opieraé si¢ zar6wno na jednej
logice, jak i na drugiej, byle konsekwentnie. W rezultacie przyjecie wielosci logik
u podstaw matematyki skutkuje wielo$ciag matematyk (Dresden 1928: 448-449).

Warto przy tej okazji zauwazy¢, ze Dresden pracujacy z dwoma egzemplarzami
logiki, przyjmuje wprost, ze tworzone beda nowe egzemplarze. Co wigcej od razu
dopuszcza mozliwos¢, ze na podstawie kolejnych (kolejno tworzonych) logik beda
mogly powstawa¢ nast¢pne matematyki (Dresden 1928: 448).

Wypada zauwazy¢, ze sposob, w jaki Dresden dochodzi do twierdzenia o plurali-
zmie matematyk, przypomina okolicznosci, w ktorych pojawilo si¢ ono w latach
szesc¢dziesiatych XX wieku. Zaznaczono wczesniej, ze w drugiej potowie ubieglego
wieku bardzo popularna byla teza RED, zgodnie z ktora cala matematyke klasycznag
mozna wyprowadzi¢ z zermelowskiej teorii mnogosci i logiki (w sensie wezszym).
Operacje na zermelowskiej teorii mnogo$ci, dopuszczalne dzigki osiagnigciom
Godla 1 Cohena, nie byly w latach dwudziestych XX wieku mozliwe. Natomiast
mozliwe bylo, przy przyjmowanej przez Dresdena tezie o uprzedniosci logiki w sto-
sunku do matematyki i dysponowaniu dwoma egzemplarzami logiki, ,,generowanie”
odmiennych matematyk na drodze wymiany logiki. To doktadna antycypacja zabie-

® Dresden uwazal, ze badanie ,,matematycznych” dziataf ludzkiego umystu lezy poza kompe-
tencjami logiki, matematyki, a nawet filozofii. Zdecydowanie twierdzil, ze winna si¢ nimi zajac
psychologia: ,, The recognition of the very significant intervention of the human mind is an impor-
tant element in our point of view. How it operates and why is not a part of our subject, in spite of its
title; this must remain a subject for psychological investigation” (Dresden 1928: 442).

7 Dresden (1928: 448) twierdzit, Ze osobiscie nie byt zdolny postugiwaé si¢ — réwniez w ma-
tematyce — logika intuicjonistyczna.

¥ W ten sposob Dresden proponuje pewna kodyfikacje (czy nawet aksjomatyzacje) logiki intu-
icjonistycznej. Bylo to niezgodne z przekonaniami Brouwera, ktory uwazat, ze proba taka stataby
w sprzecznosci z wolnoécia podmiotu w tworzeniu matematyki.



126 Jerzy Dadaczynski

gow z drugiej potowy XX wieku, gdy opierajac si¢ na tezie RED i zmieniajac logiki,
»generowano” wielo$¢ matematyk.

Jest jeszcze jedna okoliczno$¢, ktora upodabnia Dresdena do pdzniejszych teo-
retykéw znajacych wyniki Cohena. Amerykanski matematyk $§wiadomie odwotuje
si¢ do wielosci geometrii — faktu, z ktorym matematyka miata do czynienia co naj-
mniej od 1830 roku. Implicite jego tekst zawiera nastgpujacy argument: skoro, mimo
oporow, zaakceptowano na gruncie matematyki wielo$¢ geometrii, to nie wida¢ prze-
szkdd, by nie zgadzaé si¢ na wielo$¢ matematyk. Dresden (1928: 441) celowo nazy-
wa logikg intuicjonistyczna ,,logika niearystotelesowska”. Powodem bylo okreslenie
geometrii nieklasycznych mianem ,,nieeuklidesowych”. Mozna by dodaé: na nieary-
stotelesowskiej logice da si¢ nadbudowac niearystotelesowska matematyke.

Amerykanski matematyk jest tez $wiadomy zasadniczego technicznego podobien-
stwa migdzy budowaniem geometrii nieeuklidesowych i logiki (matematyki) nieary-
stotelesowskiej. Obydwie konstrukcje sa efektem manipulowania aksjomatykami
teorii klasycznych. Zauwaza tez pewna réznice: geometrie nieeuklidesowe budowato
si¢, negujac V postulat Euklidesa, logika (matematyka) niearystotelesowska powsta-
je, gdy usuwa si¢ zasade wylaczonego $rodka. Réznica miedzy negacja a usunigciem
nie byla jednak na tyle wazka, by burzy¢ analogi¢ migdzy budowaniem geometrii
nieeuklidesowych i logiki (matematyki) niearystotelesowskiej (Dresden 1928: 441).

Dresden przekonany byt o uzytecznosci istnienia wielosci teorii matematycznych
(matematyk), ktore posiadaty identyczne zbiory poje¢ pierwotnych i rdznily sig tylko
jednym aksjomatem. Uwazal, ze takie teorie (matematyki) daja lepszy wglad (insight)
W ,,spokrewnione” teorie (matematyki). Nie ukrywat, ze inspiracja do sformutowania
takiego pogladu byta sytuacja w pluralistycznej geometrii (Dresden 1928: 442).

Powstaje zasadnicze pytanie, dlaczego Dresden wysunat teze o wielo§ci mate-
matyk tak wczesdnie, juz w latach dwudziestych XX wieku. Przeciez w owym czasie
obowiazywalo nastawienie typu albo—albo: wybierano jedna matematyke, a inng
dyskredytowano. Wydaje sig, ze jego nowatorskie podejscie do zagadnienia wielo$ci
lub jedynosci matematyki wynikato ostatecznie stad, ze nie byt sktonny przypisywaé
matematyce (matematykom, teoriom matematycznym, twierdzeniom matematycz-
nym) kwalifikacji prawdziwosci czy falszywosci. Klasyfikowanie teorii matema-
tycznej jako falszywej (semantycznie) prowadzito do jej odrzucenia. Dresden posta-
pit odmiennie: w miejsce dychotomicznej kwalifikacji prawdziwosci/falszywos$ci
przypisuje teoriom matematycznym kwalifikacje¢ mniejszej lub wigkszej (stopnio-
walnej) stosowalnosci, applicability (Dresden 1928: 445).

Chodzi ostatecznie o stosowalno$¢ do rzeczywistosci fizycznej. Istnieja teorie
matematyczne bezposrednio do niej stosowalne. Thumaczac jezyk Dresdena za po-
moca wspdiczesnych kategorii, mozna by powiedzie¢, ze sa to teorie, dla ktdrych za
pomoca odpowiednich regut semantycznych mozna wskaza¢ fragment rzeczywisto-
$ci jako model semantyczny. Sa to teorie 0 najwyzszym stopniu stosowalnos$ci. Jesli
znajdzie si¢ teorig, dla ktorej istnieje model w matematycznym modelu (zamierzo-
nym) teorii matematycznej bezposrednio zastosowanej do rzeczywistosci fizycznej,
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to tym samym wskaze si¢ teori¢ o kolejnym, nizszym stopniu stosowalnos$ci. Nie
mozna wykluczy¢, ze wérdd teorii matematycznych znajduja sig i takie, ktore nie sg
stosowalne: albo na danym etapie rozwoju wiedzy matematycznej, albo w ogole’.

Kategoria stopniowalnej stosowalno$ci miata zdaniem Dresdena odnosi¢ si¢ row-
niez do matematyk, a nie tylko do poszczegélnych teorii. Nalezy przypuszczaé, ze
chodzito mu w istocie o stosowalno$¢ pewnych teorii nalezacych do tych matematyk.
Stosowalnos¢ fragmentéw matematyki klasycznej do rzeczywisto$ci pozapodmioto-
wej byta oczywista, natomiast kwestia stosowalnosci (fragmentéw) matematyki in-
tuicjonistycznej (niearystotelesowskiej) miata by¢ kwestia przysztych dociekan.

Trzeba zauwazy¢, ze Dresden ,,uruchamia” pewna ,,wielowartosciowa” aksjologie
matematyki. Teorie matematyczne i cale matematyki maja by¢ warto§ciowane na
podstawie okreslenia stopnia ich stosowalno$ci. Nawet jednak catkowity brak stoso-
walnos$ci nie prowadzi do dyskredytowania czy do odrzucenia teorii matematycznej
albo tez calej matematyki, chociazby dlatego, ze nie mozna wykluczy¢, iz w przy-
szto$ci moga zosta¢ odkryte (wskazane) odpowiednie zastosowania. Ostatecznie za-
tem wybrana aksjologia nauki (matematyki), oparta na kategorii wielostopniowej
stosowalnos$ci, miala wptyw na wypowiedzenie przez Dresdena tezy o pluralizmie
matematyk.

® Trzeba zaznaczyé, ze tekst Dresdena byt pisany w czasie, kiedy jeszcze nie byla zbudowana
semantyka logiczna. Niemniej Dresden, jak wynika z jego sformulowan, przeczuwa zarysy owej
semantyki. Poza tym de facto — cho¢ bez odpowiedniej terminologii i $cisle okreslonych zasad —
postugiwano si¢ rozumowaniami teoriomodelowymi w matematyce co najmniej od drugiej potowy
XIX wieku, kiedy to wskazano modele euklidesowe dla geometrii nieeuklidesowych. Zreszta wta-
$nie zwigzki migdzy réznymi geometriami miat amerykanski autor stale na uwadze, piszac swoj
tekst (por. Dresden 1928: 442-445).

Przy okazji nalezy zwréci¢ uwagg, ze Dresden, stojacy na stanowisku, iz przedmioty mate-
matyczne sg konstruktami umyshu (podmiotu), wprowadzil poziomy istnienia owych przedmiotow.
Poziom zerowy to poziom przedmiotéw w modelach matematycznych teorii posiadajacych tez mo-
dele w rzeczywistosci fizycznej. Poziom pierwszy to poziom przedmiotow w modelach matema-
tycznych (zamierzonych) teorii posiadajacych modele w modelach matematycznych (zamierzonych)
teorii matematycznych bezposrednio aplikowanych w rzeczywistosci fizycznej itd. (wada takiej kla-
syfikacji jest to, ze im nizszy stopien stosowalnosci teorii, tym wyzszy nominalnie poziom istnienia
przedmiotéw w jej modelach). Dresden doskonale zdawal sobie sprawe z faktu, ze ta klasyfikacja
nie jest bezwzgledna, ale uwarunkowana aktualng wiedza matematyczna, albo lepiej: dotychczas
wykonanymi konstrukcjami (odpowiednich modeli). Dla przedmiotéw modeli pewnych teorii nie
mozna poda¢ poziomu ich istnienia ze wzglgdu na aktualny (albo tez bezwzgledny?) brak stosowal-
nosci teorii (por. Dresden 1928: 442-445).

Trzeba zaznaczy¢, ze amerykanski autor, ktory uwazat, ze przedmioty matematyki sa kon-
struktami umystu, i jednocze$nie twierdzil, ze matematyka jest stosowana do opisu rzeczywistosci
pozapodmiotowej, probowat odpowiedzie¢ na pytanie, dlaczego takie zastosowania sa mozliwe.
Z jego wypowiedzi wynika wprawdzie, ze za pomoca regut (semantycznych) mozna ustali¢ odpo-
wiednio$¢ (jednojednoznaczng) przedmiotdéw teorii matematycznej i przedmiotow nalezacych do
rzeczywisto$ci fizycznej, prowadzi to jednak do pytania, skad bierze sig¢ taka mozliwo$¢. Tej istotnej
kwestii Dresden nie podejmuje.
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Sytuacj¢ problemowa, przed ktdra stanat Dresden, i sposdb jej rozwigzania moz-
na poréwna¢ do zaproponowanych przez Poincaré’ego strategicznych rozstrzygnie¢
problemu pojawienia si¢ geometrii nieeuklidesowych.

Francuski matematyk zdawal sobie doskonale sprawe z tego, ze gdyby ktorejs
z geometrii przypisa¢ prawdziwos¢ (semantyczna), to konsekwentnie trzeba by zrezyg-
nowa¢ z odmiennych geometrii. Trudno$¢ polegata na tym, ze tradycyjnie geometrii
euklidesowej przypisywano prawdziwos¢. Poincaré zerwat z tradycja. Geometrie nie
sa ani prawdziwe, ani falszywe. Sa koniecznymi zwigzkami migdzy zdaniami, ktore
w istocie, podobnie jak aksjomaty, maja charakter zbioréw hipotez. Geometrie moga
by¢ uzyteczne w opisie rzeczywistosci fizycznej, ale relacje migdzy rzeczywistoscia
fizyczna a jakakolwiek geometria sa przygodne. Mozna wybieraé rdzne geometrie do
opisu rzeczywistos$ci. Jest to kwestia konwencji, a o wyborze decyduje wygoda. Nie
mozna zatem poszczegdlnym geometriom przypisywaé prawdziwosci/falszywosci
semantycznej. To ostatecznie prowadzitoby do monizmu w zakresie geometrii. Plu-
ralizm geometrii zagwarantowany jest dzigki odrzuceniu dychotomicznej kwalifika-
cji prawdziwy/falszywy (semantycznie) i przyjeciu okreslen zwiazanych z wigksza
lub mniejsza wygoda przy opisywaniu rzeczywistosci fizycznej.

Tak samo bylo w istocie kilkadziesiat lat p6zniej w przypadku Dresdena. Odrzu-
cenie dychotomicznej kategorii prawdziwy/falszywy odno$nie do ré6znych egzempla-
rzy matematyki i postugiwanie si¢ kategoria stopniowalnej stosowalnosci pozwolito
mu postawi¢ tezg o rOwnoczesnym istnieniu réznych matematyk.

Wypada zauwazy¢, ze przyjeta przez Dresdena kategoria stosowalno$ci teorii
matematycznych i jej stopni zaktadata implicite takie pojecie prawdy, jakie zdefinio-
wano w latach trzydziestych XX wieku w semantyce budowanej przez Tarskiego.
Rozwazania Dresdena na temat stopni stosowalno$ci zawieraty ,.rys” czy ,,intuicjg”
semantyki powstalej w nast¢pnej dekadzie. Nawet jednak stwierdzenie, ze koncepcja
amerykanskiego matematyka zaktadala pojgcie prawdy, nie deprecjonuje jego roz-
wiazania. Rezygnacja z kwalifikacji teorii jako prawdziwych/falszywych i warto-
$ciowanie ich jako bardziej lub mniej stosowanych stanowity zreczny zabieg. Teorig
klasyfikowang jako falszywa nalezalo odrzuci¢. Natomiast sklasyfikowanie jej jako
niestosowalnej — czyli w istocie nieposiadajacej modelu ani w rzeczywisto$ci fizycz-
nej, ani w bardziej lub mniej aplikowanej teorii matematycznej — wcale nie musiato
prowadzi¢ do tak radykalnego kroku. I to pozwolito na postawienie tezy o wielo$ci
matematyk.

Trzeba zauwazy¢, ze teza Dresdena o wielo$ci matematyk jest w pewnym sensie
ostabiona przez wprowadzona przez niego aksjologi¢ matematyki. Twierdzi, ze ist-
nieje wiele matematyk, ale sa one w pewien sposob uhierarchizowane w wyniku za-
stosowania do nich kategorii stosowalno$ci. W tym sensie istnieja lepsze i gorsze
matematyki. Sytuacja jest zatem odmienna od dzisiejszej. Wspolczesnie nie obser-
wuje si¢ tendencji do taczenia tezy o wieloSci matematyk z jaka$ aksjologia mate-
matyki. Stwierdza si¢ po prostu pluralizm. Funkcjonuja oczywiscie tez aksjologie
matematyki, ale nie maja bezposredniego wptywu na orzekanie wielosci matematyk.
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Przy okazji warto zaznaczy¢, ze Dresden, ktory wielokrotnie odwotywat si¢ do
przyjetego w XIX wieku pluralizmu geometrii, wyprowadzil znaczenie kategorii sto-
sowalno$ci teorii matematycznych (matematyk) — w tym réwniez tych ,,niestandar-
dowych” — wlasnie ze stwierdzonej w roku 1919 stosowalno$ci geometrii nieeukli-
desowej w proponowanym przez ogélna teori¢ wzglednosci opisie rzeczywistosci
fizycznej.

Mimo ze, jak wskazano, teza Dresdena o wielosci matematyk jest w pewien spo-
sob ostabiona, to nie mozna zaprzeczy¢, iz jej sformutowanie miato wrecz charakter
przepowiedni wyprzedzajacej o kilka dziesigcioleci stan pozniejszej wiedzy o mate-
matyce.
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