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Logika przekonan warunkowych

Banatem jest powiedzenie, ze ludzkie przekonania ulegaja ciaglym zmianom oraz
Ze zmiany te wywotywane sa przez pozyskiwane informacje. Wiadomos¢, ze firma X
zamierza wytoczy¢ proces firmie ¥ w sprawie jej nowego produktu, dostarcza infor-
macji, ze firma Y najprawdopodobniej nie wprowadzi owego produktu na rynek
w ustalonym terminie. Informacja ta moze wywola¢ wsrod inwestorow (przy-
najmniej ich czgsci) przekonanie, ze ceny akcji firmy Y w najblizszym czasie spadna.
Temat zmiany przekonan laczy si¢ z zagadnieniem przekonan warunkowych, czyli
takich, do ktorych podmiot dochodzi po uzyskaniu okre§lonej, zwykle nowej, infor-
macji. Logika przekonan warunkowych (CDL) dostarcza narzedzi ich analizy i rza-
dzacych nimi regut. Odpowiedni funktor ujmowany jest w niej jako dwuargumento-
wy funktor modalny, a jego semantyka opiera si¢ na semantyce wykorzystywanej
w analizie nierzeczywistych okresow warunkowych.

1. Syntaktyka. Jezyk logiki przekonan warunkowych Jcpp, powstaje przez roz-
szerzenie jezyka klasycznego rachunku zdan o formuty dotyczace przekonan simpli-
citer, postaci B;a, oraz przekonan warunkowych, postaci B{a/f), dla i O G'. For-
mulg B;a mozna odczytywaé: ,,Podmiot i jest przekonany, ze @”. Natomiast formuta
Bi{a/p) sprzega przekonanie, ze @, z pozyskaniem przez podmiot i informacji, ze £
Moéwiac nieco nieprecyzyjnie, funktor B, reprezentuje przekonania podmiotu i sprzed
pozyskania informacji, ze B, a funktor Bi(-/[) reprezentuje przekonania podmiotu po
pozyskaniu informacji, ze £. Formule B,(a /f) mozna odczytywac: ,,Podmiot i bylby
przekonany, ze a, gdyby odkryl/dowiedziat si¢, ze £’ lub prosciej: ,,Po uzyskaniu
informacji, ze £, podmiot i dojdzie do przekonania, ze &”. Pierwszy sposob akcen-
tuje kontrfaktyczny lub dyspozycyjny charakter przekonan warunkowych, drugi kta-

! Napis B«(a /) nawiazuje do oznaczenia prawdopodobiefistwa warunkowego.
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dzie nacisk na ich rewizyjny charakter. Niezaleznie od sposobu odczytania dopusz-
czalna jest sytuacja, w ktorej B{(a /f) i Bi(—~a/y). W pewnym sensie formuta B{(a /)
opisuje proces budowy przekonan danego podmiotu jako wynik ich aktualizacji na
podstawie pewnej dodatkowej pomocniczej informacji (zmieniajacej punkt widzenia
podmiotu). Mozna tez powiedzie¢, ze wyraza ona ,strategi¢” lub ,,plan” podmiotu na
wypadek zmiany przekonan spowodowanej pozyskaniem nowej informacji.
W szczegoblnosci, pozyskaniu pewnej nowej informacji moze towarzyszy¢ uwiary-
godnienie lub podwazenie wiarygodnos$ci innej informacji, co prowadzi do modyfi-
kacji stanu przekonan.

Przekonania simpliciter, tworzace wyjsciowy zbior (korpus) przekonan, stanowia
szczegolny przypadek przekonan warunkowych, a mianowicie, gdy = T (gdzie T
oznacza dowolna prawdg logiczna). Tak wigc, B;a moze zosta¢ wprowadzone jako
skrot dla B,(a /T). Podmiot jest przekonany simpliciter, ze a, jesli przekonanie, ze @,
jest nastgpstwem informacji pewnej (tj. o prawdopodobienstwie rownym 1). Inaczej
rzecz ujmujac, informacje trywialnie prawdziwe nie wymuszaja korekty przekonan.

Definicja 1. Niech ZZ bedzie nieskonczonym przeliczalnym zbiorem zmiennych
zdaniowych, ktére zwyczajowo oznaczamy literami p, ¢, r (ewentu-
alnie z indeksami). Pojecie formuty zdaniowej jezyka Jcpp definiujemy
przez indukcjg:

a, B0 Jcp: =p(022) 005 aOa0B0a0L0B.aIB(al/p.

Spojniki implikacji — i réwnowaznos$ci = mozna wprowadzi¢ za pomoca stan-
dardowych definicji. Stata [ oznacza dowolny fatsz logiczny; stala T definiujemy
standardowo, tj. T: = =[0. Niech ponadto P,(a/f) skraca: =B~ a/f). P(a/[) znaczy
mniej wigcej tyle, ze informacja B nie wymusza wyrzeczenia si¢ @. Zauwazmy jesz-
cze, ze funktor By(-/-) dotyczy zmiany przekonan ze wzgledu na informacje dotycza-
ce zard6wno $wiata zewnetrznego, jak i czyich$ przekonan (np. jego wlasnych prze-
konan). Na przyklad, formuta B/(a /(B;a)) moze oznacza¢, ze i dostosowuje swoje
przekonania do przekonan j w sprawie Q.

2. Semantyka. Zacznijmy od semantycznej charakterystyki CDL?. Przekonania
podmiotu sa reprezentowane przez zbiory §wiatow (stanow) mozliwych. Niech R bg-
dzie trojargumentowa relacja na zbiorze X. Piszemy R.(x, y) zamiast R(x, y, z). Dla
dowolnego z [ X, R, jest binarna relacja (na X) taka, ze R.(x, y) wtw, gdy R(x, y, ).

Definicja 2. Warunkowa struktura doksastyczna nazywamy dowolny uktad:
C=(S,G {<,wlS,iOG}),
w ktérym:
S # U jest zbiorem mozliwych §wiatow (lub stanow rzeczy);
G # O jest skonczonym zbiorem podmiotow;

2 Podobne podejécie znajduje si¢ w (Baltag, Smets 2006), (van Benthem, Martinez 2008: 238).
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<. w» dla dowolnych i [J G oraz w [J S, jest binarng relacja na S; ,, O S,
quasi-porzadkujaca oraz dodatkowo mocno spojna, tj. Ux,y O S;,,
x<iwyOys<i, x)3.

Relacj¢ <; ,,, interpretujaca funktor przekonan warunkowych Bi(-/-), nazywamy
relacjq relatywnej wiarygodnosci lub relacjq preferencji'. Wzor x <; ,, y mozna od-
czytywaé: ,,Swiat x jest dla podmiotu i co najmniej tak wiarygodny (preferowany) —
ze wzgledu na dany $wiat bazowy w — jak $wiat y” (z powodow historycznych pi-
szemy x <;,, y zamiast y <; ,, x). Zbior S; ,, = {x 0 S: x<; ,, y dla pewnego y 1 S} —
pole relacji <; ,, — to zbidr $wiatdéw, ktore podmiot i w danym $wiecie bazowym w
rozwaza jako mozliwe. Przyjmujemy, ze S; , # U dla kazdego i 0 G oraz kazdego
w O 8 (warunek normalnosci). Swiaty nienalezace do S ,, sa dla i ze wzgledu na w
tak niewiarygodne, ze nie warto ich rozwazaé (sa to np. $wiaty ,,cudowne”)’. Natu-
ralne wydaje si¢ zalozenie, ze Swiat bazowy jest zawsze dla podmiotu i mozliwy: dla
kazdego i O G oraz kazdego w 0 S, w 0 S; ,,°. Warunek ten mozna skomentowaé na-
stepujaco: uzyskane przez podmiot informacje nie wykluczaja $wiata bazowego ze
zbioru rozwazanych przez niego mozliwosci. Zauwazmy jeszcze, ze nie czynimy tu
zadnego zalozenia na temat osiagalnosci §wiatow ze zbioru S; ,,.. Dos$¢ naturalne wy-
daje sig zalozenie, ze zbior S; ,, tworza $wiaty, ktore sa dla i osiagalne z w (mozna
jednak przyjaé zalezno$¢ odwrotna).

Para (S; ., <; ) tworzy przestrzen relatywnej wiarygodnosci, w ktorej $wiaty
tworzace zbior S; ,, sa uporzadkowane przez relacje <; ,,/. Warunek mocnej spojnosci
gwarantuje, ze wszystkie rozwazane przez podmiot mozliwo$ci zostaja przez niego
oszacowane jako mniej lub bardziej wiarygodne (wzgledem $wiata bazowego) i po-
rownane ze soba pod wzgledem wiarygodnosci; a doktadniej — z dwodch §wiatow ze
zbioru S; ,, jeden jest dla podmiotu i bardziej wiarygodny niz drugi lub tak samo wia-
rygodny jak drugi (ze wzgledu na dany $wiat bazowy). Relacj¢ bycia bardziej wiary-
godnym definiujemy w zwykly sposob: x <; ,y wtw x <; ,, v 1 = (¥ <, X). Przypuse-
my, ze podmiot i (w danym $wiecie w) pozyskat informacje, ktéra wystarcza do
stwierdzenia, iz zaktualizuje si¢ jedna z mozliwos$ci x badz y, ale nie pozwala roz-

? Relacje nazywamy quasi-porzadkujaca, jesli jest zwrotna i przechodnia. Przypomnijmy jeszcze,
ze mocna spojnos¢ implikuje zwrotnos¢. W literaturze anglojezycznej relacje¢ quasi-porzadkujaca
1 mocno spdjna okresla sig¢ terminem fotal preorder.

* Lewis w monografii po$wigconej nierzeczywistym okresom warunkowym relacje <, inter-
pretuje jako relacje relatywnego podobienistwa migdzy $wiatami (Lewis 1973). Porzadkuje ona
Swiaty ze wzgledu na ich odleglo$¢ od danego $wiata bazowego w. Przy tej interpretacji od relacji
<,, wymaga si¢ spetnienia warunku stabej koncentrycznosci (ang. weak centering): $wiat bazowy w
jest elementem minimalnym wzgledem relacji <,, tj. dla kazdego x O S,,, w <,, x. Tutaj warunek ten
nie wydaje si¢ konieczny.

* Oczywiscie, mozna przyjaé, ze relacja <; ,, jest uniwersalna, czyli dla kazdego w, Si,, = S.
Warunek ten oznacza, ze zbior S; ., tworza wszystkie mozliwosci logiczne.

® Lewis (1973: 48) okresla $wiaty spetniajace ten warunek jako self-accessible.

7 Stanowi ona jako$ciowy odpowiednik przestrzeni probabilistyczne;.
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strzygnac, ktora z nich si¢ zaktualizuje. Bedzie on (warunkowo) przekonany, iz zaj-
dzie x wtedy i tylko wtedy, gdy x <; ,,y. Dodajmy, ze kazda z relacji <; ,, wyznacza
w naturalny sposob pewna relacj¢ (doksastycznej) nieodroznialnosci =; ,, (a miano-
wicie: x =,y Wtw x<; ,, ¥ 1 ¥ <, X), ktora dzieli rozwazane przez podmiot $wiaty
na uporzadkowane klasy abstrakcji (odpowiednik Lewisowskiego systemu sfer).

Wymienione wlasnosci relacji <; ,, (zwrotno$¢, przechodnio$¢ i mocna sp6jnosé)
sa warunkami minimalnymi. W szczeg6lno$ci dopuszczaja sytuacje, w ktorej istnieje
nieskonczony tancuch $wiatow coraz bardziej i bardziej wiarygodnych (wzgledem
danego $wiata bazowego): ... X, <; wXp1 <iw-... <iwX1 <;wXo. Aby temu zapobiec,
przyjmujemy dodatkowo warunek dobrego ufundowania: dla kazdego i J G oraz
kazdego w O S, relacja <; ,, jest dobrze ufundowana. Symbolem Min; ,,(X) oznaczmy
zbior elementow (<, ,,)-minimalnych w zbiorze X 00 S: Min; ,,(X) = {x 0 X: x<; .y,
dla kazdego y 0 X}®. Tworza go $wiaty (sposrod $wiatow w X), ktore zdaniem pod-
miotu i s najbardziej wiarygodne wzgledem danego $wiata bazowego w. Warunek
dobrego ufundowania relacji <; ,, stanowi, ze kazde niepuste przecigcie z S; ,, posiada
elementy (<, ,,)-minimalne, czyli najbardziej wiarygodne dla i; a doktadniej — dla
dowolnego X U §, jezeliX n S; ,, # O, to Min; ,(X n S} ,,) # 0°.

Definicja 3. Modelem na strukturze C jest para M = (C, V), w ktorej V: ZZ — 2° jest
funkcja warto§ciowania dla zmiennych zdaniowych, tj. poszczegdlnym
zmiennym zdaniowym przyporzadkowuje zbiory $wiatéw mozliwych.

Dla dowolnej p 0 ZZ, zbidr V(p) jest traktowany jako zbior tych swiatow, w kto-
rych zmienna p jest prawdziwa. Relacjg spetniania |= definiuje si¢ przez indukcje po
budowie formut w nastgpujacy sposob (zaktadamy, ze zachowuje si¢ ona klasycznie
wobec klasycznych spojnikow):

Definicja 4. (a) (M, w)Fp wtw w O V(p), dla dowolnej p 1 ZZ;

(b) (M, w) 21, dla dowolnego w;

() (M, w)F-awtw (M, w) Z a,

(@AM, wyEaOBwtw (M, w)Eai(M, w)EL
(e) M, w)[Fa OLwtw (M, w)=alub (M, w)EL.

Niech ||aljy = {w O S: (M, w) F a} oznacza zbidr tych wszystkich $wiatéw mo-
delu M, w ktdérych spetniona (prawdziwa) jest formuta a (gdy model M jest domysl-
ny, mozna uzywaé skroconej notacji wi= a oraz ||ai))'’. Swiat w, taki ze w O ||a]las
bedziemy nazywaé a-swiatem. Gdy ||a||y # O, moéwimy, ze o jest spetnialna w mo-
delu M. Po tych ustaleniach mozemy nada¢ nastgpujaca posta¢ klauzuli dla formut
dotyczacych przekonan warunkowych:

¥ Alternatywnie: Min; ,,(X) = {x 0 X nie istnieje y 00X, taki ze y <; ,,x}. Oczywiscie, Min;, ,(X)
ox.

? Jest on spetniony automatycznie, gdy S jest zbiorem skonczonym.

10 Zwyczajowo ||01]| czyta si¢ jako ,,sad o”.
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(0 (M, w)EB(a/B) wtw Min;, ,, (| Blm 0 Si,) Ollallu
wtw (M, x) E a, dla kazdego x O Min,,,, (||8ln
n Si, W)a

gdzie Min,, (I8lu 0 S;) = x O [Bly 0 i x S, 0 v, dla kazdego y O [|Aly 0
S; wi''. Warunek (f) okresla standard racjonalnej aktualizacji przekonan nawiazujacy
do pojecia racjonalnego wyboru. Przede wszystkim ustala on strategi¢ podmiotu na
wypadek zmiany przekonan spowodowanej pozyskaniem nowej informacji (nieko-
niecznie spojnej z posiadanymi juz informacjami). Na jego mocy o prawdziwos$ci
formuty B{a /) w $wiecie w (danego modelu) decyduje to, czy & jest prawdziwa
w kazdym S-§wiecie nalezacym do S; ,,, ktory jest (< ,,)-minimalny. Méwiac mniej
precyzyjnie, Bi(a/[) jest prawdziwa w $wiecie w (danego modelu), je$li a jest
prawdziwa w kazdym $wiecie, ktory z punktu widzenia i jest mozliwy oraz potwier-
dza informacje B, a ponadto jest dla i tak wiarygodny ze wzgledu na $wiat w, jak to
tylko mozliwe. Tak wiec gdy [ jest nowa nietrywialng informacja pozyskana przez
podmiot z takiego lub innego wiarygodnego zrodla, zwlaszcza niespdjna z jego aktu-
alnymi przekonaniami, woéwczas to, co dotychczas byto dla niego najbardziej wiary-
godne, zostaje podane w watpliwos¢ lub nawet wykluczone. W tej sytuacji powinien
on w sferze tego, co mozliwe, wyodrebni¢ S-$wiaty i tam poszuka¢ mozliwosci naj-
bardziej wiarygodnych. Warunek dobrego ufundowania gwarantuje, ze jezeli w zbio-
rze S;,,, rozwazanych przez podmiot ; mozliwos$ci znajduja si¢ jakies S-$wiaty, to ist-
nieje w nim SF§wiat (niekoniecznie jeden) minimalny ze wzgledu na relacjg < ,,,
czyli najbardziej dla i wiarygodny. Latwiej bedzie to zrozumie¢, jesli postuzymy si¢
diagramem (pole zacienione reprezentuje wyjsciowy stan przekonan podmiotu):

Z warunku (f) otrzymujemy tatwo warunek prawdziwosci dla przekonan simpli-
citer B;a. Poniewaz ||T||y = S, wigc:

(g) (M, w) FB;a wtw Min;,,, (S;,) O [|ally
"' 7 warunku tego otrzymujemy: ||B{a /B)lsr = {w O 8: Miny,  (|8lsr N Si.w) O ||allss}. Istnicje

wyrazne podobienstwo migdzy warunkiem (f) a warunkiem prawdziwosci dla nierzeczywistych
okresow warunkowych.
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wtw (M, x) | a, dla kazdego x U Min,, ,, (S; ).

Intuicyjnie rzecz ujmujac, w $wiecie w podmiot i jest przekonany, ze a wtedy i tylko
wtedy, gdy a zachodzi w kazdym $wiecie najbardziej wiarygodnym wsrod Swiatow
rozwazanych jako mozliwe przez i w w'2. Zauwazmy przy okazji, ze przekonania
moga by¢ zawodne, jako ze nie wymaga sig, by $wiat w byt elementem Min,, ,, (S;, ).
Dla ilustracji postuzmy si¢ nastgpujacym przyktadem pochodzacym z teorii gier.

Przyklad (teoria gier — Stonoga). ,,Stonoga” jest gra ekstensywna z pelng in-
formacja, autorstwa Rosenthala'. Oto jedno z wielu jej uje¢ (dla uproszczenia ogra-
niczmy ja do trzech ruchow). W grze biora udziat dyrektorzy dwoch instytutow —
gracze 1 1 2 — ktoérym urzednik ministerstwa sktada oferty budzetu na przyszty rok
(wyptaty). Kazdy gracz moze ja przyjac¢ (akcja S) lub odrzuci¢ (akcja C). Przyjecie
oferty konczy gre. Skutkiem jej odrzucenia jest kontynuacja gry i nowa oferta. Oto
zapis gry w postaci drzewa (wezty to punkty decyzyjne poszczegodlnych graczy, kra-
wedzie reprezentuja mozliwe akcje, wyniki opisane sa za pomoca par liczb: pierwsza
liczba to wyptata gracza 1, druga — wyplata gracza 2):

C
— (3.5)

S| S,

(2,0) (1,3) 4,2) Wyplaty graczy

"2 Warunek ten odbiega od zwykle przyjmowanego w logice epistemicznej warunku prawdzi-
wosci dla zdan tej postaci: B;a jest prawdziwe w §wiecie w (modelu M) wtedy i tylko wtedy, gdy a
jest prawdziwe w kazdym $wiecie dostgpnym z w (mozliwym ze wzgledu na w) dla podmiotu i.
Zrédlem owej roznicy jest podwojna relatywizacja przekonan: do $wiatow, ktére — w danym $wie-
cie — podmiot rozwaza jako mozliwe oraz do uporzadkowania owych mozliwosci. Zauwazmy jed-
nak, ze im wigcej $wiatow podmiot rozwaza jako dostgpne (mozliwe ze wzgledu na dany $wiat),
tym skromniejszy jest jego zbior przekonan (i na odwrdt). W skrajnym przypadku jest to zbior zto-
zony wylacznie z prawd logicznych.

" Przypomnijmy, ze w grach tego typu gracze podejmuja decyzje sekwencyjnie (tj. na prze-
mian) oraz kazdy gracz w kazdym punkcie decyzyjnym zna caly dotychczasowy przebieg gry (tj.
ma informacje o wezesniejszych decyzjach pozostatych graczy). Gdy sklada si¢ ona ze skonczonej
liczby ruchéw, gracze (i analitycy) moga za pomoca okreslonych procedur przewidzie¢ wynik gry
(jej rozwiazanie). Racjonalny gracz wykonuje swoj pierwszy ruch, rozwazajac kazda z sekwencji
reakcji i kontrreakcji, ktore beda konsekwencjami wybranego ruchu. Nastegpnie ustala preferowany
wynik sposréd mozliwych wynikow takich sekwencji i wybiera ruch rozpoczynajacy sekwencje
ruchow prowadzaca do ustalonego rezultatu. Taki proces nazywa sig indukcjq wstecznq, poniewaz
wnioskowanie dziala wstecz, tj. od ewentualnych wynikow sekwencji decyzji. Opisany proces re-
prezentuje si¢ czgsto pod postacia drzew.
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Strategia gracza to, z grubsza rzecz biorac, plan akcji na wszystkie mozliwe sy-
tuacje. Gracz 1 ma cztery strategie: C,C;, C;Ss, S1C;, S;S; (na przyktad, C,S; ozna-
cza wybor C; w pierwszym punkcie decyzyjnym i S; w trzecim punkcie decyzyjnym,
o ile zostanie on osiagnigty, czyli po akcjach C,C,). Gracz 2 ma tylko dwie strategie
(po C)): C,1S,. Standardowo przyjmuje si¢ zatozenie, ze gracze postgpuja racjonal-
nie, co w jezyku teorii gier oznacza, ze uzywaja oni strategii dominujacych, tzn. kaz-
dy z graczy stara si¢ zmaksymalizowa¢ swoja wlasng wyplate, niezaleznie od tego,
co zrobig inni gracze. To, czy gracz jest racjonalny, jest catkowicie zdeterminowane
przez wybor strategii i jego przekonania. Ogoélnie, gracz i postgpuje racjonalnie wte-
dy i tylko wtedy, gdy w kazdym osiagnigtym punkcie decyzyjnym (wezle drzewa)
jest przekonany, ze wybrana przez niego akcja prowadzi do wyzszej wyplaty niz
dowolna inna. Przekonanie to opiera si¢ na indukcji wstecznej przeprowadzonej
przez podejmujacego decyzj¢ gracza. Dla przykladu, w pierwszym wezle decyzyj-
nym gracz 1 powinien wybra¢ S; na podstawie nastgpujacego wnioskowania: ,,(a)
Gdyby osiagnigty zostal wezet trzeci, wybralbym S;. (b) M) partner w wezle dru-
gim — gdyby zostal on osiagnigty — wybraltby S,: jego przekonanie o mojej racjo-
nalnosci pociaga przekonanie, ze (a), a ponadto jest on racjonalny. (c) Skoro uwa-
zam, ze moj partner w wezle drugim wybierze S,, powinienem — jako osoba racjo-
nalna — w wezle pierwszym wybra¢ S;”'.

Struktura warunkowa tej gry zawiera po jednym $wiecie dla kazdej kombinacji
strategii (lub akcji) wybieranych przez obu graczy, tj. profilu strategii. Aby nie kom-
plikowa¢ notacji, bedziemy utozsamiaé $wiaty z trojkami: (C, C, C), (C, C, S), ...,
(S, S, S). Na przyktad (C, C, S) reprezentuje profil strategii, w mysl ktorej gracz 1
w wezle pierwszym decyduje si¢ kontynuowac gre (C), a w wezle trzecim — o ile
zostanie on osiagni¢ty — decyduje si¢ ja zakonczy¢ (S), gracz 2 w wezle drugim —
o ile zostanie on osiagniety — decyduje si¢ kontynuowa¢ gre (C)". Podobnie zinter-
pretujemy trojke (S, S, S), ktora reprezentuje profil strategii odpowiadajacy kolej-
nym krokom indukcji wstecznej przeprowadzonej przez gracza 1 przed podjgciem
pierwszej decyzji: obaj gracze w kazdym osiagnigtym wezle decyduja si¢ zakonczy¢
gre (jest on profilem strategii, mimo ze wybor S w wezle pierwszym sprawia, iz po-
zostale wezly nie zostang osiagnigte i gracze nie beda mieli mozliwosci dokonaé w nich
wyboru akcji). Przyjmijmy, ze (C, C, S) jest $wiatem aktualnym. Relacje preferencji
(relatywnej wiarygodno$ci) wlasciwe dla obu graczy sa okreslone przez nast¢pujace
warunki:

(C, C, S) <, c sy, dla dowolnego x # (C, C, S);
(S, S, S) <y, ¢ s X, dla dowolnego x # (S, S, S);

'4 Zauwazmy, ze przeslanki tego wnioskowania maja postaé nierzeczywistych okresow warun-
kowych.

'3 Reprezentowanie profilow strategii w ten sposob nie jest standardowe. Dla naszych celow jest
jednak wygodne. W szczeg6lnosci pozwala pomina¢ indeksy przy symbolach reprezentujacych wy-
brane przez graczy akcje.
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(S, S, S) <i,(s,s, 5 X, dla dowolnego x # (S, S, S);

(S, C,S)<sc.c.s (C, C, C) <y (c.c, sy X, dla dowolnego x Z (S, C, S) i (C, C, C);
(S, C, S)<s.s.¢.5(C, C,C) <y s.c.5 %, dla dowolnego x # (S, C, S) i (C, C, C);
(S, S,8) <1555 (C, S, S) <y 55,5 X, dla dowolnego x # (S, S, S) i (C, S, S).

Niech At = {pi, p,, p3} bedzie zbiorem zdan, w ktorym:

p1 skraca zdanie: 1 wybiera Cy;
P2 skraca zdanie: 2 wybiera C;
p; skraca zdanie: 1 wybiera C;.

Negacje ich beda wowczas skraca¢ zdania dotyczace dokonania wyboru przez pod-
miot w danym wezle strategii opozycyjnej (S); na przyktad, - p; skraca zdanie: ,,1 wy-
biera S,” (wybdr 6w stanowi urzeczywistnienie wyniku indukcji wstecznej przepro-
wadzonej przez gracza 1). W ten sposob kazdy $wiat czy profil strategii mozna wy-
czerpujaco opisaé, taczac koniunkcja odpowiednie zdania i ich negacje; na przyktad,
p1 Up, O=p; opisuje (C, C, S). Funkcje wartoSciowania V' definiujemy nastgpujaco:
dla dowolnego j U {1, 2, 3}, {d\, d», d5) O V(p;) wtw d; = C. W konsekwencji:

(dy, d», d3) Ep; wtw d; = C;
(d\, dy, d3) Fp; Wiw d; = S.

Racjonalno$¢ gracza 1 jest opisywana przez zdanie ri: = (p; UBp, O=p;) O
(=p1 O Bmp, O=p;), racjonalno$¢ gracza 2 jest za$ opisywana zdaniem ry: =
(p2 UBx(p3/p1)) O (= p, UBy(=ps/py)). Oba zdania sa spetnione w $wiecie aktualnym
(C, C,S) oraz w $wiatach (S, C, S) i (S, S, S). Rozwazmy $§wiat (S, C, S). Latwo
sprawdzié, ze (S, C, S)F-p; OB~ p, U=p; (co przesadza o prawdziwosci ry). Wa-
runek spetniania dla B, p, wyglada nastepujaco:

<S, C, S> ':Bl_'p2 wtw x |: = po, dla kaZdegO xd Minl, (S, C, S)(Sl, (S, C, S))-

Potwierdzenie prawej strony tej rownowaznosci uzyskujemy na podstawie ustalenia,
ze (a) (S, S, S) <y, s, ¢, sy X, dla dowolnego x # (S, S, S), oraz (b) (S, S, S) spetnia ~p;.

Z drugiej strony, S, C, S) Fp, U By(ps/p1) (co przesadza o prawdziwosci r,). Wa-
runek spetniania dla B,(ps/p,) wyglada nast¢pujaco:

<S, C, S> |: Bz(p3/p1) wtw X |:p3 dla kaZdegO x [ Minz, (S, C, S) (HPIH N
S, (S, C, S))~
Potwierdzenie prawej strony rownowaznos$ci uzyskujemy na podstawie ustalenia, ze

(@) (S, C,S) <y s.c.5) {C, C, C) <, (s. c. 5y X dla dowolnego x # (S, C, S) i (C, C, C)
oraz (b) (C, C, C) spetnia zaréwno py, jak i ps'°.

16 W swiecie (S, C, S) dla gracza 2 w wezle drugim — tj. wezle, w ktorym dokonuje wyboru (rzecz
jasna, w tej sytuacji gracz 1 w wezle pierwszym musial wybra¢ C) — mozliwy i zarazem najbar-
dziej preferowany jest $wiat (C, C, C).
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W podobny sposdb mozemy sprawdzi¢ pozostate przypadki. Z pewnego punktu
widzenia interesujace sa nastgpujace dwie zaleznosci: (C, C, S) £ r; U By(r, U Byry)
— =pyoraz (C, C, S) F = By(ri/p1). Zajmiemy sig ta kwestia w paragrafie 6.

Pojecie prawdziwosci w modelu i strukturze definiuje si¢ w zwykly sposob:

Definicja 5. Formula a jest prawdziwa w modelu M (symbolicznie: M. | a) wtw
dla kazdego x 0 S, (M, x) = a. Formula a jest prawdziwa w strukturze
C (symbolicznie: C |- a) wtw jest ona prawdziwa w kazdym modelu na
tej strukturze (tzn. jest ona prawdziwa przy dowolnym warto$ciowaniu
V okreslonym dla tej struktury).

3. Aksjomatyka. Logike CDL okreslaja nast¢pujace aksjomaty i reguty inferen-

cji:'’

AO0. Dowolne a bedace schematem tautologii KRZ.
AL B((a - B /Y - (BLaly - B{B/Y).

A2. B(a/a).

A3. a - P(T/0).

Ad4.B(a/p UB(B/a) - (B{y/a) = B{y/P)).
AS.B(a/p) - (By/ (aUP)=B(y/B).
A6.P(a/p) - B(y/ (aOP)=B{(a - »IP).
A7.B;a= B(a/T).

MP. Jezeli+a - Bi+ a,to+ S
BRN. Jezeli - a, to - B(a /P).

Aksjomat A1l (aksjomat dystrybucji) jest odpowiednikiem aksjomatu K; czyni on
z przekonan warunkowych zbior dedukcyjnie domknigty. Aksjomat A2 mozna od-
czyta¢ jako zadanie, aby informacja pozyskana przez podmiot zostata dotaczona do
jego wyjsciowych przekonan (jako prawdziwa) i w ten sposob je przeksztalcata.
W pewnym sensie stanowi on klauzule najwyzszego uprzywilejowania: pozyskana
informacj¢ podmiot postrzega jako tak wiarygodna, ze ma ona pierwszenstwo nad
wszystkimi innymi informacjami (przekonaniami), niezaleznie od tego, co to za in-

' Istnieje pewna odpowiednio$¢ migdzy wyréznionymi aksjomatami i regulami a postulatami
charakteryzujacymi operacjg¢ rewizji w ujeciu AGM, z jednej strony, oraz niektérymi aksjomatami
logiki okreséw warunkowych z drugiej. Na zwiazek migdzy postulatami AGM a semantyka nierze-
czywistych okresow warunkowych wskazywali Gardenfors (1998) i Grove (1998). Nie sposob tu
doktadniej poréwnac¢ przedstawiang aksjomatyke z postulatami wymienionych teorii. Pewne uwagi
na ten temat znajduja si¢ w podsumowaniu. Dodajmy, ze nastgpujace aksjomaty i reguly sa wspolne
dla prezentowanej tu logiki przekonan warunkowych oraz dla logiki opisanej przez Baltaga i Smets
(2006): A0, A1, A2, A6, A7, MP, BRN. Aksjomat A3 jest tam obecny w postaci postulatu charakte-
ryzujacego wiedzg¢: K;a — a (zob. paragraf 7).
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formacje. Aksjomat Ow jest przez to problematyczny'®. Z semantycznego punktu wi-
dzenia stanowi on jednak, ze @ zachodzi we wszystkich najbardziej wiarygodnych
a-$wiatach, ktore z punktu widzenia podmiotu sa mozliwe: Min; ,(||Alsr N S; ) U
||ally- Nie budzi to zadnych watpliwosci. Tak wigc w sposdb nieproblematyczny ak-
sjomat A2 mozna odczyta¢ nastgpujaco: pozyskanie przez podmiot informacji, ze @,
nie wplynie na zmiang jego przekonania, ze @. Innymi slowy, jak dlugo podmiot bg-
dzie dysponowat informacja, ze a, tak dlugo bedzie przekonany, ze a. Graficznie:

Zastepujac @ przez T, otrzymujemy formulg: B,(T/T), ktéra na podstawie aksjo-
matu A7 jest rownowazna formule B, T (odpowiednik aksjomatu N). Stanowi ona, ze
w korpusie przekonan podmiotu znajduja si¢ (wszystkie) prawdy logiczne'. Aksjo-
mat A3, bedacy ograniczonym postulatem niesprzeczno$ci, mozna zapisa¢ rowniez
w postaci formut: a - ~B(0/a) lub a - ~(B{B/a) OB(~B/q)). Zatem stwierdza
on, ze dopoki pozyskiwane przez podmiot informacje sa prawdziwe, dopoty rewizje
przekonan dokonywane ze wzgledu na owe informacje nie prowadza do sprzeczno-
sci’’. Konsekwencja A3 jest formuta: - B,0 (odpowiednik aksjomatu D), ktora sta-

'® Mozna to pokaza¢, wstawiajac za @ do A2 zdanie z paradoksu Moore’a: p [ = Bjp. Oznaczmy
je przez @. Zdanie @ jest niesprzeczne, co oznacza, ze jest ono prawdziwe w pewnym $wiecie. Po
uzyskaniu informacji, ze @, podmiot i nie moze niesprzecznie sadzi¢, ze @, poniewaz wtedy i jest
przekonany, ze p, co jest niezgodne z @ (jego drugim czynnikiem). A zatem po uzyskaniu informa-
cji, ze @, podmiot i jest przekonany o falszywosci @. Podwaza to wspomniang interpretacje aksjo-
matu A2.

1 Zauwazmy, Ze odrzucenie A2 dopuszcza $wiaty sprzeczne, tj. spelniajace @ O-a.

2 postulat ten wydaje si¢ zbyt silny dla ,,zwyklych” podmiotéw. Znakiem szczeg6lnym racjo-
nalno$ci przekonan jest jednak dazenie do utrzymania niesprzeczno$ci przekonan. Rezygnacja
z postulatu niesprzecznosci przekonan oznacza¢ mogtaby nadmierna uleglos¢ wobec sprzecznosci,
a w rezultacie pozbawitaby je wartosci heurystycznej. Zauwazmy na marginesie, ze opierajac si¢ na
A0, Al i A7, mozna udowodni¢ implikacje B;a OB~ a — B, ktora wyklucza istnienie sprzecz-
nych, a zarazem nietrywialnych przekonan. Oznacza to, ze dopuszczenie istnienia sprzecznych
przekonan wymaga glebszej modyfikacji logiki. Ponadto A3 wiaze si¢ z naturalnym warunkiem,
zgodnie z ktérym $wiat bazowy w znajduje si¢ w zbiorze S; ,,. Uzasadnienie tego faktu poprzedzmy
podaniem warunku spetniania dla formut postaci P{B3/q): (M, w) E P(S/a) wtw (M, x) E 3, dla
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nowi, ze w korpusie przekonan podmiotu nie wystepuja logiczne falsze (sprzecz-
no$ci). Aksjomat A4 stwierdza, ze jezeli podmiot i dochodzi do przekonania, ze a,
pozyskujac informacje, ze £, i na odwrét (co sugeruje, ze @ i Bsa dla i rOwnowazne),
to przekonania uzyskane na podstawie @ i uzyskane na podstawie [ sa takie same.
Jest to aksjomat ekstensjonalnosci.

Aksjomaty AS i A6 sa za$ postulatami informacyjnej ekonomii (lub minimalnych
zmian) opartymi na tzw. kryterium informacyjnej ekonomii: zmiana przekonan nie
jest — ogolnie rzecz biorac — darmowa, jesli wigc juz do niej dochodzi ze wzgledu
na pewna nowaq informacje, to zmiana ta powinna by¢ minimalna, tzn. nie powinna
by¢ wigksza niz to konieczne, aby t¢ nowa informacj¢ dopasowaé do przekonan wyj-
sciowych (Gérdenfors 1988: 49). AS stanowi, ze pozyskanie informacji nalezacej do
przekonan podmiotu (choéby implicite) nie powinno powodowac ich zmiany. Do-
ktadniej, jesli przekonania podmiotu zostaty zaktualizowane o @ na podstawie [, to
zmiana przekonan zmierzajaca do przylaczenia yna podstawie a i [ redukuje si¢ do
zmiany zmierzajacej do przylaczenia yna podstawie samego £ Aksjomat A6 glosi,
ze gdy pozyskana informacja nie jest sprzeczna z przekonaniami wyj$ciowymi pod-
miotu, wtedy powinien on po prostu wlaczy¢ ja do swych przekonan, a uzyskany zbior
domknaé na modus ponens. Tres¢ tego aksjomatu stanie si¢ moze jasniejsza, gdy za-
stapimy [ przez T. Uzyskana w ten sposob formuta: P;a — (B(y/a) = B(a - ))
stanowi, ze jezeli pozyskana przez podmiot informacja jest niesprzeczna z jego wyj-
$ciowymi przekonaniami, to moze ja wykorzysta¢ do rozszerzenia swych przekonan
tylko wtedy, gdy przytaczane zdanie bedzie (w jego mniemaniu) konsekwencja owej
informacji. Wreszcie aksjomat A7 definiuje przekonania simpliciter. Reguta MP nie
wymaga komentarza. Reguta BRN jest odpowiednikiem reguty ukonieczniania. Jej
dziatanie jest jednak ograniczone do funktoréw B,(-/f). Kryje sie za nia nastgpujaca
intuicja: jezeli « jest teza, to zadna pozyskana przez podmiot informacja nie sktoni
go do porzucenia przekonania, ze Q.

4. Podmiot introspekcyjny. ,,Podmiot introspekcyjny” to taki, ktéry ma pelny
dostgp do wilasnych standéw przekonaniowych: poza przekonaniami dotyczacymi
$wiata zewngtrznego moze formulowal przekonania dotyczace swych wilasnych
przekonan, zaréwno tych juz posiadanych, jak i ich (ewentualnej) zmiany. Jako for-
malna charakterystyke takiego podmiotu mozna przyjaé nastgpujace dwie zasady
(i dotaczy¢ je jako kolejne aksjomaty):

A8.B(a /P - B(B(a/p)) (pozytywna introspekcja)
A9.-B(a/p) - B(~B(a/pP) (negatywna introspekcja)

pewnego x U Min,,,, (||al|ls N Si, w). Przypusémy teraz, ze dla dowolnego w I S, (M, w) E @, czyli w
O ||afar. Skoro w O S; v, to ||aflar N S;, v Z 0. Z warunku dobrego ufundowania relacji <; ,, wnosimy,
ze Min,, ,, (||alli 0 S, w) # O, czyli istnieje $wiat x, taki ze x O Miny, ,, (|a]lar N Si, ). Poniewaz ||T||a
=S, to (M, x) ET. Na podstawie podanego wyzej warunku spelniania wnosimy, ze (M, w) E P(T/q),
co konczy dowdd.
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Zastepujac w nich S przez T, otrzymujemy zasady introspekcji odnoszace si¢ do
przekonan simpliciter: B;a — B;B,a, - B, — B~ B;a. Mozna tez zaproponowac bar-
dziej ogolna (petna) postaé zasad introspekcji:

A8’. B(a/p) —» B((B(a/pP)!y) (petna pozytywna introspekcja).
A9’.=Bi(a/pP) - B((—~B{a/P)/y) (pelnanegatywna introspekcja).

Wedhug A8’ podmiot ma wglad nie tylko w wyjsciowy zbioér przekonan (tj. w to,
o czym jest aktualnie przekonany), lecz takze rejestruje proces aktualizacji przeko-
nan, do ktérego dochodzi w nastepstwie pozyskania nowej informacji. Analogicznie
nalezy zinterpretowa¢ aksjomat A9’. Uszczegdtowieniami obu wymienionych zasad,
oprocz A8 1 A9, sa nastepujace implikacje:

B(a/p) - B((B(a/P) /P,

= B(alp) - B{(—~B(a/P) /P,
Bia - B((B:a)/P),

- B,a - B{(~B;a)/p).

Dwie pierwsze tezy dotycza introspekcji odnoszacej si¢ w pewnym sensie do
aktualnych zmian przekonan podmiotu. Wedtug pierwszej z nich ta sama informacja,
ktora spowodowata zmiang przekonania, jest dana, dzigki ktérej podmiot rejestruje
owg zmiang: jezeli podmiot dochodzi do przekonania, ze @, po uzyskaniu informacji,
ze [B, to jest o tym przekonany w nastepstwie tej samej informacji. Sens drugiej jest
analogiczny. Nastgpne dwie tezy stanowia, ze podmiot ma doskonalg pamigé. Nie
tylko nie ,,gubi” tego, o czym jest aktualnie przekonany, lecz takze potrafi przywotaé
lub zrekonstruowac ,histori¢” owych przekonan.

Aksjomaty A8’ i A9’ sa spelnione we wszystkich modelach majacych wlasnosé¢
absolutnosci (tj. w ktérych relacja <; ,, jest niezalezna od wyboru w):

(Ab) DW, X, Vs Z O S(X O Si,w - (ysi,xz EJ/SI’,WZ))-

Na jej mocy we wszystkich §wiatach sposrod swiatdéw rozwazanych przez podmiot
i jako mozliwe zachowywany jest taki sam porzadek relatywnej wiarygodnosci®'.

5. Wspoélne przekonania grupy. Warunkiem koniecznym powodzenia réznych
dzialan zespolowych, tj. dzialan wymagajacych wspodlpracy wszystkich cztonkéw

2! Najpierw pokazemy, ze A8’ jest spelniony w modelach absolutnych, a nastepnie, ze zachodzi
to tez dla A9’. Niech wigc M bedzie (Ab)-modelem. (1) Przypus¢my, ze dla dowolnego w O S,
(M, w) E B{a/f). Wtedy (M, x) E a dla kazdego x O Min,, ,, (|8 N S:.w). Na mocy zatozenia, ze
relacja <; ,, ma wlasno$¢ (Ab) mamy: dla kazdego y O Min;,,, (|| N Siw), 2 iy u Wtw z <, 1, CO
pociaga, ze Min,, , (|4l 0 Si,) = Min;, . (|G 0 Siw). Stad (M, y) E B(a/P), a w konsekwencji
(M, w) E B{((Bia /P)/y). (2) Przypus¢my, ze dla dowolnego w [0 S, (M, w) E -~ B{a/f). Wtedy
(M, x) # a dla pewnego x O Min,,,, (|8 N S:,w). Na mocy zatozenia, ze relacja <; ,, ma wlasno$é
(Ab) mamy: dla kazdego y O Min,, ., (| N S ), z <i, u Wtw z <., 4, co pociaga, ze Miny, , (|| A N
S y) =Miny, . (|8 0 Si,w). Stad (M, y) E-Bi(a/p), a w konsekwencji (M, w)EBA{(—~B{(a /B) /y).
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danej grupy, jest posiadanie pewnej puli wspolnych przekonan (common beliefs).
Moéwiac ogdlnie, wspdlne przekonanie jest to informacja publiczna, tj. posiadana
przez wszystkich cztonkdéw danej grupy. W takim jego okresleniu kryje si¢ jednak
pewna dwuznaczno$¢. W logice utozsamia si¢ zwykle zwroty ,.kazdy” i ,,wszyscy”.
Jednak w jezyku potocznym nie maja one tego samego znaczenia. Stowo ,.kazdy”
wystepuje czgsto w znaczeniu ,.kazdy z osobna”, natomiast stowo ,,wszyscy” wysteg-
puje w znaczeniu ,,wspolnie” lub ,,razem” (tj. wskazuje na zbiér jako pewna catosc,
a nie jego poszczegdlne elementy). Mozna tatwo wyobrazi¢ sobie sytuacjg, w ktorej
powiedzenie, ze wszyscy to a to zrobilismy (mozemy zrobi¢) bedzie prawdziwe, po-
wiedzenie za$, ze kazdy owo co$ zrobit (moze zrobi¢) bedzie falszywe. Zatem z jed-
nej strony przekonanie, ze @, moze by¢ ,roztozone” migdzy cztonkami danej grupy,
tzn. kazdy, lecz z osobna, jest przekonany, ze @. Z drugiej strony moze ono by¢
wspolne dla danej grupy, tzn. wszyscy razem sa przekonani, ze . Oznacza to, ze:

— kazdy cztonek grupy jest przekonany, ze a,

— kazdy cztonek grupy jest przekonany, ze kazdy czlonek grupy jest przekona-
ny, ze Q,

— kazdy cztonek grupy jest przekonany, ze kazdy czlonek grupy jest przekona-
ny, ze kazdy cztonek grupy jest przekonany, ze q,

i tak ad infinitum. Na przyktad w teorii gier, analizujac rézne sytuacje wspotpracy lub
konfliktu, zwykle przyjmuje sig, ze gracze maja wspdlne przekonanie o swej racjo-
nalnosci. Nawiazujac do przyktadu z paragrafu drugiego, w $wiecie (S, S, S) wspol-
nym przekonaniem obu graczy jest to, ze uzyty zostanie profil strategii (S, S, S).

Niech 4 = {1, 2, ..., n} O G bedzie grupa os6b wyrdézniona wewnatrz G. Dla
uproszczenia przyjmijmy, ze 4 = G (tj. wszystkie podmioty tworza grupg). W celu
reprezentowania przekonan grupy G wprowadza si¢ dwa osobne funktory. Mianowi-
cie funktor £ (lub E;) reprezentuje przekonanie ,,roztozone” migdzy cztonkami gru-
py G. Odpowiada on wyrazeniu ,,kazdy [w grupie G| jest przekonany, ze”. Jego de-
finicja przyjmuje posta¢ koniunkcji:

E. Fa:.=B,aUB,aO... 0B,aq.

Prawg stron¢ E mozna skrocié, piszac: U ;¢ B;a. Z kolei funktor C (lub C¢) od-
powiada wyrazeniu ,,jest wspolnym przekonaniem [grupy G|~ lub ,,wszyscy [razem
w grupie G] sa przekonani, ze”. Korzystajac z funktora £, mozemy funktor C zdefi-
niowa¢ nastepujaco:

Ca-=EaUFFEaUEEEal...

Definicja ta wymaga jednak jakie§ logiki infinitarnej, tj. dopuszczajacej formuty
o nieskonczonej dlugosci. W logice finitarnej funktor C trzeba scharakteryzowac ak-
sjomatycznie, dodajac np.:
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FP. Ca - E(a0Ca) (Fixed-Point Axiom)*
RC. Jezeli-a - E(a0p),to+a - Ca (reguta indukcji)

Warunek prawdziwosci dla formul postaci Ea przyjmuje nastgpujaca postac:
(h) (M, w) FEa wtw (M, w) [FB;a, dla kazdego i 0 G.

Z warunku tego otrzymujemy: ||Ealy = N{||B:0l|y: i O G}, gdzie ||B;aljy = {w U
S: Min; ,(S;. ) O ||al]a}. Intuicyjnie rzecz ujmujac, w $wiecie w kazdy w grupie G
jest przekonany, ze a, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego cztonka i grupy G jest
tak, ze a zachodzi w kazdym $wiecie najbardziej wiarygodnym wsrod swiatdw roz-
wazanych jako mozliwe przez i w w. Gwarantuje on, ze w kazdym modelu spetniona
jest rownowazno$¢: Ea = U g B;a. Nie jest natomiast spelniona zasada pozytywnej
introspekcji: Ea — EEa. Istotnie, z tego, ze kazdy w grupie jest przekonany, iz a,
nie wynika, ze kazdy w grupie jest przekonany, iz kazdy w grupie jest przekonany,
ze a (nawet jesli zalozymy, ze kazdy poszczegdlny cztonek grupy jest doskonalym
logikiem oraz ze u$wiadamia sobie to, o czym jest przekonany). Symbolem E*
oznaczmy k-krotna iteracje funktora £, Warunek dla formut postaci Ca przyjmuje
wtedy postac:

() (M, w) ECa wtw (M, w) [EE* @, dla kazdego k = 1.

Z warunku tego otrzymujemy: [|Cdily = N{||E*ally: k = 1}. Zwiazki miedzy wy-
réznionymi rodzajami przekonan mozna wyrazi¢ nastgpujaco: jezeli i O G, to:

Cqsaq - Eqa - Ba.

Z pojeciem wspolnych przekonan na terenie teorii gier zwiazane jest pytanie, czy
w grach z pelng informacja zatozenie o wspdlnym przekonaniu graczy dotyczacym
ich racjonalnosci pociaga za soba wynik indukcji wstecznej (tj. akcje S)? Odpowie-
dzi pozytywnej na to pytanie patronuje Aumann, odpowiedzi negatywnej za$ Stalna-
ker. Zauwazmy, ze w rozwazanym wczesniej przykladzie koniunkcja zdan r Or, O
Cy1, (1 O 1ry) oraz p; nie prowadzi do sprzeczno$ci. Zat6zmy, ze obaj gracze sa ra-
cjonalni i stanowi to ich wspolne przekonanie w chwili przystapienia do gry. Wtedy
ich wspolnym przekonaniem jest, ze 1 w wezle trzecim — o ile zostanie on osia-
gnigty — wybierze S;. Gracz 2 w wezle drugim — o ile zostanie on osiagnigty —
nie powinien jednak wykluczaé, ze 1 wybierze w wezle trzecim Cs. Istotnie, juz wy-
bor C, przez gracza 1 jest zaskakujacy. Gdyby 1 byl racjonalny — tak, jak 2 sadzit

2 Aksjomat FP mozna wzmocni¢ do réwnowaznodci. Glosi on wéwczas, 7e @ jest wspdlnym
przekonaniem czlonkéw danej grupy wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy w owej grupie jest przekona-
ny, ze & zachodzi i ze @ jest wspolnym przekonaniem cztonkéw jego grupy. Formuta Ca stanowi
punkt staty funkcji f{x) = E(a Ux) przyporzadkowujacej formule x formute £(a [x) i w tym sensie
modeluje nieskonczona koniunkcj¢ Ea UEEa UEEEa U...

B Ea=a, E'a=Ea Ea=EEa, ..., E'a= EE"'a, ... Na przyktad E* znaczy: kazdy [w gru-
pie G] jest przekonany, ze kazdy [w grupie G] jest przekonany, ze @.
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— wezel drugi w ogdle nie powinien by¢ osiagnigty: 1 nie powinien wybieraé¢ C;,
lecz po przeprowadzeniu indukcji wstecznej powinien zakonczy¢ gre, wybierajac S;.
Tak wige wybor C, przez gracza 1 kaze graczowi 2 zwatpi¢ w trafno$¢ przekonania
o racjonalnosci partnera. W rezultacie w swoim wezle decyzyjnym zmienia on stra-
tegi¢ 1 wybiera C,. Z kolei gracz 1 zywi nadzieje, ze 2 — jako osoba racjonalna —
tak wlasnie postapi. Z tego powodu w wezle pierwszym wybiera C;, podstgpnie su-
gerujac, ze jest nieracjonalny™*.

6. Wiedza. Tradycyjne (platoniskie) rozumienie wiedzy przeciwstawia ja przeko-
naniu (mniemaniu). Wéréd warunkow, ktore musi spelnia¢ wiedza wymienia si¢ nie-
zawodno$¢. Podczas gdy przekonania moga by¢ bledne, tj. mozna by¢ o czyms$ fal-
szywie przekonanym, zwrot ,,wiedza bledna (falszywa)” wydaje si¢ oksymoronem
takim samym jak ,wirtualna rzeczywisto$¢” czy ,,zywy trup”. Cho¢ w literaturze
przedmiotu mozna znalez¢é wiele definicji wiedzy™, w tym paragrafie ogranicze sig
do dwoch sugerowanych przez Stalnakera propozycji, w ktdrych wiedze¢ utozsamia
si¢ z mocnym (lub trwatym) przekonaniem. W rezultacie funktor wiedzy jest rodza-
jem funktora doksastycznego.

Zgodnie z pierwsza z nich wiedza to prawdziwe, nierewidowalne lub niepodwa-
zalne przekonanie (Stalnaker 2006). Doktadniej rzeczy ujmujac, podmiot wie, ze Q,
wtedy i tylko wtedy, gdy (1) a jest prawdziwe, (2) podmiot jest przekonany, ze @,
oraz (3) pozostanie on w przekonaniu, ze @, w obliczu dowolnej prawdziwej infor-
macji (tj. zadna pozyskana przez niego prawdziwa informacja nie sktoni go do wy-
rzeczenia si¢ przekonania, ze @)*°. Z uwagi na warunek (3) definicja ta zdaje sig
wymagac jakie$ logiki infinitarne;j:

DEFKI. Ka=aO(B - B{a/B)0(B - B(a/B)O...”7

W mysl drugiej propozycji podmiot wie, ze @, jesli pozostanie w przekonaniu, ze
a, (nawet) w obliczu informacji, ze = @. Innymi slowy, podmiot wie, ze @, jesli nie-

** Dodajmy, ze r6znice migdzy stanowiskami Aumanna i Stalnakera mozna sprowadzi¢ do kwe-
stii, czy gracze moga sadzi¢, ze partnerzy zmienia strategi¢ po osiagnigciu swoich punktéw decy-
zyjnych.

% Wielo$é ta ma swe zrodlo w krytyce tzw. warunku uzasadnienia Klasycznej definicji wiedzy.
Wymaga on, aby podmiot wiedzy posiadat racje przemawiajace za przyjgciem danego zdania jako
prawdziwego.

%6 (1) mozna nazywaé warunkiem prawdziwosci, (2) — warunkiem przekonania, a (3) — warun-
kiem nierewidowalnosci. Warunek (3) niekiedy zostaje wzmocniony przez opuszczenie wymagania,
by pozyskiwana informacja byta prawdziwa. Wiedza w tym sensie jest absolutnie nierewidowalnym
przekonaniem, czyli nierewidowalnym nawet w obliczu fatszywej informacji (dezinformacji).

" Warunek przekonania B, zostal pominiety, poniewaz wynika z 8 - B{(a/f) po podstawieniu
Tzaf
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mozliwe jest anulowanie przekonania, ze @, (nawet) po uzyskaniu informacji, ze
- a**. Formalnie:

DEFK2. K.a:.=B(a/-a).=B(0/-a).

Warunek prawdziwosci dla formut postaci K;a przyjmuje wtedy nastgpujaca po-
stac:

() M, w) FK;a wiw Min; (|- aflayr 0 S;.) O [ alar.

Intuicyjnie rzeczy ujmujac, w §wiecie w podmiot i wie, ze a, wtedy i tylko wte-
dy, gdy zbiér mozliwosci rozwazanych przez podmiot i w w nie zawiera zadnych
(-~ a)-$wiatdw, tj. || ally 0 S;, = 0.

Charakterystyke wiedzy w sensie DEFK2 dopelniaja nastgpujace dwie tezy:

KB. K,a - B;a (warunek przekonania)
T. B(/~a) - a,czyliKia - a (warunek niezawodno$ci)

Pierwsza z nich mozna uzasadni¢ nastgpujaco: niech w bgdzie dowolnym §wia-
tem. Gdy (M, w) FK;a, wtedy ||= ally n S, = O, co daje inkluzje S; ,, O |||, z kto-
rej otrzymujemy: (M, x) F @, dla kazdego x U S; ,,. Poniewaz Min,, ,,(S; ) O S; ., to
(M, x) F a, dla kazdego x O Min,, ,, (S;, ), czyli (M, w) = B;a.

Druga teza jest prosta konsekwencja aksjomatu A3, a tym samym zatozenia, iz w
0 S; .. Niech wigc w bedzie jakimkolwiek $wiatem. Gdy (M, w) = K;a, wtedy
(M, x) E a dla kazdego x 00 S, ,,. Poniewaz w 0 §; ., to (M, w)E a.

Mozna tez pokazaé, ze:

Intuicyjnie rzeczy ujmujac, jezeli podmiot wie, ze @, to pozostanie w przekona-
niu, ze a, w obliczu dowolnej informacji B Niech w bedzie dowolnym $wiatem. Gdy
(M, w) EK;a, wtedy S, ,, O ||al|s. Oczywiscie, S; . 0 ||Blar O Si.w O || Allar dla dowol-
nego f3. Poniewaz dla dowolnego X, Min,, ,,(X) O X, to Min, ,, (S, N [|8lar) O |||ar
skad dostajemy: (M, w) =B(a /D).

7. Podsumowanie. W artykule przedstawiona zostala pewna prosta logika prze-
konan warunkowych (CDL). Opisuje ona stany przekonaniowe jako uklady dyna-
miczne, tj. zmieniajace si¢ wraz z pozyskiwanymi przez podmiot informacjami. CDL
przypomina, z jednej strony, teori¢ zmian stanéw przekonaniowych (AGM), z dru-
giej zas§ — logike okresow warunkowych. Formule B(a/f) mozna uznaé za odpo-
wiednik metajezykowego wyrazenia a 0B OB, w ktérym B [0f reprezentuje na
gruncie AGM stan przekonan (teorig) bedacy wynikiem rewizji stanu wyjsciowego

28 Okreslenie to nawiazuje do definicji funktora koniecznosci Stalnakera: konieczne jest, ze @,
wtw - a implikuje kontrfaktycznie & (Stalnaker 1968: 105).
* Wiasciwie A3 i T sa rownowazne na gruncie DEFK2 i definicji T.
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B przez dotaczenie do niego zdania B Przypomnijmy, ze w paradygmacie AGM za-
ktada sig, iz reprezentacjami stanow przekonan sa Cn-teorie. Wyrdznia si¢ trzy typy
zmian przekonan: ekspansje, kontrakcje i rewizj¢. Ekspansja, oznaczana przez +,
polega na dodaniu informacji: jest funkcja, ktora stanowi przekonaniowemu (teorii)
B oraz formule a przypisuje nowy — o ile to mozliwe, niesprzeczny — stan przeko-
naniowy (teori¢) B + 8= Cn(B O {f}), powstaly na skutek uznania [ za prawdziwe.
Kontrakcja, oznaczana przez +, jest funkcja dziatajaca na odwrdt: polega na usunig-
ciu informacji z danego stanu przekonaniowego. Daje si¢ ona zredukowa¢ do rewizji
(za pomoca tzw. identyczno$ci Harpera: B+ 5 = B n (B U= f). Rewizja jest funk-
cja, ktora stanowi przekonaniowemu B oraz formule £, w najbardziej interesujacym
wypadku sprzecznej z B, przypisuje nowy stan B [, taki ze: (1) zawiera on 5, (2)
jest niesprzeczny (chyba ze samo [ jest wewngtrznie sprzeczne) oraz (3) jest mak-
symalnie podobny do zbioru wyjsciowego B.

Postulaty dla rewizji:
BOl. | B Ofjest teoria domknigcie
B2. [ pOBOAB sukces
BB. | BOSOCnBO {B)=B+p inkluzja
B | -p0B=B+L40BOS pustosé
Bb. [ OOBUOB - -LOCn0) niesprzeczno$é
Bl. [ (a=pO0OCn(O)=BOa=BOHY ekstensjonalno$é
BV. | BOQ(aOpPpUBUP+a
BB. | -a0BUOB=>BUAH+alBI(alp

Aksjomaty A0, Al oraz obie reguty odpowiadaja postulatowi (BOl), a aksjomaty
A2, A3 i A4 postulatom (BLR), (BLH) i (BLH). Aksjomat A6 odpowiada bezposred-
nio postulatom (BLY) i (B(B), a posrednio (B[B) (B[#). Aksjomat A5 nie posiada
swego odpowiednika w wymienionych postulatach, ale mozna z nich wyprowadzic¢
paralelna wiasnosé: @ DB 0B= B (a0 =B 05"

Na poziomie semantycznym formuta B(a/f) odpowiada epistemicznie zinter-
pretowanemu nierzeczywistemu okresowi warunkowemu [> @ (tj. opisujacemu
dyspozycj¢ podmiotu do zmiany przekonan w obliczu nowej informacji). CDL moze
by¢ wykorzystana na przyktad do epistemicznej analizy gier, ktore z jednej strony
wymagaja planowania dziatan, a z drugiej — rewizji wczesniejszych przekonan.

30 Niech Sbedzie formula taka, ze = 80 Cn(0) (tzn. Bnie jest wewnetrznie sprzeczna) i zaloz-
my, ze @ 0 B 08 Wtedy B Ufjest niesprzeczny (wobec (B[B)), co pociaga, ze =a O B UL Opie-
rajac si¢ na (B[, 8) oraz (B+4) (tj. a 0 B = B + a = B), dostajemy: BO(a O =B O/ +a=
B Oa.
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