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Tablice semantyczne Betha
dla pewnych nieklasycznych rachunkow zdan

1. Klasyczny rachunek zdan (krz) zbudowany w III w. p.n.e. przez stoikow —
jak wiadomo — jest teorig (systemem, logika) nastgpujacych spojnikow (funkto-
rOW): nieprawda, ze; iy lub; jesli ..., to; wtedy i tylko wtedy, gdy. Funktory te nazywa
si¢ spdjnikami odpowiednio: negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji i réwno-
waznosci. Przyporzadkowuje si¢ im zwykle odpowiednio nastgpujace symbole: ~, [,
[0, -, =. Sens (znaczenie) owych spdjnikodw ustalajg nastepujace tabelki (matryce):

A|DA ADB| 01 ADB| 01 A—>B| 01 AEBl 01
0 1 0 00 0 01 0 11 0 10
1 0 1 01 1 11 1 01 1 01

w ktorych litery A i B reprezentuja dowolne zdania, a cyfry 1 i 0 symbolizuja odpo-
wiednio prawdg i falsz. Prawda i falsz sa dwiema tzw. wartosciami logicznymi. Krz
jest w tym sensie logika dwuwarto$ciowa.

2. Takze pierwszy nieklasyczny (trojwartosciowy) rachunek zdan £3 zbudowany
przez Jana Lukasiewicza w 1920 r. jest teoria spojnikdw negacji, koniunkcji, alter-
natywy, implikacji i roéwnowaznosci (Lukasiewicz 1920, por. Porgbska, Suchon
1991). Znaczenie ich mozna ustali¢ nastgpujacymi tabelkami:

A|I]A AOB| 0%1 ADBl 01 A-B| 0'%1 A=B | 0’21
0 1 0 000 0 01 0 111 0 1%0
Y 3 2 0% 2 ZRZ3 2 211 Y 1Y

1 0 1 01 1 111 1 0%1 1 0%1
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w ktorych 1 i 0 sa — jak w krz — symbolami odpowiednio prawdy i falszu, nato-
miast %2 jest symbolem mozliwosci (prawdopodobienstwa). Mozliwo$¢ jest owa trze-
cig warto$cia logiczna.

3. Innym tréjwartosciowym rachunkiem zdan jest logika paradoksu (LP) zbudo-
wana przez australijskiego logika Grahama Priesta (Priest 1979, por. Poczobut,
2000). Roéwniez ta logika jest teoria spojnikow negacji, koniunkcji, alternatywy, im-
plikacji i rownowaznosci. Ich znaczenie mozna ustali¢ nastgpujacymi tabelkami:

A |DA AOB| 0%1 AOB | 0%1 A—»B| 0%1 A=B | 021
0 1 0 000 0 0%1 0 111 0 1%0
| Ya 0% v inl V2 sl v Yol
1 0 1 0%1 1 111 1 0% 1 1 01

w ktérych 1, 0, %2 sa symbolami odpowiednio prawdy, falszu i paradoksalnos$ci. Pa-
radoksalno$¢ jest owa trzecia ,,wartos$cig” logiczna w LP.

4. Dwiema innymi logikami tréjwarto§ciowymi sa nihilistyczne rachunki zdan
(nrz): n"2 i n'3. Rowniez te logiki sa teoriami spdjnikoéw negacji, koniunkcji, alter-
natywy, implikacji i rownowaznos$ci, a nadto funktorow: prawdq jest, ze; fatszem
jest, ze, a pierwsza dodatkowo teoria spojnika nieokreslone jest, ze, druga za§ —
spojnika niejednoznaczne jest, ze.

Dla czterech ostatnich spdjnikow przyjmuje si¢ odpowiednio symbole: T, F, N,
M. Owa trzecia warto$cia logiczna sa wigc: w nrz n'2 — nieokre§lonosé, a w nrz n'3
— niejednoznacznos¢.

Sens spdjnikow ~, [ [ -, =, T, F, N w nrz n'2 jest ustalony przez nastgpujace
matryce:

A|DA|TA|FA|NA ADB|-101 AOB|-101 A—»Bl-lOl AEB|-101
-1]1-1]101]0 1 -1 [-1-1-1 -1 -101 -1 111 -1 110
Of1]10]1 0 0 -100 0 001 0 111 0 110
Ir{fofl1]10]0 1 -1 01 1 111 1 001 1 001

w ktorych 1, 0, -1 sa symbolami odpowiednio: prawdy, falszu i nieokreslonosci.
Sens za$ spojnikéw: ~, [1 [l -, = T, F, M w nrz n'3 jest ustalony przez naste-
pujace tabelki:

A|DA|TA|FA|MA ADB|0‘/21 AOB| 01 A-B|0%1 A=B | 0421
of1]0]1 0 0 000 0 0%1 0 111 0 100
il 1]0 1 V23 0% Vo | 221 Va 011 Y2 011
Ir{fof1]107]0 1 01 1 111 1 011 1 011
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w ktorych 1,0, 2 sa symbolami odpowiednio prawdy, falszu i niejednoznacznosci.

5. Dwoma innymi rachunkami zdan, ktore teraz pokrétce omoéwimy, sa cztero-
warto§ciowe logiki nrz n'4 i nrz n'S. Warto$ciami logicznymi sa w nich oprécz praw-
dy i falszu takze nieokreslono$¢ i niejednoznaczno$é.

Nrz n'4 jest teorig spdjnikow: nieprawda, ze; i; lub; jesli..., to; wtedy i tylko
wtedy, gdy; prawda jest, ze; falszem jest, ze; nieokres§lone jest, ze; niejednoznaczne
jest, ze, a nrz n'5S nadto spdjnikoéw: tylko prawda jest, ze; tylko falszem jest, ze. Sym-
bolami ostatnich dwoch spojnikdow sa znaki: T'i1 F'.

Sens spojnikdw w nrz n'4 jest ustalony przez nastgpujace matryce:

A||:IA|TA|FA|NA|MA AOB -10%1 AOB -10%1
-1] -1 0 0 1 0 -1 -1-1-1-1 -1 -10%1
0 1 0 1 0 0 0 -1000 0 00%1
23 I 1 1 0 1 V23 -10% % v Bihinl
1 0 1 0 0 0 1 -10%1 1 1111

A-B -10%1 A=B -10%1

-1 1111 -1 1100

0 1111 0 1100

Vs 0011 V23 0011

1 0001 1 0011

Sens dziewigciu pierwszych spojnikow nrz n'5 jest ustalony tak, jak nrz n'4. Zna-
czenie ostatnich dwoch funktoréw jest ustalone przez tabelki:

-1 0 0
0 0 1
2 0 0
1 1 0

Nrz doktadniej oméwione sa w (Zabski 2001).

Latwo zauwazy¢, ze sens niektorych spojnikow we wszystkich omowionych wy-
zej logikach jest taki sam lub ,prawie” taki sam, a znaczenie niektorych innych
(szczegolnie implikacji) w réznych logikach jest inny lub ,,nieco” inny. Jesli znacze-
nie spojnikow jakiej$ logiki ustalone jest za pomoca tabel, to system taki nazywa sig
rachunkiem budowanym metoda matrycowa.

6. Zauwazmy teraz, ze krz zbudowany jest na co najmniej dwoch zatozeniach
(zasadach): dwuwarto$ciowosci 1 niesprzecznosci. Zasada dwuwarto$ciowosci za-
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ktada, ze kazde zdanie tej teorii jest prawdziwe lub falszywe, a zasada niesprzeczno-
$ci przyjmuje, iz zadne zdanie tej teorii nie jest zarazem prawdziwe i falszywe.

W £3 odrzuca si¢ pierwsze z tych zatozen i przyjmuje sig, ze zdaniami tej teorii
oprécz prawdziwych i fatszywych moga by¢ takze takie zdania, ktére nie sa ani
prawdziwe, ani falszywe, a jedynie mozliwe (prawdopodobne).

LP oprocz zdan prawdziwych i falszywych dopuszcza z kolei zdania paradoksal-
ne, tj. takie, ktore saq zarazem prawdziwe i fatszywe. W LP odrzuca si¢ wigc zasade
niesprzecznosci.

W nrz n'2, n'3, n'4 i n'5 takze odrzuca si¢ co najmniej jedna z zasad przyjmowa-
nych w krz: w nrz n"2 — dwuwarto$ciowos$ci, w nrz n'3 — niesprzeczno$ci, a w nrz
n'4 i n'5S — obie te zasady. Krz jest wigc teoria zdan wytacznie: prawdziwych (i tylko
prawdziwych) oraz fatszywych (i tylko fatszywych). £3 oraz nrz n'2 to teorie zdan
wylacznie: prawdziwych (i tylko prawdziwych), falszywych (i tylko falszywych)
oraz takich, ktore nie sa ani prawdziwe, ani falszywe. LP oraz nrz n'3 to z kolei teo-
rie zdan wylacznie: prawdziwych (i tylko prawdziwych), falszywych (i tylko fatszy-
wych) oraz prawdziwych i falszywych zarazem. Nrz n'4 to teoria zdan prawdziwych
(niekoniecznie tylko prawdziwych), fatszywych (niekoniecznie tylko falszywych),
ani prawdziwych, ani fatlszywych oraz prawdziwych i falszywych zarazem. Nrz n'S
wreszcie to teoria zdan: prawdziwych (niekoniecznie tylko prawdziwych), fatszy-
wych (niekoniecznie tylko falszywych), ani prawdziwych, ani falszywych oraz
prawdziwych i falszywych zarazem, a takze prawdziwych (i tylko prawdziwych)
oraz fatszywych (i tylko fatszywych).

Zdaniami mozliwymi (prawdopodobnymi) dopuszczonymi w £3 sa np. niektore
zdania dotyczace przysztosci, takie jak Nastepnym papiezem zostanie Murzyn. Zda-
niem paradoksalnym dopuszczonym w LP jest np. wyrazenie: () Zdanie (e) jest fai-
szywe. Zdaniem paradoksalnym — na gruncie obecnych teorii §wiatla — wydaje si¢
tez zdanie: (s) Swiatlo ma nature korpuskularng (falowq). ,,Operowanie” zatem zda-
niami mozliwymi lub paradoksalnymi na gruncie krz jest nieuprawnione. Réwnie
nieuprawnione jest ,,operowanie” zdaniami mozliwymi (resp. paradoksalnymi) na
gruncie np. LP (resp. £3). ,,Operowanie” tymi wszystkimi rodzajami zdan jest do-
puszczalne (spo$rod omoéwionych teorii) jedynie w nrz n'4 i nrz n'S. A wigc ,,opero-
wanie” na gruncie krz np. zdaniem (e) jest nieuprawnione. To dlatego ,,operowanie”
nim na gruncie krz w znanym rozumowaniu zwanym antynomia ktamcy prowadzi —
jak wiadomo — do sprzecznosci. Zdanie to wydaje si¢ bowiem albo nieokreslone,
albo paradoksalne. Jesli uznamy, ze (e) jest nieokreslone, to ,,wlasciwym” dla niego
rachunkiem wydaje si¢ nrz n'2. Jesli za§ przyjmiemy, ze (e) jest paradoksalne, to
»wlasciwa” dla niego teorig jest badz LP, badz nrz n'3. Jesli za$ nie jesteSmy w stanie
rozstrzygnaé, czy (e) jest nieokreslone, czy paradoksalne, to ,,wlasciwym” dla niego
systemem wydaje si¢ badz nrz n'4, badz nrz n'S. Uwagi te odnosza sig, jak si¢ zdaje,
takze do zdania (s).
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7. Wérdd wszystkich ,,wartosci” logicznych przyjmowanych przez roézne logiki
niektore z nich sa tzw. wartoSciami wyrdéznionymi w tych logikach. Mianowicie
w krz, £3 1 nrz n"2 jest nig prawda (1), w LP takimi ,,warto$ciami” sa prawda (t) i pa-
radoksalno$¢ (14), w nrz n'3, n'4 i n'S za$ prawda (1) i niejednoznaczno$¢ (1%).

Tautologia jakiego$ rachunku jest kazde i tylko takie wyrazenie jezyka tego ra-
chunku, ktére przy dowolnym warto$ciowaniu przybiera jedna z warto$ci wyrodznio-
nych w tymze rachunku.

Badajac tautologicznos¢ w krz, Beth — jak wiadomo — postugiwat si¢ nast¢pu-
jacym dwukolumnowym diagramem (tablica):

;’L

Badajac tautologiczno$¢ w £3, w LP i w nrz n'3, bedziemy si¢ poshugiwac naste-
pujacym trzykolumnowym diagramem:

Badajac za$ tautologicznos¢ w nrz n'2, n'4, n'5, postugiwacé si¢ bedziemy odpo-
wiednio trzy i czterokolumnowymi diagramami:

1] 0] -1 1|0|-1|1/2
o

Kolejno$¢ kolumn w kazdej tablicy moze by¢ dowolna. Jesli ktoras z kolumn ja-
kiej$ tablicy nie bedzie wykorzystana, to zwykle bedziemy ja pomijaé.

W kolumnach pod symbolami wartosci logicznych 1, 0, -1, % podpisywac be-
dziemy formuty odpowiednio: prawdziwe, falszywe, nieokreslone, niejednoznaczne
(paradoksalne).

8. W poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie o tautologicznos¢ jakiego$s wyrazenia
w jakiej$ logice pomoga nam — oprocz dostosowanej do tego rachunku tablicy —
odpowiednie dla kazdego z owych systeméw reguly rozkladu formut, ktére sa
,»wnioskami” z matryc ustalajacych sens spojnikdéw jezyka tego rachunku. I tak re-
guty rozktadu formut jezyka krz sa, jak wiadomo, nast¢pujace:
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(an 1 0 (00) 0
AOB 1 AOB

A A

B 2 B

(On) 1 0 (00) 0
1 AOB ADOB

A A

2 B B

(-1 1 0 (-0) 0
1 A-B A - B

A B

2 B

ED 1 0 (=0) 0
A=B 1 A=B
A-B A - B
B-A 2 B A

Reguty te podat Beth w pracy (Beth 1955). Omowione sg one takze w (Porgbska,

Suchon 1991).

Przyjmuje nastgpujace reguty rozktadu formut w £3: (~1), (~0), (O1), (T0), (O1),

(00), (- 0), (=1), (=0), a ponadto:

% % (@) % @) %
0A ADB| I ADB|
A 1 A
B 2 B
2 A 3 A
3 B B
(-t 1 0| % (%) % 1 CANERA
1 A - B 1 A - B 1 A=B
A B B
2 B 2 B A 2 A | B
3 3 A B
B 4 B
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Podam teraz reguly rozktadu formut w LP. Sa one nastgpujace: (~1), (~0), (~%2),
(D), (00), (L), (L), (10), (L), (- 1), (= 0), (1), (=0), a ponadto:

(%P % 1 0 E5HP %
1 A-B 1 A=B
B A A-B
2 A 2 BoA
B
3 A B

Podam teraz reguly rozktadu formul w nrz n"2. Sa one nastgpujace: (~1), (~0),
(On), (On), (=1), (=0). Ponadto:

~-1) -l (T 1 (TO) 0 -1 F1) 1 0

~A TA 1 TA
A A A A
2 A
(F0) 0 1 -1 ND 1 -1 NO) 0 1
1 FA I NA
A A A
2 A 2 A
(2 0 1 @ - (2 0 -1 @ -
I A0B| | AOB| CAmB | AOB
A A 1 A A
B 2 B B B
2 A B 2 A B
3 B 3 B
(12 1 0 1 (=02 0 1 -1
1 A-B 1  A-B
B B A
2 A 2 A B
3 A
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W nrz n'3 reguly rozktadu formul sa nastgpujace: (~1), (~0), (~2), (O1), (10),
(F2), (O1), (C0), (O%), (=1), (20), (F1). Nadto:

(-3 1 |o0|wu (-03 0 |1|%n (TH3 1| %
1 A-B 1 A-B I TA|
A A A
2 B 2 A 2 A
3 B
F03 0 | 1 | w% ™MD 1| % (MO)
1 FA MA 1
A A
2 A 2

(T0)3

0
TA
A

Reguty rozktadu formut w nrz n'4 sa nastgpujace: (~1), (~0), (~ -1), (~ %), (T1)3,
(T0)2, (F0), (N1), (M1), (O1), (O1), (O-1), (O-1), (10)2, (O'%), (=1), (=0). Nadto:

F¥ 1|0 |w® Ny o | 1| % ™Moy 0 | 1| -1
1 FA 1 NA 1 MA
A A A
2 A 2 A 2 A
3 A 3 A
@4 % -1 0 (M4 0 v 1
1 ADB 1 ADB
A B A
2 B A B
3 A B 2 A B
4 B 3 B
5 A 4 A B
B 5 B
(D4 1 0 -1 A (=04 0 1 -1 v
1 A-B 1 A-B
A B A
2 A 2 A B
3 B 3 B A
4 B 4 B A
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Jesli do regut rozktadu formut obowiazujacych w nrz n'4 dodamy cztery nasteg-
pujace:

(T°'1) 1 (T°0) 0 ol -1 F1DH 1 0 (F0) O 1 ol -1
TA 1 TA 1 FA
A A A A
2 A 2 A
3 A 3 A

to otrzymamy reguly rozktadu formut obowiazujace w nrz n'S.

Postugujac si¢ odpowiednimi diagramami i regutami rozktadu formut obowia-
zujacymi w danym rachunku, sprawdzimy teraz, czy pewne formuly nalezace do
kazdego z jezykow kazdego z omowionych w tej pracy systemow sa czy nie sa tau-
tologiami tych logik. Dobor tych samych formut pozwoli nam pokazaé¢ zaréwno nie-
znaczne roéznice w owym sprawdzaniu, jak i rézne rozstrzygnigcia na gruncie roz-
nych systemow. Postuzymy sig trzema nastgpujacymi formutami:

(a) pO~p, (b) ~(pLp), (c) (p—»~p) —~p, gdzie litera p jest tzw. zmienng zdanio-
wa reprezentujaca dowolne zdania proste.

Punktem wyjscia sprawdzania tautologicznosci jakiej$ formuty w danym rachun-
ku jest zalozenie, iz formuta ta nie jest tautologia tego rachunku. Znaczy to, ze ist-
nieje warto§ciowanie, przy ktorym formuta ta przyjmuje warto$¢ rézna od wyr6znio-
nej w tym systemie. Wnioskujemy stad (cho¢ nie zawsze jednoznacznie), jakie war-
tosci przystuguja jej podformutom (wyrazeniom sktadowym). Jesli jest kilka ewen-
tualnoéci, rozwazamy je wszystkie. Jesli kazda z tych ewentualnosci konczy sig
sprzecznoscia, tzn. przypisaniem pewnej formule réznych wartosci logicznych,
wnioskujemy stad, ze dla badanej formuty nie istnieje wartosciowanie potwierdzaja-
ce nasze zalozenie. A to znaczy, ze badana formutla jest tautologia owego rachunku.
Jesli natomiast przynajmniej jedna z ewentualno$ci nie konczy si¢ sprzecznoscia, to
nasze przypuszczenie jest stuszne, a wigc rozpatrywana formula nie jest tautologia
tego rachunku.

9. Sprawdzanie tautologicznosci formut (a), (b) i (c) na gruncie krz pominiemy
(wszystkie one sa tautologiami krz). Przechodzimy od razu do sprawdzenia, czy wy-
razenia te sa tautologiami £3.

Zajmijmy si¢ najpierw pierwszym z nich. Zatézmy, ze nie jest ono tautologia £3.
Zatem (a) jest badz fatszywe (0), badz mozliwe (%2). Rozwazmy najpierw pierwszy
przypadek. Wyrazenie (a) podpisujemy w kolumnie pod 0 i stosujemy reguty rozkta-
du formut obowiazujace w £3. To, ktdra regule stosujemy, zaznaczamy po prawej
stronie kazdej podformuty, ktora zostata na jej mocy uzyskana i — w zaleznosci od
wartosci, ktora przyjmuje przy danym zatozeniu — podpisana w odpowiedniej ko-
lumnie.
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UzyskaliSmy sprzeczno$¢ (zaznaczona strzatka), ktora jeszcze niczego nie prze-
sadza, trzeba bowiem jeszcze rozwazy¢ drugi przypadek. Wyrazenie (a) podpisujemy
teraz w kolumnie pod %% i stosujemy reguly rozktadu formut przyjgte w £3.

2.

Y 0 1
1 plp

Ped L[b (0%)

™ p (Y]

2 b p @2

e (@)

3 p @%)

) (%)

p (%))

W ostatnim przypadku nie uzyskaliSmy sprzecznosci. Wyrazenie (a) nie jest wigc
tautologia £3. Diagram ten ujawnia ponadto warto§ciowanie czyniace zado$¢ nasze-
mu zalozeniu. Mianowicie wyrazenie to przyjmuje wartos¢ %2 (niewyrdzniong w tym
rachunku), gdy za zmienng p wstawimy jakie$ zdanie mozliwe (%%).

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (b) jest tautologia £3. Zaldozmy, ze nie. Dalej
postepujemy jak poprzednio.

1.
0 1
Up p)
pMp ()
P @an
//‘Eb (@an
p (an

Sprzeczno$¢ ta niczego jeszcze nie przesadza. Trzeba bowiem rozwazy¢ przypa-
dek drugi. Mianowicie:
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2.

P 1 0

tpMp)

pMp (5%)]
I per] b (@%4)
T @
2 D |, (@4)
p* | (@)
3 » (@%4)
b (O%)
P (@)

W przypadku 3 nie natrafili§my na sprzecznos$¢. Wyrazenie (b) nie jest wigc tau-
tologia £3. Z tego ostatniego diagramu wynika, ze istnieje warto$ciowanie potwier-
dzajace nasze przypuszczenie. Mianowicie, gdy za zmienna p wstawimy jakie$ zda-
nie mozliwe (72), wyrazenie (b) przyjmuje takze warto$¢ 2 (niewyrdzniona w tym
rachunku).

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (c) jest tautologia £3. Zatdézmy, ze nie. Znaczy
to, ze wyrazenie to przyjmuje warto$¢ 0 lub . Zaczynamy od pierwszego przypad-
ku. Postgpujemy analogicznie jak poprzednio.

1.
0 1 s
(b~ p) P
D |p-D (~0)
L, » )
1 p//\ Y
2 / Op Y
p @)
3 *p (-D£
o (-DE

W kazdym przypadku, ktory nalezato rozwazy¢, uzyskaliSmy sprzecznos$ci. Ni-
czego to jeszcze nie przesadza, musimy bowiem sprawdzié, czy wyrazenie to moze
przybiera¢ warto$¢ Ya:
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2.
v 0 1
1 (p-p)-Dp
p-p b (-7%)
a | —» P (V)]
T | (%)
b b | _——»p (-%)
pe—T | @
2 O p-Dp (-%)
¥~ (04
a p (-D¢£
b \ K (-DE
P (@)
c P (-D¢£
b (-D£
P (0%)

We wszystkich przypadkach — z wyjatkiem 2c — uzyskali§$my sprzecznosci. Za-
tem wyrazenie to nie jest tautologia £3. Z diagramu tego wynika, Ze istnieje wartoscio-
wanie potwierdzajace nasze przypuszczenie. Wyrazenie to przyjmuje warto$¢ r6zna od
warto$ci wyrdznionej; wystarczy za zmienng p wstawic jakie$ zdanie mozliwe.

Wydaje sig, ze podana przez nas metoda sprawdzania tautologicznos$ci wyrazen
w £3 — mimo iz nie zawsze prosta — jest i tak o wiele prostsza i bardziej intuicyjna
niz metoda opierajaca si¢ na oryginalnych dwukolumnowych tablicach Betha oraz
dos¢ skomplikowanych regutach konstrukeji diagramow, zaprezentowana w (Porgbska,
Suchon 1991).

10. Sprawdzimy teraz, czy wyrazenia te sa tautologiami LP. Sprawdzmy naj-
pierw, czy wyrazenie (a) jest tautologia LP. Zatézmy, ze nie jest; zatem (a) jest fal-
szywe. Podpisujemy je wigc w kolumnie pod 0 i stosujemy reguty rozktadu formut
przyjete w LP.

Zaznaczona strzatka sprzeczno$¢ swiadezy o tym, ze wyrazenie to jest tautologia
LP. Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (b) jest tautologia LP. Postepujemy z nim jak
poprzednio.
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0 1
Up.Mp)
pp (CD)
/.p (@)
(// O (@]
P (@)

Zaznaczona strzatka sprzeczno$¢ swiadezy o tym, ze wyrazenie to jest tautologia
LP.

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (c) jest tautologia LP. Postgpujemy z nim jak
poprzednio.

0 1
(P-p)~0p
O p-p  (=0)
Y ()

1 p e )
2 / T (-1

p (@)

W obu przypadkach, ktore nalezato rozwazy¢, otrzymaliSmy sprzeczno$ci. Zatem
wyrazenie (c) jest tautologia LP.

11. Sprawdzmy teraz, czy wyrazenia te sa tautologiami nrz n'2. Zaczynamy od
pierwszego z nich. Zaldézmy, ze wyrazenie to nie jest tautologia nrz n'2. Musimy
rozwazy¢ dwa przypadki: 1. wyrazenie (a) jest falszywe, 2. (a) jest nieokreslone.

1. 2.
0 -1 1 -1
pMp pMp
L e (C0)2 p | @-D
Y (02 E R RGE)
~Mp () p | (@D
2 p ) (D0)2
AN
Sap @-1
3 K p. (0)2
*J
Sy ()

W przypadku 1. za kazdym razem otrzymaliSmy sprzecznosci, ale w przypadku
2. takiej sprzecznosci nie otrzymali$my. Badane wyrazenie nie jest tautologia nrz n'2,
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poniewaz istnieje wartoSciowanie, przy ktdrym przyjmuje warto$¢ ré6zna od wyrdz-
nionej w tym rachunku. Dzieje si¢ tak, gdy za zmienna p wstawimy jakie§ zdanie
nieokreslone (pokazuje to diagram 2.).

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (b) jest tautologia nrz n' 2. Zalézmy, ze nie.
Znowu musimy rozwazy¢ dwa przypadki: 1. gdy wyrazenie to jest falszywe, 2. gdy
jest ono nieokreslone.

1.

tpp)

d

pMp (00)
p (@n

/Eb (@n

p

(@n

-1

HpMp)

pMp | (4-1)
O G-n
P @-1n
P @-1)

W przypadku 2. nie uzyskali$my sprzecznosci, zatem badane wyrazenie nie jest
tautologia nrz n'2. Diagram ten wskazuje ponadto, przy jakim warto§ciowaniu for-
mula ta nie przyjmuje wartosci wyrdznionej. Dzieje si¢ tak, gdy za zmienna p pod-
stawimy dowolne zdanie nieokreslone.

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (c) jest tautologia nrz n'2. Zat6zmy, ze nie. Po-
niewaz nie istnieje wartosciowanie w tym rachunku, przy ktorym jakakolwiek impli-
kacja przyjmuje warto$¢ -1, wystarczy jesli sprawdzimy, czy moze by¢ falszywa.

Zatoézmy, ze tak.

1

0 1 -1
p-)-Db

By p-Lb (-0)2

Ak (D)
a O (=12

p/ (an
b P \ (=1)2
c p (=12
p- | b (-02

4? @-n
/% (- 12

a p an
b p& (=1)2

(=12
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W przypadku 2c. nie otrzymaliSmy sprzeczno$ci. Znaczy to, ze badane wyraze-
nie nie jest tautologia nrz n'2. Diagram ten ujawnia tez, kiedy badane wyrazenie jest
falszywe. Dzieje sig tak, gdy za zmienng p wstawimy jakie$ zdanie nieokreslone.

12. Sprawdzmy teraz, czy wyrazenia te sa tautologiami nrz n'3. Zacznijmy od (a)
1 zal6zmy, ze nie jest tautologia. Poniewaz prawda (1) i niejednoznacznos$¢ (72) sa
warto§ciami wyrdznionymi w nrz n'3, przy powyzszym zalozeniu jest ono falszywe.
Sprawdzmy, czy istnieje wartosciowanie je falsyfikujace.

Zaznaczona strzatka sprzeczno$¢ §wiadczy o tym, Ze nie istnieje wartoSciowanie
falsyfikujace owa formulg. Jest wigc ona tautologia nrz n' 3.

Sprawdzmy teraz, czy drugie z tych wyrazen jest tautologia nrz n'3. Zalézmy, ze
nie. Wystarczy wigc sprawdzi¢, czy istnieje warto$ciowanie je falsyfikujace.

0 1
UpM p)
pp (V)
p (@n
// O (@n
p @an

Zaznaczona strzatka sprzeczno$¢ §wiadczy o tym, ze badana formuta jest tauto-
logia nrz n'3.

Sprawdzmy teraz, czy trzecie z tych wyrazen jest tautologia nrz n'3. Zalézmy, ze
nie jest. Wystarczy sprawdzi€, czy istnieje wartosciowanie falsyfikujace je. Zatézmy,
Ze istnieje.
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0 23 -1
1 (-~
p p-Dp (-0)3
2 a ) p-Cp  (-0)3
()
[ 5y
P | / (13
b Ep/ (=13
p (@)
c yp | D (13
| (@

W przypadku 1., jako Ze nie istnieje wartoSciowanie w tym rachunku, przy kto-
rym jakakolwiek implikacja przybiera warto$¢ ', natrafiamy na sprzecznosc.
W kazdym z pozostatych przypadkéw takze mamy sprzeczno$ci. Zatem wyrazenie to
jest tautologia nrz n'3.

13. Sprawdzmy w koncu, czy wyrazenia te sa tautologiami nrz n'4. Zajmijmy si¢
najpierw pierwszym z nich. Zatdézmy, ze (a) nie jest tautologia nrz n'4. Znaczy to, ze
moze przybiera¢ jedna z dwu wartosci niewyroéznionych w tym rachunku: O lub -1.
Rozwazmy obie mozliwosci.

1. 2.
0 -1 1
pMp

1 p (0)2

Eb\\ (D0)2

p p (00)

2 P ) (D0)2

AN

S p @-1

3 ) p (D0)2
AN

Sy ()

W przypadku 1. natrafialiémy za kazdym razem na sprzecznos¢, ale w 2. jej nie
ma. Znaczy to, ze badane wyrazenie nie jest tautologia nrz n'4. Latwo tez zauwazy¢,
ze (a) przyjmuje wartos¢ -1, gdy za zmienng p wstawimy dowolne zdanie nieokre-
$lone.

Sprawdzmy teraz, czy (b) jest tautologia nrz n'4. Zatézmy, ze nie. Znaczy to, ze
istnieje warto$ciowanie, przy ktorym (b) jest badz falszywe, badz nieokreslone.
Sprawdzmy obie mozliwosci.
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W przypadku 1. otrzymaliSmy sprzecznos$¢, ale w 2. jej nie mamy. Znaczy to, ze
badane wyrazenie nie jest tautologia nrz n' 4. Wyrazenie (b) jest nieokreslone, gdy za
zmienng p wstawimy dowolne zdanie nieokreslone.

Sprawdzmy teraz, czy wyrazenie (c) jest tautologia nrz n'4. Zalézmy, ze nie.

Z uwagi na to, ze nie istnieje wartoSciowanie w tym rachunku, przy ktorym jakakol-
wiek implikacja przybiera wartos¢ -1, wystarczy sprawdzié, czy wyrazenie (c) jest
falszywe. Sprawdzmy to.

0 1 -1 Vs
(p-p) -
1 By p-0b
p
b p(
c / b \
p
d \[p
P
2. a p-Cb By
p
'\
b p/ \
c / b
p
d

W przypadku 2a. nie ma sprzecznoséci. Wystarczy to, by stwierdzi¢, ze badane
wyrazenie nie jest tautologia nrz n' 4, mimo iz we wszystkich pozostatych przypad-
kach, takze i tych, ktorych nie rozpatrywaliSmy, natrafiamy na sprzecznos$ci. Z dia-

\»

p

(-0)4
(@y)
(=14
(=14
(=14
(@)
(=14
(@%)
(-0)4
@-D
(=14
(=14
(-1
(@)
(=14
(@%)
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gramu tego daje si¢ odczytac, kiedy badane wyrazenie jest falszywe. Dzieje si¢ tak,
gdy za zmienng p wstawimy dowolne zdanie nieokre$lone.

Oczywiscie, kazda tautologia nrz n'4 jest tautologia nrz n'S. Latwo sprawdzi¢, ze
istnieja wyrazenia zapisane w jezyku nrz n'S bedace tautologiami nrz n'S, a niebgdace
tautologiami nrz n'4, np. nastepujace: T'p UF'p ONp OMp, T'p = Tp U~ Fp, F'p =
Fp O~ Tp. Te ostatnie wyrazenia nie sa tautologiami nrz n'4 (ani zadnego innego
omoéwionego tu rachunku) z tego wzgledu, ze nie s3 nawet formutami j¢zyka nrz n'4
(ani zadnego innego jezyka omowionego tu systemu).

14. Podsumujmy.

1. Wyrazenie (a) p O ~p jest tautologia: krz, LP, nrz n'3, a nie jest tautologia £3,
nrz n'2, nrz n'4.

2. Wyrazenie (b) ~(p O ~p) jest tautologia: krz, LP, nrz n'3, a nie jest — £3, nrz
n'2 , nrz n'4.

3. Wyrazenie (¢) (p - ~p) — ~p jest tautologia krz, LP, nrz n'3, a nie jest — £3,
nrz n'2, nrz n'4.

Oczywiscie, roznice w wynikach sa konsekwencjami: 1. nieco innego rozumie-
nia w tych rachunkach niektérych spojnikow, 2. przyjecia (wzglednie odrzucenia) w
tych logikach zasad dwuwartosciowosci i niesprzecznosci oraz 3. uznania za warto-
$ci wyrdznione w pewnych logikach jednej tylko warto$ci (prawdy), a w innych —
oprocz prawdy takze paradoksalnosci (w LP) lub niejednoznacznos$ci (w nrz n'3, n'4,
n'S).
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