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Streszczenie

Artykul podejmuje kwesti¢ pozaformal-
nej filozofii nieskonczonosci w wydaniu Geo-
rga Cantora. Podstawowa teza artykuhi wyra-
za przekonanie, ze znajomos$¢ kontrowersji
wokot nieaksjomatycznego pojecia nieskon-
czono$cl pozwala na lepszy wglad w proce-
dury formalne w teorii mnogosci. Cantorow-
ska filozofig nieskonczonosci wyrazajg trzy
zasady heurystyczne: (1) zasada aktualnej
nieskonczonosci — kazda scisle stosowana
matematycznie nieskonczono$¢ potencjalna
(zmienna wielkos$¢ skonczona, dziedzina nie-
kompletna) zaklada nieskonczonos¢ aktualna
(staty zakres zmiennosci uprzednio okreslony
wzgledem zmiennych); (2) zasada finityzmu -
matematyzacja pojgcia nieskonczonosci wy-
maga jego finityzacji, poprzez (a) wpro-
wadzenie jednorodnego ontycznie statusu
wszystkich dopuszczonych matematycznie
zbiorow, (b) ustalenie, ze wszystkie takie
zbiory posiadajg charakterystyke liczbowa
(arytmetyczna); (3) zasada absolutnej nie-
skonczonosci — istnieja mnogosci, ktore nie

Key words: infinity, set theory, Cantor.

Abstract

The article treats of Georg Cantor’s idea
of nonformal philosophy of infinity. The
main argument here is that the knowledge of
controversy around the non-axiomatic defini-
tion of infinity allows for a better insight into
formal procedures in the set theory. Canto-
rian philosophy of infinity is expressed by
three heuristic principles: (1) the actual infi-
nity principle, whereby each mathematically
applicable potential infinity (a variable finite
number, incomplete domain) assumes the
existence of actual infinity (the variability
extent is constant, defined for the variables);
(2) the principle of finitism - the notion of
infinity requires its finitisation if it is to be
matematicised. This can be achieved by
(a) introducing an ontically uniform status for
all permissible mathematical sets, (b) deter-
mining that all such sets have a numerical
(arithmetical) profile; (3) the principle of ab-
solute infinity, whereby there exist such ma-
gnitudes that are not sets i.e. they are not
mathematically permissible entities and do
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sg zbiorami, tzn. nie s3 dopuszczonymi mate- not have a full numerical profile. However,

matycznie obiektami i nic posiadaja peinej they can appear in proofs formulated indirec-
charakterystyki liczbowej (moga natomiast tly as certain objects. They delimit the extent
wystepowa¢ w dowodach nie wprost jako to which the notion of infinity can be mate-
pewnc okreslonc obickty) i ktére wyznaczaja maticised.

granice matematyzacji pojgcia nieskonczo-

nosci.

Uwagi wstepne*

Teoria mnogosci (TM) jest m.in. matematyczna teoria zbioréw nieskonczo-
nych. Dokonania wielu matematykow z tej dziedziny zmienity na zawsze tres¢
pojecia nieskonczonosci. Okazato sig, Ze nieskonczonos¢ moze by¢ przedmiotem
analiz i procedur formalnych, a nie tylko efektem magicznych spekulacji w stylu
Hegla. Obecnie TM funkcjonuje w zaawansowanym stadium aksjomatycznym
i dla wielu jest niedostgpna. Wszelako TM to takze zbior przyjmowanych zato-
zen filozoficznych oraz historyczne juz stadium przedaksjomatyczne. Wiasnie na
poziomie filozofii 1 stadium intuicyjnego mozna znalez¢ intrygujace dane, ktore
koreluja z problemami teorii mnogosci w stadium aksjomatycznym. Tworca tco-
rii mnogosci, Georg Cantor, byt nie tylko zawodowym matematykiem, lecz takze
filozofem'. Zwlaszcza jego pozniejsze prace, te z zakresu teorii mnogosci, za-
wieraja liczne komentarze filozoficzne 1 historyczno-filozoficzne, ktére nie sta-
nowia jedynie erudycyjnych ilustracji. Szczegotowa analiza wskazuje bowiem
na wzajemne powiazania aspektu matematycznego z aspektem filozoficznym.
W pracy z 1883 roku, zawierajacej systematyczny wyktad pozaskonczonej teorii
mnogosci, przedstawil wlasne stanowisko w sprawie pojgcia aktualnej nieskon-
czonos$ci w matematyce?. Stanowisko to (takze na podstawie pozniejszych prac)

* Chcialbym bardzo podzigkowa¢ Panu Profesorowi Romanowi Murawskiemu z Wydzialu Mate-
matyki i Informatyki Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu za nieocenione uwagi, ktore
znaczaco wyklarowaty wywaod niniejszej pracy.

! Najdobitniej w tej kwestii wyrazit si¢ G. Priest (Beyond the Limits of Thought, Cambridge
1995, s. 125): ,,Cantor was not a philosopher in the way that all the people we have so far met were.
However, his contribution to our understanding of the infinite was, perhaps, greater than any other
person before or since; almost single-handedly he found an intricate and beautiful form in an area that
had hitherto been thought formless”. Na temat Cantorowskiej filozofii zob. R. Murawsk1, G. Cantora
Sfilozofia teorii mnogosci, ,,Studia Filozoficzne™ 1984, nr 11--12, s. 75-87; I. GRATTAN-GUINNESS (Georg
Cantor’s Influence on Bertrand Russell, ,History and Philosophy of Logic”1980, nr 1. s. 61-93,
zwlaszcza s. 84-87). E. HusserL (Jdee czystej fenomenologii i fenomenologicznej filozofii, thum.
D. Gierulanka, Warszawa 1967, s. 326) dopuszcza nazwanie G. Cantora ,.fenomenologiem’ ze wzglgdu
na wypracowanie podstawowych (ejdetycznych) pojgé teorii mnogosci.

2 We wstepie do tej pracy, zatytutowanej Uber unendliche, lineare Punktmannigfaltigkeiten (po-
minigtym przez E. Zermelo w wydaniu z roku 1932 prac zebranych G. CANTORA — Gesammelte Abhan-
diungen mathematischen und philosophischen Inhalts mit erlduternden Anmerkungen sowie mit
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mozna przedstawi¢ za pomocg trzech zasad: aktualnej nieskonczonosci, finity-
zmu i absolutnej nieskonczonosci®.

1. Zasada aktualnej nieskonczonosci

Zasadg aktualnej nieskonczono$ci albo zasadg dziedziny wyraza formufa:
badania z zakresu matematyki (teorii mnogosci) dotycza okreslonej, petnej dzie-
dziny; kazda inna dziedzina jest odniesiona do dziedziny badanej; nieskonczo-
nosc¢ potencjalna nie tworzy peinej dziedziny, stad zaktada nieskonczonosé aktu-
alna*. Nieskonczonoséé potencjalna [NP] w takim rozumieniu to: (a) nicokre$lona
zmienna wielko$¢ skonczona rosnaca lub malejaca wzgledem skonczonej grani-
cy, (b) ogdlnie — wielko$é nieokreslona, dopuszczajaca niczliczona ilo§é okre-
$len®, (c) pomocnicze lub relatywne (relacyjne) pojecic, ktore zawsze wskazuje
na bardziej podstawowe pojecie transfinitum (warunek ontyczny i epistemiczny
dla pojgcia nieskonczonosci potencjalnej)®, (d) przedstawienie czysto subiektyw-
ne (wyobrazenie), ktore nie jest adekwatna idea 1 przez to nie ma statusu bytu’.
Natomiast nieskonczono$é aktualna [NA] to okreslone stale kwantum we
wszystkich swoich momentach strukturalnych, przekraczajace kazda wielkosé
skonczong tego samego rodzaju wielko$ci®. W dziedzinic nieskonczonosci aktu-
alnej Cantor wyrdznia: (1a) NA niepowigkszalna (absolut), (2b) NA powigkszal-
na (pozaskonczonos¢), (2) realizacje NA w: (a) Bogu, (b) swiecie fizycznym,

Ergdnzugen aus dem Briefwechsel Cantor - Dedekind, Berlin: reprint Berlin ‘Heidelberg-New York
1980) Cantor wyraznie zaznaczy! $cisle powigzania matematyki i filozofii. Por. J. DauseN, Georg
Cantor: His Mathematics und Philosophy of the Infinite, Cambridge 1979, s. 120.

} Propozycja przedstawiania filozofii nieskonczonosci G. Cantora za pomoca trzech zasad pocho-
dzi z pracy M. HaLLETA (Cantorian Set Theory and Limitation of Size, Oxford 1984), jednak formuty dla
zasad 1 szczegoly prezentacji sg propozycja interpretacyjng autora ninigjszego artykutu. Odniesienia do
poszczegolnych pism Cantora dotycza reprintowego wydania z roku 1980.

4 Zasadg dziedziny sformutowat juz B. Pascal. Na ten temat pisze M. TiLes, The Philosophy of Set
Theory. An Historical Introduction to Cantor’s Puradise, Oxford 1989, s. 32--55.

5 G. CaNTOR, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts mit
erlduternden Anmerkungen sowie mit Ergdnzugen aus dem Briefwechsel Cantor — Dedekind. red.
E. Zermelo, Berlin 1932; reprint Berlin—-Heidelberg-New York 1980, s. 401. Nieskonczono$¢ potencjal-
na Cantor wigze ze stowami ,apeiron”, ,.nieskonczonosé¢ niewlasciwa” (,,Uneigentliche-Unendliche™),
.synkategorematikos™.

& G. CANTOR, op. cit,, s. 391. Nieco dalej (s. 404) potencjalna nieskonczonoéé posiada ,.nur eine
geborgte Realitdt™ 1 jest dopiero mozliwa dzigki aktualnej nieskonczonosci, na ktora wskazuje. '

7 Ibidem, s. 205. Okreslenie to nawiazuje wyraznie do odpowiednich koncepcji I. Kanta
1 B. Spinozy.

¥ Ibidem. s. 401. Nieskonczono$¢ aktualna wchodzi w zwiazek znaczeniowy z ,afortsmenon”.
Przyktadem tego rodzaju nieskonczonosci jest ogdt wszystkich skonczonych liczb calkowitych dodat-
nich, Ding fiir sich niezalezna od seckwencji ticzb. Niewatpliwie czg$¢ druga powyzszego okreslenia
nawigzuje do B. Bolzana okreslen wielkosct nieskonczone;j.
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(c) matematyce (mys$l in abstracto)®. Argument dopuszczajacy zasadg dziedziny
jest nastepujacy: (1) zalozenie: niezbgdnos¢ stosowania wielkosdci potencjalnie
nieskonczonych (wielko$ci zmiennych) w matematyce, (2) zastosowanie wielko-
$ci zmiennej w badaniach matematycznych wymaga uprzedniego zdefiniowania
dziedziny zmiennosci tej wielkosci, (3) dziedzina zmiennos$ci nie moze by¢ sama
czym$ zmiennym, w przeciwnym razie zabrakloby stalej podstawy badan,
(4) ergo 1: dziedzina zmienno$ci jest pewnym okre$lonym aktualnie nieskonczo-
nym zbiorem wartosci, (5) ergo 2: kazda $cisle stosowana matematycznie nie-
skonczonos¢ potencjalna zaktada nieskonczonosé aktualna'®.

Zasada dziedziny spotkala si¢ z merytoryczna reakcja w literaturze przed-
miotu. Komentarze i dyskusje mozna stresci¢ nastgpujaco: 1. Motywacja zasady
dziedziny [ZD] zostata przeprowadzona post hoc wobec faktu praktyki matema-
tycznej 1 konieczno$ci ugruntowania klasycznej matematyki. 2. ZD nie jest wa-
runkiem koniecznym badan matematycznych, gdyz intuicjonisci (np. Brouwer)
zaprezentowali sposoby analizy z wykluczeniem ekstensjonalnie okre$lonych
zbiorow aktualnie nieskonczonych, stad upada pragmatyczne uzasadnienie ZD.
Dla intuicjonistow (Weyl, Brouwer) nie istnieje okreslona dziedzina pozaskon-
czonosci, gdyz istnieja tylko procesy (ciagi) matematyczne. Ad vocem mozna
zauwazy¢, ze 6wczesna praktyka badan matematycznych zostata uporzadkowana
przez ZD. 3. ZD jest konsekwencja Cantora stanowiska realistycznego na temat
pojgé 1 przedmiotdw: pojecie przedmiotu x z klasy X wyznacza aktualne istnie-

9 Stanowisko twércy teorii mnogoséci wykracza poza tradycyjne (arystotelesowsko-scholastyczne)
pojecie nieskonczonosci lokowane w sferze bytu potencjalnego i bytu absolutnego. W aparaturze pojg-
ciowej podejscia tradycyjnego nie miescilo sig uznanie pojgcia powigkszalnej nieskonczonosci aktuainej
oraz pojecia pozaskonczono$ci aktualnej realizowanej w $wiecie fizycznym. Zashuga Cantora bylo
wprowadzenie tych pojgé. Inng sprawa jest argumentacja na rzecz sensownosci tych nowych pojec: o ile
matematyczna pozaskonczono§é aktuaina zostala przyjeta i uznana, o tyle argumenty za realizacja
pozaskonczonosci aktualnej w §wiecie fizycznym (np. z istnienia eteru, atoméw Demokryta) niec moga
by¢ brane powaznie pod uwage ze wzgledu na wspotczesny rozwdj teorii fizycznych. Natomiast koncep-
cja realizacji nieskonczonosci aktualnej in Deo, poza kwestig zarzutu panteizmu, zostala przyjgta
w pewnych kregach teologicznych. Poza tym rozwdj mysli Cantora w sprawie absolutnej nieskonczono-
§ci dopuszcza stwierdzenie, Ze ostatecznie w Bogu nie realizuje sig nieskoficzono$¢ aktualna, lecz
potencjalna nieskoficzono$¢ absolutna. Takie rozstrzygnigcie spowodowato, ze A. MooRre (Krotka histo-
ria nieskoriczonosci, ,Swiat Nauki” 1995, nr 6, s. 31) i P. Mappy (Proper Classes, ,,The Journal of
Symbolic Logic™ 1983, nr 48, s. 114) zaczgli doszukiwac sig poparcia w pracach Cantora arystotelesow-
skiego stanowiska, ze prawdziwa nieskoficzono$¢ nie moze by¢ nieskonczonoscia aktuaina (lub ze petna
nieskonczonosé jest sprzeczna). Trudnosci z pogodzeniem w obrgbie pozaskonczonosci aktualnej jej
stato$ci strukturalnej i jednoczesnej jej powigkszalnosci wyraza wspotczednie przyjmowana w teorii
mnogosci zasada domknigcia.

10 G. CanTor, op. cit, s. 410-41]. Tlumaczenie argumentu Cantora przedstawil R. MURAWSK)
(Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznvch, Poznan 2003, s. 171), przy czym oddaje termin
~Gebiet” przez ,zakres” (co koreluje ze wspolczesnym ,,zakresem zmiennej™), a ,,Wertmenge™ przez
,Zbior”.
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nie klasy X.'"' 4. ZD w sformutowaniu Cantora stosuje si¢ tylko do zmiennosci
wielkosci (np. do pierwszych pozaskonczonych liczb porzadkowych w, w+l,
wt2, ...), lecz nie precyzuje wartosci zmiennej w ogéle, stad nalezatoby sformu-
towaé¢ ZD bardziej ogolnie: kazda wielko$¢ zmienna zaklada dziedzing wtasnej
zmiennosci'?. 5. System Zermela-Fraenkla (ZF) oslabia implicite zasade dziedzi-
ny, poniewaz w systemie tym zmienne przebiegaja wszystkie zbiory 1 jednocze-
$nie zbidr uniwersalny jest wykluczony przez aksjomaty (przy tym w ZF wystg-
puje zatozenie kolekcji wszystkich zbiorow V). System von Neumanna réwniez
ogranicza ZD: zmienne przebiegaja dziedzing wszystkich kolekcji (I- 1 II-obiek-
tow), a catos¢ wszystkich obiektow V’ (kolekcja wszystkich zbiorow i klas) nie
1stniejc na gruncie tego systemu. Ergo: istnienie dziedziny zmiennos$ci nie moze
by¢ udowodnione w systemach ZF i NBG'3. 6. Tworzenie zbioru z mnogosci
elementow dokonuje sig wowczas, gdy zakres zmiennosci mnogosci jest w pew-
nym sensie intuicyjny; uzyskanie takich zakreséw umozliwiaja intuicyjne pojg-
cia (wlasnosci definiujace), dostarczajace podstaw dla idealizujacego opisu (lub
idealizacyjnego zebrania elementéw w kolekcj¢) wszystkich obiektow mnogosci
tworzacych ekstensj¢ pojgcia (przy czym wiadomo, ktore obiekty podpadaja pod
okreslone pojecia)'®. Opis nieskonczonych zakresow zaktada nieskonczona intu-
icjg (idealizacjg), $cisle jednak biorac dopuszczalne sa tylko skonczone zakresy
1 pozaskonczona iteracja operacji intuicyjnej idealizacji poszczegdlnych zakre-
sow (w tym selekcja wyroznionych elementow z cato$ci mnogosci)'s.

Na podstawie zaprezentowanego materialu mozna zauwazyé, ze: (1) ZD
stanow1 wlasciwie pewna matematyczna wersj¢ dyskusji z szeroko pojgtym wa-
riabilizmem; wynik uzyskany przez Cantora jest podobny do ogdlnego stwier-
dzenia, ze kazda zmienos$¢ wymaga w jej opracowaniu jakiego$ statego momen-
tu; (2) Dopuszczone przez Cantora realizacje nieskonczono$ci aktualnej w $wie-
cie rzeczywistym 1 w Bogu prowadza do pewnych trudnosci w przypadku ewen-
tualnego zastosowania ZD, poniewaz trzeba byloby wowczas podaé niema-
tematyczne mnogosci zmienne; (3) ZD wiaze si¢ z nieformalna zasada domknie-
cia, tj. zasada przechodzenia od nieskonczonos$ci potencjalnej do nieskonczono-
$ci aktualnej (i ,,dowodem” Dedekinda na Gedankenwelt), ktéra wystgpuje

" M. HALLETT, op. cit., 5. 27-29.

12 |, JANE, The Role of the Absolute Infinite in Cantor’s Conception of Set, ,Erkenntnis” 1995,
nr 42, s. 385-386.

13 G. PrigsT, op. cit., s. 175.

4 Inaczej: kazde intuicyjne pojecie okresla intuicyjny zakres zmiennosci i wraz z tym tworzy
zbior.

15 H. WaNG, The Concept of Sets, [w:] P. BENACERRAF, H. PUTNAM (red.), Philosophy of Mathema-
tics. Selected Readings, Cambridge 1983, s. 531.
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u podstaw aksjomatu nieskoficzono$ci; sens tej zasady polega na domknigciu
danej rodziny zbioréw ze wzglgdu na zadanc operacje teoriomnogosciowe. Mo-
wiac nieformalnie, dany zbiér Z jest zamkniety ze wzglgdu na dana funkcje
(operacje), gdy zarowno argumenty, jak i wartosci funkcji naleza do Z. W ten
sposdb zbiory iteracyjne (w kumulatywnej hierarchii zbioréw) sa zamknigte ze
wzgledu na operacje sumy zbiorow, gdyz rezultat sumy okreslonych zbiorow jest
sam zbiorcm, np.
FUH ) = {x, {x}) b {x, {x}ULX, (X} = {x, {x}, {x, {x}}

Jakkolwiek wykorzystanie definicji 1 pojgc¢ formalnych (w tym np. pojecia
dopetnienia zbioru, obrazu zbioru) precyzuje zasadg dziedziny, to jednak ekstra-
polacja ZD na problem nieskonczono$¢ potencjalna/nieskonczono$¢ aktualna
wymaga dodatkowych zalozen. Zasada ta (oraz zasada domknigcia) zawiera,
nawet w formalnym uje¢ciu, wysoce spekulatywny przeskok znaczeniowy
w przypadku odniesienia do wskazanej problematyki.

2. Zasada finityzmu

Cantora wersja zasady finityzmu sprowadza si¢ do nastgpujacego sformuto-
wania: matematyzacja pojecia nieskonczonoéci wymaga jego finityzacji'®. Pro-
cedura finityzacji polega na: (a) traktowaniu wszystkich rodzajow zbiorow
(w tym zbioréow nieskonczonych) jako prostych obiektow, (b) uznaniu, ze
wszystkie zbiory nieskonczone posiadaja podstawowe wilasnosci zbiezne z pod-
stawowymi wiasno$ciami zbioréw skonczonych!”. Konsckwencja zasady finity-
zmu jest redukcjonizm teoriomnogosciowy (uznanie wszystkich kolekeji mate-
matycznie dopuszczonych za zbiory); w efekcie wszystkie obiekty matema-
tyczne moga by¢ przez to traktowane jako zbiory (liczby sa abstraktami na
zbiorach, bg¢dacymi zbiorami drugiego 1 trzeciego rzedu), dalej generowane
iteracyjnie ze wzglgdu na zadane operacje ,,tworzenia zbioru”. Kazdy zbior

16 Uwagi na temat zasady finityzmu stanowia probe systemowego zinterpretowania pewnych wy-
powiedzi Cantora. Twdrca teorii mnogos$ci nie postugiwat sig terminem | finityzm™. Dopiero w kontek-
$cie takich sformutowan (licznych), jak np. ,pozaskonczonoéé¢ spokrewniona ze skonczonoscia™ (Can-
TOR, op. cit., s. 378), zasada finityzmu zyskuje na doniostosci, porzadkujac ujecie mysli Cantora oraz
wskazujac zrodio finityzmu teoriomnogosciowego w ogéle. Na temat finityzmu teoriomnogosciowego
istnieje szereg wypowiedzi, (np. J. MAYBERRY, The Consistency Problem for Set Theory: An Essay on
the Cantorian Foundations of Mathematics (1), ,,The British Journal for the Philosophy of Science”
1977, nr 28, s. 137-141, 148; 4 New Begriffsschrift (I). (1I}, ..The British Journal for the Philosophy of
Science™, 31, s. 250), M. HaLLeTT (o0p. cit., s. 32-40). M. TiLes (op. cit., s. 6-31) wyroznia: (1) Scisty
finityzm (wykluczenie wszelkich infinitystycznych poje¢ i metod), (2) klasyczny finityzm (uznanie
wylacznie nieskonczonoséci potencjalnej w matematyce i co za tym idzie, stosownych metod).

'7 M. HALLETT, op. cit., 5. 32.

56



(skonczony, pozaskonczony) dopuszczony przez pewnik abstrakcji (aksjomat
wyrézniania w systemach aksjomatycznych) jest kolekcja {x: ¢(x)} elementow
spelniajacych pewien predykat ¢1 w procedurze iterowania moze by¢ elementem
(prostym obiektem) innego zbioru, przy czym zasada ekstensjonalno$ci pomija
jednostkowa intensje okre$lonego predykatu. W ten sposéb zaréwno zbiory
skonczone, jak i zbiory nieskonczone tworza jedna dziedzing, w ktérej kazdy
przedmiot jest prostym obiektem z mozliwoscig bycia elementem zbioru wyzsze-
go rzedu'®,

Pomimo zaznaczonych przez Cantora réznic pomigdzy zbiorami skonczony-
mi i pozaskonczonymi obie dziedziny posiadaja wspolna wlasno$¢ istotna: licz-
bowe okreslenie (warunek dopuszczalno$ci matematycznej)'®. Zastuga Cantora
bylo przedstawienie nie tylko okreslen pojgcia liczby pozaskonczonej, lecz takze
podanie kompletnej arytmetyki dla pozaskonczonych liczb porzadkowych 1 kar-
dynalnych. Przy tym liczby pozaskonczone stanowia rezultat generalizacji na
liczbach skonczonych i abstrakcji okreslonych momentéw przedmiotowych.
W konsekwencji wersje Cantora zasady finityzmu sg nastepujace: (1) ontolo-
giczna — wszystkie zbiory to proste przedmioty poddane procedurze itcrowania,
(2) epistemologiczna — wszystkie zbiory sa detcrminowalne pojgciowo w odrdz-
nieniu od sprzecznych wielkos$ci absolutnych, (3) matematyczna — wszystkie
zbiory posiadaja charakterystyke liczbowa (arytmetyczna), (4) teologiczna —
wszystkic zbiory sa skonczone w odniesieniu do bytu Absolutnego. Natomiast
rodzaje finityzmu teoriomnogosciowego moga by¢ nastgpujace: (1) negacja tego,
co nieskonczone (absolutne) 1 pozaskonczone (matematyczne) w systemach;
uznanie tego, co nieskonczone za niematematyzowalne zupeinie lub czgsciowo
(aspektywnie); (2) ograniczenie tego, co nieskonczone (pozaskonczone)
w aspekcie merytorycznym (intersubiektywno$c), dydaktycznym (prostsza syste-
matyzacja wyktadu teorii), mentalnym (naocznos$¢ intelektualna, intuicja), syn-
taktycznym (,,pozaskonczonos$¢™ zamiast ,,nieskonczonosci™), itd.; (3) ogranicze-
nie tego, co nieskonczone przez zastosowanie stalej dziedziny zmiennosci, np.
dla nieskonczonosci potencjalnej; (4) zastapicnie pewnika abstrakc)i aksjomatem
wyrézniania, ogoélnie: aksjomatyczne zawieszenie istnienia klas wlasciwych oraz
wprowadzenie koncepcji ograniczenia rozmiaru zbioru; (5) dopuszczenie opera-
¢ji matematycznych na skonczonych obiektach przy jednoczesnym uznaniu ,,wy-
powiedzi infinitystycznych” za pewnego rodzaju idee regulatywne (pojgcia ide-
alne); (6) stwierdzenie, ze kondycja epistemiczna podmiotu ludzkiego wyklucza
adekwatne ujgcie nieskonczonosci aktualnej (brak odpowiednich danych wraze-

% [bidem, s. 39.
!9 G. CanrTor, op. cit., s. 176.
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niowych, definicyjne ograniczanie poznawanej tresci przez intelekt)?’; (7) uzna-
nie ontycznej jednorodnosci dziedziny zbiordw i uniwersalnosci operacji teo-
riomnogo$ciowych; (8) stwierdzenie, ze przypadki skonczony 1 nieskonczony
w matematyce sa wzajemnie sprowadzalne, a stad wystarczy bada¢ przypadek
pierwszy. Wyr6znione wersje finityzmu wiaza si¢ z réznymi koncepcjami mno-
gosciowymi, np. (3), (7) Cantora, (4) Zermela, (5) Hilberta, (6) Brouwera,
(8) Wittgensteina.

Jakkolwiek sformulowana, zasada finityzmu dostarcza istotnej informacji
o granicach operowania poj¢ciem nieskonczonosci. Nie oznacza to jednak row-
noczesnej eliminacji pojgcia nieskonczonosci z teorii mnogosci (wersje umiarko-
wane). Sugeruje najwyzej zachowanie pewnej ostrozno$ci metodologicznej
w stosowaniu pojecia nieskonczono$ci. Wydaje sig, Zze u podstaw takiego stanu
rzeczy tkwi informacja o antynomialnym charakterze niekontrolowanego stoso-
wania nieskonczonos$ci w badaniach naukowych. Poza tym wprowadzenie zasa-
dy finityzmu wiaze si¢ z pewnym aspektem natury pragmatycznej. Po prostu
tatwiej jest operowaé pojgciem nieskonczono$ct w przypadku zachowania Sci-
stych analogii z pojeciem skoriczonosei (czego przykiadem jest np. arytmetyka
liczb pozaskonczonych)?!.

Granice operowania pojgciem nieskonczonosei tlustruje rowniez zasada ab-
solutnej nieskonczonosci.

3. Zasada absolutnej nieskonczonosci

Zasada absolutnej nieskonczonosci moze by¢ sformulowana nastgpujaco:
istnieja mnogosci, ktoére nie sa zbiorami, tzn. nie sa prostymi obiektami i nie
posiadaja pelnej charakterystyki arytmetycznej, moga natomiast wystgpowac

2 Interesujaca w tej kwestii jest wypowiedz A. TarskiEGo (Pojecie prawdy w jezvkach nauk
dedukcyjnveh, {w:] tegoz, Pisma logiczno-filozoficzne, red. J. Zygmunt, t. 1, Warszawa 1995, s. 140):
W[---] Jezyk. bedac wytworem dzialalnosci ludzkiej, nosi z koniecznosci »finitystyczny« charakter i nie
moze stuzy¢ jako adckwatne narzgdzie do badania faktéw lub konstruowania pojg¢ natury wybitnie
»infinitystycznej«”.

21 O analogii pomigdzy skonczonoscia a nieskoniczonoscia w matematyce pisze np. A. ABIAN
(Passages between Finite and Infinite, ,Notre Dame Joumal of Formal Logic™ 1978, nr 19, s. 452--456).
Autor zauwaza (wychodzac z teorii grup), ze: (1) zbiory nieskonczone i operacje nieskonczone powstajg
wskutek generalizacji pojgc zbioru skonczonego i operacji skonczonej; (2) nieintuicyjna natura pojg-
cia nieskonczonos$ci wywoluje tendencj¢ do postugiwania sig dziedzing skonczonego w badaniach
dotyczacych nieskonczonosci; (3) mozliwosé przechodzenia od dziedziny skonczonosci do dziedziny
nieskonczonos$ci (i vice versa) utrzymuje pojgcie nieskonczonoéci w matematyce. Abian podaje przy-
klad takiego przechodzenia: powiazanie zbioru nieskonczonego S z pojedynczym zbiorem skonczo-
nym L(S), bedacym poziomem indeksujacym S, np. zbior {1/2, 1/3, 1/4....} odpowiada poziomowi
L(S)={0}.
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w dowodach nie wprost jako pewne nickompletne obickty, 1 ktére wyznaczaja
granice matematyzacji pojecia nieskoficzonosci??.

Do odziedziczonych z tradycji filozoficzno-teologicznej (zwlaszcza po ra-
cjonalistach nowozytnych) dziedzin tego, co skonczone i tego, co nieskonczone
(absolutne), dodat Cantor dziedzing bytu pozaskonczonego (transfinitum), dzic-
dzine — jak sam mawiat — idealnych badan?’. W ten sposdb rozstrzygnat, wystg-
pujaca nie tylko od czaséw nowozytnych, problematyke granicy skofnczonec-nie-
skonczone (absolutne) poprzez ustalenie, ze to pozaskonczone wielkosci formuja
idealna granic¢ (zakres) dla bytu skonczoncgo, natomiast absolut, pozbawiony
dotychczasowej funkcji, wystepuje jako nierosnace maksimum kwantytatywne.
Przy czym dziedzina pozaskonczono$ci w roznych postaciach wskazuje z ko-
nieczno$ci na absolut — prawdziwa nieskoficzono$¢?*. Pojecie nieskonczonosci
absolutnej posiada w pismach Cantora szereg historycznych 1 merytorycznych
aspektow, zaangazowane jest rowniez w biografii twércy teorii mnogosci. Poza
funkcja wyjasniajaca nicktore zamierzenia Cantora dostarcza informacji o natu-
rze przedmiotu badan wspoélczesnej teorii mnogosci, w szczegdlnosci o jej uni-
wersum jako nie-zbiorze?®. Pomimo wyraznego odniesienia teologicznego stano-
wi wazny problem dla kazdej teorii podstaw matematyki (teorii mnogosci).
Przede wszystkim koncepcja absolutne) nieskonczonosci wskazuje na mozliwosé
odrzucenia zakorzenionych przekonan, w mysl ktorych system Cantora jest sys-
temem sprzecznym. Nadto koncepcja ta stanowi zrédto strategii unikania anty-
nomii teoriomnogosciowych.

Z tekstow Cantora mozna wydoby¢ nastgpujace okreslenia absolutu (nie-
skonczonosci absolutnej): (1) prawdziwa nieskonczono$¢ istnicjaca w Bogu 1 nic
dopuszczajaca jakicjkolwiek determinacji?®; (2) to, co moze byé¢ tylko rozpozna-

22 Sformutowanie zasady absolutnej nieskonczonosci rozni si¢ zasadniczo (podobnie jak sformu-
fowanie dwoéch innych zasad) od propozycji M. HALLETTA (op. cit., s. 9), wedlug ktorego zasada ta
sprowadza sig¢ do niemozliwosci matematycznego okre$lenia absolutnej nieskonczonosci.

33 Wyraznie i bez ucickania si¢ do komplikujacych szczegotow przedstawit tg sprawg P. CLAYTON
(The Theistic Argument from Infinity in Early Modern Philosophy, ,International Philosophical Quarter-
ly” 1996, nr 36, s. 5-17).

2 G. CaNTOR, op. cit., s. 405.

25 1. Jang, op. cit., s. 375,

26 G. CANTOR, op. cit., 5. 175. W dyskusji z Leibnizem i Spinoza w sprawie mozliwosci istnienia
liczb nieskonczonych Cantor zgadza si¢ co do jednego: prawdziwa nieskoriczono$é jest catkowicie
niedeterminowalna ilodciowo i w ten sposob omnis determinatio est negatio obowiazuje przy okresle-
niach absolutu (ibidem, s. 176). W liScie do Younga, 20 VI 1908 (J. DauseNn, Georg Cantor: His
Mathematics and Philosophy of the Infinite, Cambridge 1979, s. 290), mozna znalezé nastgpujace - -
okreslenie Boga: ,to, co przekracza dziedziny skonczonego i pozaskonczonego (Actus Purissimus) nie
Jjest zadnym , Rodzajem Najwyzszym”, jest natomiast prosta, zupeinie indywidualng jedno$cia, w ktorej
wszystko sig zawiera i ktora zawiera ,.absolut”, niepojety dla ludzkiego rozumienia™.
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ne, lecz nie poznane, nawet w przyblizeniu; absolutnie nieskonczony ciag liczb
jest wlasciwym symbolem absolutu?’; (3) to, co nie moze by<¢ dalej powigkszane
lub doskonalone (podobnie jak w przypadku ,absolutu” w metafizyce)?®;
(4) aktualna nieskonczonos$¢ niepowigkszalna w aspekcie istoty 1 przez to mate-
matycznie niedeterminowalna??; (5) aktualna nieskonczono$é¢ realizujaca sig
w Bogu®®; (6) nieskonczono$é wieczna niestworzona (Infinitum aeternum in-
creatum sive Absolutum), dotyczaca Boga 1 Jego atrybutow, w przeciwienstwie
do nieskonczonosci stworzonej (Infinitum creatum sive Transfinitum), czyli
pozaskonczonos$ci®!'; (7) niepowiekszalna nieskonczonos¢ aktualna w odroz-
nieniu od powigkszalnej nieskonczonosci aktualnej — pozaskonczonosci’?; (8)
nicaktualna absolutna mnogo$é, ktorej clementy nie koegzystuja, a przez to
(a fortiori) nie moga by¢ zebrane w kompletny zbior?3; (9) sprzeczna wielos¢,
w przypadku ktoérej zalozenie o ,,byciu razem” wszystkich jej elementéw pro-

27 G. CANTOR, op. cit., s. 205. G. PrIest (op. cit., 5. 129), komentujac okreslenie (2), stwierdza:
-Read in an ungenerous way, this statement is quite self-refuting. If Cantor thinks he can talk about the
Absolute, he must at least think it is there to be talked about; and must know, therefore, at least that
much about it. And if his own definition [...] does not even give an approximate characterisation of it,
then we are at a loss to know what he is talking about”. W pewnym sensie mozna, jak si¢ zdaje,
przyznaé racje¢ Priestowi, takze w tym, Ze tego typu okre$lenia, podobnie np. (1), (3), (4), (5) stanowig
rezultat wpoluformowanych mysli i nie skiadaja sig na jaka$ znaczaca teorig Absolutu, lecz w zadnym
razie nie sposob uzna¢ zacierania przez Priesta roznicy pomigdzy Absolutem i absolutna nieskonczo-
noscia.

28 1 ist do Wundta, 5 X 1883 (I. JaNE, op. cit., s. 387).

29 G. CANTOR, op. cit., 5. 378.

30 {bidem. Wedtg Cantora, absolutna nieskonczono$é jest przedmiotem badan teologii spekula-
tywnej (dyscyplina ta okresla ludzkie mozliwosci konceptualizacji absolutnej nieskonczonosci), nato-
miast dziedzina pozaskonczono$ci nalezy do metafizyki i matematyki. Za osobliwosé recepcji dziejowe;)
mozna uznaé wigksze zainteresowanie w pewnym okresie teologéw i kot katolickich wynikami Canto-
rowskiej teorii mnogo$ci niz matematykow. Nie bez znaczenia pozostaja przy tym etapy zniechgcenia
Cantora matematyka i nerwowych zalaman wskutek konfliktéw (w tym instytucjonalnych i dokumenta-
cyjnych) z innymi matematykami, oraz jego zaangazowanie religijne (np. Ex Oriente Lux) i perypetie
z hierarchami Kosciola (np. kwestia panteizmu zwigzana z okre$leniem 6). Na ten temat pisze J. DAUBEN
(op. cit.,, zwlaszcza ss. 143-148. 228-229, 231-232, 274-276, 288-291, 294-295). Nawiazujac do
Cantora dowodow dotyczacych realizacji aktualnej nieskonczonosci w $wiecie fizycznym i pewnych
wypowiedzi Peirce’a, R. RUCKER (Infinity and the Mind: The Science and Philosophy of the Infinite,
New York 1983, s. 90) wysunal przypuszczenie, Ze ludzkie dusze to cktoplazmowe obickty, ztoZone
z X, monad eteralnych (niekiedy pomysty autora sa jeszcze bardziej osobliwe).

3 Ibidem, s. 399.

32 Ibidem, s. 405. Okreslenie to stoi w wyraZnej opozycji, zdaniem Cantora, do tradycji schola-
stycznej, wedlug ktorej kazda aktualna nieskoficzono$¢ (tzn. Bog) jest niepowigkszalna w aspekcie
ilosci.

33 List do Hilberta, 6 X 1898 (I. Jang, op. cit., s. 389). Sformulowanie (8) prowadzi do pewnych
trudnosci interpretacyjnych w zestawieniu z wypowiedzig Cantora (G. Cantor, op. cit., s. 205), ze
pojecie nieskonczonosci potencjalnej jest pojgciem relacyjnym (Beziehungsbegriff) lub przedstawieniem
czysto subiektywnym, nie jest natomiast adckwatng idea i przez to nie ma statusu bytu (kann ich kein
sein zuschreiben).
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wadzi do sprzecznosci, inaczej: wielo§¢ nie bedaca jednoscia czy ,.kompletng
rzecza”*; (10) sprzeczna wielo$¢, ktéra nie moze by¢ pojmowana jako jedna
rzecz (przedmiot), nie moze by¢ elementem innej wielosci (mnogosci), nadto nie
moze by¢ pomyslana jako catoéé aktualnie istniejaca’s.

Formuty (1)-(10) dopuszczaja szereg roznych interpretacji (nawet sprzecz-
nych), jednak najwazniejsza sprawa w tym kontekscie jest, jak si¢ zdaje, prze)-
$cie Cantora od pojmowania nieskonczonosci absolutnej jako przypadku aktual-
nej nieskonczonosci (3), (4), (5), (7) do potencjalnej nieskonczonosci absolutnej
(8), (9), (10). Zmiana ta prowadzi do pewnych trudno$ci w zestawieniu sprzecz-
nych potencjalnych idei z aktualnym bytem Boga, cho¢ pozostaje skadinad
w zgodzie z twierdzeniem Cantora, ze kazda nieskonczonos$¢ potencjalna wyma-
ga statej dziedziny swojej zmiennosci, czyli ostatecznie jakiej$ postaci nieskon-
czonoéci aktualnej. Nadto teoria absolutnej nieskonczonosci (formuty 1-7) zosta-
ta pierwotnie przedstawiona jako przyjeta z powodow teologicznych metafizycz-
na doktryna o poza-matematycznym bycie celem powiazania nowe) teorii mate-
matycznej nieskofczonos$ci z tradycyjna arystotelesowsko-scholastyczng nauka
o nieskonczonosci®. Przy okazji dostarczata informacji o granicach matematyza-
cji pojgcia nieskonczono$ci przez wskazanie takich mnogosci, ktére nie moga
byé¢ zbiorami. Pierwotna koncepcja absolutu, obok zmiany wyzej wskazanej,
zostata przeksztalcona (1899 — list do R. Dedekinda) w teorig absolutnych mno-
gosci 1 ograniczenia rozmiaru zbioru wobec potrzeby dowodu twierdzenia
o alefach (mocach zbioréw dobrze uporzadkowanych nieskonczonych) oraz wo-
bec koniecznosci uniknigeia paradoksu Burali-Fortiego. Teoria ta dotyczyta liczb

34 G. CanToR, op. cit., s. 443, Jest to fragment listu do Dedekinda (1899).W oryginale: ,,Eine
Vielheit kann namlich so beschaffen sein, dafl die Annahnme eines »Zusammenseins« aller ihrer Elemen-
te auf einen Widerspruch fiihrt, so daB es unméglich ist, die Vielheit als eine Einheit, als »ein fertiges
Ding« aufzufassen. Solche Vielheiten nenne ich absolut unendliche oder inconsistente Vielheiten”.
W tlumaczeniu na jezyk angielski , fertig” znaczy ,,ukonczony” (,.finished™) (J. HEueNoorT, From Frege
to Godel. A source book in mathematical logic, 18791931, Cambridge, Massachusetts 1967, s. 114)
lub ,.skompletowany” (,,completed™) (I. JANE, op. cit.,, s. 375). W jgzyku polskim stowo to zostalo
oddane jako ,gotowy” (R. Murawski, Filozofia matematyki. Antologia tekstow klasycznych, Poznan
2003, s. 172). Tlumaczenie Murawskiego ,.Zusammenseins” przez ,.cafo$¢” nie jest pozbawione racji,
np. przy uprzednim utozsamieniu calosci z aktualnoscig. W nawiazaniu do okresélenia absolutu (9).
[ JANE (op. cit.,, s. 375) zauwaza, ze twierdzenie o sprzeczno$ci zalozenia ,bycia razem™ wszystkich
elementow absolutnej wielo$ci nie jest rownowazne twierdzeniu o sprzeczno$ci uznania nieskonczono-
$ci absolutnej za zbidr. Poza tym, rozroznienie pomigdzy wielo$ciami sprzecznymi i niesprzecznymi
podat juz w 1890 roku E. ScHRODER, pojmujac wielo$¢ sprzeczna jako sekwencje niezgodnych
(,.vertriaglich™) elementow (J. HENENOORT, op. cit., s. 113).

35 List do Jourdaine’a, 9 VII 1904 (I. Jang, op. cit., 5. 390; M. HALLETT, op. cit., s. 286). Okresle-
nie (10) sugeruje pdzniejsze ustalenie J. voN NEUMANNA, ze klasa wiasciwa nie jest elementem innej
klasy.

3 M. HALLETT, op. cit. s. XTI
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porzadkowych — reprezentantow absolutnej nieskonczonosci®’. Strona teologicz-
na teorii jest o tyle wazna, ze umozliwia pogodzenie tezy o wywnioskowaniu
istnienia absolutu z rozwazan matematycznych z teza o pozamatematycznym
statusie nieskonczonoséci absolutnej®®. Teza pierwsza znajduje swoje umotywo-
wanie w nastepujacych faktach matematycznych:

1. Zasady generujace dla liczb porzadkowych (Erzeugungsprinzipien):
(a) zasada liczb porzadkowych nastgpnikowych — jezeli « jest liczba porzadko-
wa, to istnieje liczba porzadkowa f taka, ze a<B 1 nie zachodzi dla zadnego
v: a<y<B, czyli p=a+1; (b) zasada liczb porzadkowych granicznych — jezeli A
jest zbiorem liczb porzadkowych bez najwigkszego (ostatnicgo) elementu, to
istnieje liczba porzadkowa B taka, ze dla kazdego a €A, a<P 1 nie istnieje taka vy,
ze A<y<B, czyli B=limA3’. Zasady generowania nie sa, $cisle biorac, zasadami
matematycznymi (przy takim sformutowaniu). Absolut pojawia si¢ w wyniku
analizy pojeciowe] znaczenia zasad i tego, czego one dotycza: nieograniczonoscl
matematycznej pozaskonczonosci (podobnie jak w przypadku wnioskowania
0 istnieniu w z nieograniczone] dziedziny skonczonosci). Wszelako przy
uwzglednieniu absolutu aktualnego zasady generujace sa tylko sugestywna proba
opisu tego, co jest w umysle Boga, ostatecznie skazana na niepowodzenie (o tym
swiadczy np. okreslenie 2), natomiast przy potencjalnej nieskonczonosci abso-
lutnej zasady faktycznie generuja liczby porzadkowe a proces generowania jest
potencjalnie nieskonczony*’.

37 Ibidem, s. 9. Zdaniem L. JANE (op. cit., s. 377), rozroznienie pomigdzy zbiorami a mnogo$ciami
sprzecznymi jest prosta konsekwencja dystynkcji zbidr-absolut i przez to nie moze by¢ uznane za
uchylenie paradoksu Burali-Fortiego. Inaczej rzecz stawia M. HALLETT (s. 165) twierdzac, ze paradoks
wystapi dopiero wowczas, gdy oznaczy sig cala sekwencjg liczb porzadkowych lub alefow jakas liczba
porzadkowa, co w przypadku rozroznienia Cantora jest nicdopuszczalne. Hailett powotuje sig przy tym
na list tworcy teorii mnogosci do Carbonelle (28 X1 1885), w ktérym absolut (absolutna nieskonczonosé
w Bogu) zostal wyraznie odseparowany od teorii liczb. Natomiast G. PrIEST (op. cit., s. 140) stwierdza:
.[..-] Cantor’s theory of the transfinite did not succeed in removing the paradoxes of the infinite. It
merely relocated them. This should not be held against him however. The contradictions are there
inherent in the object of discourse [...]". Teoria absolutnych mnogosci i1 ograniczenia roznuaru stoi
niewatpliwie u podstaw wprowadzonego przez E. Zermelo aksjomatu wyrdzniania: .Vz 3Ix Yy
[yEx=y€&zAp(y)] dotyczacego obiektow ze zbioru z spetniajacych wiasnosé 7.

3% 1. JANE, op. cit., s. 384. M. HALLETT (op. cit.,, s. XII) zauwaza krytycznie: ,J[...] reliance on
theology actually obscures philosophical problems rather than solving them, for it gives the impression
that the underlying realism is reasonable without providing any solid arguments in support. Later set
theorists like Zermelo and Gédel certainly shunned theological backing for their doctrines, though they
certainly took over Cantor’s realism”.

39 G. CaNTOR, op. cit., 5. 195-199. W sformulowaniu zasad generujacych skorzystano z propozycji
l. Janéé (op. cit, s. 394-395). Cantor wprowadza poza tym zasad¢ ograniczania (Hemmungs- oder
Beschrddnkungsprinzip) dla mnogosci liczb pozaskonczonych. Na ten temat szerzej pisze J.W. DAUBEN
(op. cit., s. 98).

40 1. JANE (op. cit., 383) stwierdza nawet, ze w przypadku aktualnej nieskoiczonosci absolutnej
zasady generujace wlasciwie niczego nie generuja, skoro mnogo§é wszystkich liczb porzadkowych
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2. Klasy liczbowe nie wyczerpuja si¢ w zakresie trzech klas*!. Zdaniem
Cantora kazda kiasa liczbowa 1 jej moc jest wspotuporzadkowana (zugeordnet)
z okreslong liczba absolutnie nieskonczonych catosci liczbowych (Zahleninbe-

griffs) w taki sposob, ze dla kazdej pozaskonczonej liczby y istnieje jej moc.

Ro6zne moce tworza absolutnie nieskonczona mnogo$é*?.

3. Dowdd (nie wprost) twierdzenia, ze catos¢ wszystkich aleféw nie moze
by¢ traktowana jako okreslony i kompletny zbior, opiera si¢ na zatozeniu (nie-
sprzecznej) catosci wszystkich aleféw (czyli absolutu). W ten sposéb absolutna
nieskonczono$¢ nabiera matematycznego znaczenia®?,

W literaturze przedmiotu pojawita si¢ proba zawieszenia dystynkeji po-
miedzy pozaskonczona i absolutna nieskonczonoscia®*. W skrocie wyglada ona
nastgpujaco: (1) zalozenie — istnienie zbioru wszystkich liczb porzadkowych, (2)
na mocy drugiej zasady generujacej istnicje liczba porzadkowa wigksza od
wszystkich liczb porzadkowych, (3) liczba ta (wg mctody von Neumanna) jest

istnieje w umys$le Boga (lub gdziekolwiek, lecz nie w umysle ludzkim). Autor sprowadza zarazem
(s. 384) koncepcjg aktualnego absolutu do trzech sformutowan: (1) manifestacja Boga. (2) to, co poza
sekwencja porzadkowa, (3) maksimum kwantytatywne, ktore nie jest relacjonalnym pojeciem w dziedzi-
nie pozaskonczonosci.

41 Klasy liczbowe s $ci$le zwiazane 7 zasadami gencrowania i ograniczania. W teorii mnogosci
wyrdznia sig: (1) liczby pierwszej klasy, czyli liczby porzadkowe skonczone (w tym 0, choé¢ Cantor
zakladal liczbg 1), (2) liczby drugiej klasy, czyli liczby porzadkowe bedace typami zbioréw przeliczal-
nych, (3) liczby trzeciej klasy — liczby porzadkowe jako typy zbioréw dobrze uporzadkowanych mocy N,
a wiec nieprzeliczalnych (W. SIErPINSKI, Wstep do teorii mnogosci i topologii, Lwow 1930, s. 76--77).

42 G. CanTog, op. cit, s. 205.

43 Na ten temat pisat Cantor w listach do D. Hilberta, 2 X 1 27 X 1897, (1. JaNE, op. cit., s. 388-
389), stwierdzajac, ze twierdzenie o calosci wszystkich alefow jest najwazniejsza wypowiedzia w teorii
mnogosci. W listach do R. Dedekinda (1899), CANTOR ( op. cit., s. 443--448) poslugiwal si¢ pojgciem
systemu wszystkich liczb Q i Q’ (z liczba 0) oraz pojgciem mnogosci S wszystkich dajacych sig pomy-
$le¢ klas. Przy okazji absolutnej nieskonczonosci M. HALLETT (op. cit,, s. 166-167) podaje powody
powiazania absolutu i sprzecznosci: (1) obecne w dwdch koncepcjach absolutu twierdzenie, ze istniejg
kolekcje, ktore nie mogg by¢ ujgte jako proste (pojedyncze) przedmioty, (2) nawiazanie do (1) przy
okresleniu niemozliwosci ,jednoczacego” ujecia calosei tego, co da sig¢ pomysle¢ (przy czym ostatecznie
nie wiadomo, co mialyby znaczy¢ stowa Cantora wprowadzajace tego typu calosé: ,,\Wie man sich leicht
Gberzeugt [...]” CANTOR, s. 443 (w angielskim tlumaczeniu ,iiberzeugt” oddano stowem, ktore znaczy
.Wwidzenie”, co raczej nie utatwia interpretacji), (3) wykorzystanie w dowodzie sprzecznosci Q i Q’
argumentu Burali-Fortiego opartego na operacjach matematycznych (ibidem, s. 445), (4) wykorzystanie
w dowodzie sprzeczno$ci S twierdzenia z 1891 roku, ze dla dowolnego zbioru istnieje moc wigksza od
tego zbioru (ibidem, s. 448). Hallett probuje dokladniej okresli¢, na ile wielko$ci sprzeczne pojawity sig
w zwigzku z koncepcjami absolutnej nieskonczonosci, a na ile z wykazania sprzecznosci przy uznaniu
takich wielkosci. Sprawa jest o tyle istotna, ze termin ,;sprzeczno$¢™ w tym kontekécie moze posiada¢
quasi-formalny sens wprowadzony ad hoc, obcy Cantorowskiej koncepcji matematyki (takie przypusz-
czenie sformutowat B. Russell) (Por. I. JANE, op. cit., s. 377). W liscie do D. Hilberta, 9 V 1898 (ibidem,
s. 377). Cantor wigze negatywnie termin ,.sprzeczny” z terminem ,.kompletny” (fertig) 1 wyraza niepew-
nos¢ odnosnie do ewentualnego uznania pierwszego terminu.

4 G. PrigsT, op. cit., 5. 129,
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zbiorem wszystkich liczb porzadkowych On, paradygmatem nieskonczonosci ab-
solutnej, (4) On powstata w dokladnie taki sam sposob, jak wszystkie inne
graniczne liczby porzadkowe i jako taka nie rézni si¢ od nich, (5) na mocy
pierwszej zasady generujacej mozna otrzymaé¢ On+1>On, ergo: (6 absolutna
nieskonczonos¢ jest powigkszalna i stad upada Cantora dystynkcja (lub sposob
jej przedstawienia)®. Na to mozna odpowiedzie¢: (1) argument Priesta, wyko-
rzystujacy zasady generowania liczb porzadkowych 1 metodg von Neumanna,
dotyczy pierwotnej koncepcji absolutu (aktualnego 1 niepowigkszalrego), tym-
czasem procedury te posiadaja aplikacje w drugiej koncepcji (w pewnym stopniu
zmatematyzowanej), w ktorej potencjalna nieskonczono$é absolutna jest fak-
tycznie powigkszalna, (2) zasady generowania dopuszczaja wytacznie nieformal-
ne wyprowadzenie absolutnej nieskonczonos$ci (z nieograniczono$ci dziedziny
pozaskonczonego), predykat ,,niepowigkszalny” sugeruje niemozliwo$¢ matema-
tycznego (liczbowego) zdeterminowania, (3) Cantor obok zasad generowania
wprowadza zasadg ograniczania, sprowadzajaca si¢ do uznania wszystkich liczb
poprzedzajacych a (trzecia klasa liczbowa) za zbiér o mocy roéwnolicznej
z pierwsza klasg liczbowa (klasa liczb porzadkowych skonczonych); zasada ta
specyfikuje obiekty pozaskonczone i wyraznie oddziela te obiekty od absolutu
(podobnie jest z twierdzeniami dotyczacymi obu dziedzin), (4) Priest popada w
nickonsgkwencj¢, dowodzac sprzecznosci pierwotnej koncepcji asolutnej nie-
skonczonosci, ktora uprzednio okreslal jako: ,,quite self-refuting”, ,looks self-
inconsistent”, ,half-formed thoughts”, ergo: (5) argument Priesta na podstawie
(1)-(4) nie uchyla dystynkcji pomigdzy pozaskonczonoscia i absolutng nieskon-
czonoscia, wskazuje najwyzej na pewne trudno$ci drugiej koncepcji, cho¢ wo-
bec braku wyjasnienia sensu ,,potencjalno$ci” nic znaczacego nie wnosi.
Poswigcono tyle miejsca Cantorowskie] zasadzie nieskonczonosci absolut-
nej ze wzgledu nie tylko na jej wagg w systemie tworcy teoril mnogosci, lecz
rowniez z tego powodu, ze znalazta swoje odzwierciedlenie merytoryczne
w dalszych fazach rozwoju teorii mnogosci w postaci: (1) teorii ograniczenia
rozmiaru zbioru (limitation of size) — E. Zermelo, P. E. B. Jourdain, B. Russell,
D. Mirimanoff, J. von Neumann*®; (2) analiz dotyczacych antynomii teoriomno-

45 Priest opatruje rozumowanie komentarzem (ibidem, s. 130): ,,We have in this situation, exactly
the same contradiction about the infinite that exercised earlier generations: the infinite is such that there
can be no bigger; yet there can be a bigger”. Dalej zauwaza (poréwnujac paradoksy absolutnej nieskon-
czonosci ze strukturg antynomii kantowskich): ,,[...] in each case, the limit is defined »from below«; but
the contradiction is produced by considering it »from above«: that is, in each case we take the limit to be
itself a unity and note its properties” (s. 133).

46 M. HALLETT (op. cit., s. 211) zestawia Cantorowska koncepcjg nieskonczonosci absolutnej [A]
z koncepcja ograniczenia rozmiaru [L]: [A] (1) typowa dystynkcja — skonczone/pozaskonczone i abso-
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gosciowych; (3) rozroznienia przez J. von Neumanna klas wiasciwych (odpo-
wiedniki Cantorowskich wielkosci absolutnych) 1 zbiorow (ogélnie: kazdy zbior
jest klasa, lecz nie kazda klasa jest zbiorem; klasa jest zbiorem, jesli jest elemen-
tem innej klasy; klasa, ktora nie jest elementem innej klasy, jest klasa wiasciwa);
(4) badan nad uniwersum teoriomnogosciowym (zasada refleksji, zbior poten-
cjalnie nieskonczony, klasa wlasciwa); (5) badan dotyczacych duzych liczb kar-
dynalnych.

Na zakoficzenie tej czg$ci pracy mozna doda¢, ze stanowisko Cantora
w sprawie absolutnej nieskoniczonosci (i nieskonczonosci w ogole) stanowi wy-
razna kontynuacj¢ mys$li Augustyna, wedlug ktorego: (1) nieskonczono$c jest
pojeciem wrodzonym, umozliwiajacym jakakolwiek wiedzg, (2) matematyka sta-
nowi najlepsze narz¢dzie zdobywania wiedzy o Bogu, (3) Bog nie jest ani skon-
czony, ani nieskonczony (przekracza poziom nieskoficzono$ci)*’. Na podstawie
dwoch zatozen, ze (1) kazda nieskonczonosé jest czyms$ skonczonym dla Boga,
(2) Bog moze poznawczo dokona¢ auto-uj¢cia, Augustyn wyprowadza wniosek
o poza-nieskonczono$ci Boga (tzn. nie jest nieskonczony, gdyz w poznawczym
ujgciu siebie samego otrzymatby rezultat o skonczonej tresci). Status ontyczny
nieskonczonosci polega na byciu ideg w umysle Boga. Zarysowane kwestie poja-
wiaja si¢ w pracach Cantora: (1) nieskonczonos¢ realizuje sig¢ jako idea w umy-

lutne, (2) skonczone/pozaskonczone wyczerpuje dziedzing obiektow matematycznych, wystgpuja zato-
zenia lokujace pewne szczegdlne obiekty w pozaskonczonosci (np. aksjomat rozszerzonej arytmetyki
pozaskonczonej, dotyczacy niesprzecznosci wielosci z przypisanymi alefami jako liczbami kardynalny-
mi, zob. thum. R. Murawskiego (op. cit., s. 174)), (3) absolut jest wylaczony matematycznie, iteracje
pozaskonczone nie osiagaja tego obiektu; [L] (1) typowa dystynkcja — male mnogosci i duze mnogosct,
(2) mate zbiory sa przedmiotami matematyki, wystgpuje zatozenie bycia mala mnogoscia dla pewnych
zbioréw koniecznych do operacji matematycznych, (3) bardzo (zbyt) duze mnogo$ci sg wylaczone
z dziedziny matematyki na podstawie natury aksjomatow. Autor zestawienia dodaje, ze tak opisane
koncepcje nie dostarczajg zbyt wielu informacji o naturze przedmiotéw w uniwersum.

47 A. DrozpEek, Beyond Infinity: Augustine and Cantor, ,Laval Théologique et Philosophique”
1995, nr 51, s. 133. W ten sposéb mozna podwazy¢ standardowe twierdzenia na temat nieskonczonosci
Boga wedlug Augustyna. E. GiLsoN (L 'infinéé divine chez saint Augustin. EEtudes augustiniennes, t. 1,
Paris 1954, s. 569-570) stwierdza, ze nie ma bardziej znanego teologom atrybutu Boga, jak nieskonczo-
no$¢, 1 ze swoistym kuriozum jest pominigcie jej przez Augustyna w li§cie atrybutdow, choé¢ z pewnoscia
B6g Augustyna ten atrybut posiada. Na marginesie mozna doda¢, ze pomimo licznych odniesien w
Starym i Nowym Testamencie dotyczacych nieskonczonosci Boga, az do konca XIX wieku zaden sobor
Kosciota oficjalnie tego nie asygnowat. Uczynit to dopiero Sobdr Watykanski [ w formule: ,.Sancta
catholica apostolica Romana Ecclesia credit et confitetur unum esse Deum verum et vivum [...] intellectu
ac voluntate omnique perfectione infinitum”. Od Soboru w Nicei oficjalnie méwiono o Bogu jako bycie
wiecznym, niezmiernym, niepojgtym, wszechmogacym. W tekstach Augustyna stowo ,,infinitum” poja-
wia si¢ osiem razy (SWEENEY, Surprises in the History of Infinity from Anaximander to George Cantor,
Proceedings of the Annual Meeting of the American Catholic Philosophical Association” 1981, nr 55,
s. 8). Poza tym, Cantora okreslenie absolutu jako niepojgtego maksimum ilosciowego przywotuje wyraz-
nie koncepcj¢ Mikotaja z Kuzy (PriEsT, op. cit., s. 128).
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sle Boga oraz jest ludzkim pojeciem wrodzonym#*; (2) Augustyna finityzm teo-
logiczny posiada odbicie w finityzmie teoriomnogosciowym, a przynajmniej
w pewnych wersjach finityzmu, (3) teoria mnogosci stanowt jedyne, jak dotad,
sciste narzedzie teologii spekulatywnej i metafizyki, (4) Cantorowski Bog (oraz
absolutna nieskonczonosc¢) przekracza dziedziny skonczonosci i pozaskonczono-
$ci, jednoczesnie finityzuje pozaskonczono§é*?.

W ostatecznym obrachunku istotne jest to, ze zasada absolutnej nieskonczo-
noéci stanowi jeszcze jeden przyklad wylaczenia absolutu ontologicznego z opi-
su matematycznego®®. Przykiad ten, symptomatyczny dla badan formalnych XX
wieku, informuje o granicach naukowej aplikacji pojgcia nieskonczonosci,
a wige fakt, z ktorym powinny sig liczy¢ filozoficzne ontologie. W szczegolnosci
niekontrolowane operowanie podstawowymi pojgciami (np. transcendentalnymi)
moze prowadzi¢ do réznych trudnosci w danych systemach ontologicznych (me-

tafizycznych).
4. Whnioski

Wyniki uzyskane w powyzej przedstawionym przegladzie i analizie mozna
podsumowac nastgpujaco:

1. G. Cantora filozofi¢ nieskonczonosdci wyrazaja trzy zasady heurystyczne:
(1) zasada aktualnej nieskonczonos$ci (resp. zasada dziedziny): kazda Scisle sto-
sowana matematycznie nieskoficzono$¢ potencjalna (zmienna wielkos¢ skonczo-

4% Komentujac wystapienie C.F. Gaussa (przeciw nieskoficzonoéci aktualnej w matematyce) Can-
tor stwierdza: ,.[...] zachowanie takie daje sig pojaé jako rodzaj krotkowzrocznodci, ktora to odbiera
mozliwo$¢ ujecia Aktualnej Nieskonczono$ci, pomimo ze ona stworzyla nas i zawiera w swojej najwyz-
szej, absolutnej mocy, i wszedzie obejmuje nas w swoich drugorzednych, pozaskonczonych formach.
a nawet tkwi w naszym duchu (unserem Geiste selbst innewohnt) (Cantor, op. cit., s. 406). To , tkwienic
w duchu” dopuszcza, jak sie zdaje, natywistyczng interpretacjg pojgcia nieskonczonosci. O tym, ze dla
Cantora nieskonczono$é to idea w umysle Boga, $wiadczy list do Jeilera, 13 X 1895 (A. DrozoExk, op.
cit., s. 138), w ktérym figuruje umieszczenie wszystkich modi rransfinitum (istniejacych z wiecznosci)
jako idei w boskim intelekcie, oraz list (podobny tresciowo) do Hermite’a, 30 X1 1895 (J. DauseN, op.
cit,, s. 228).

49 Wydaje sig, ze bardziej teoretycznie zaangazowane (niz Augustyna) badania na temat powiaza-
nia pojgcia nieskonczonosci i pojgeia Boga przedstawil Duns Szkot. W koncepcji $redniowiecznego
filozofa (teologa) nieskoniczonos¢, jako modus intrinsecus (nieskonczono$é intensywna), jest wewngtrz-
nym (modyfikacja sposobu istnienia), transcendentalnym czionem dysjunktywnym w okreslonej parze
roztacznych wiasciwosci bytu (passiones disiunctae entis), wyrazajacym doskonatos¢ Boga. Roznica
pomiedzy Tomaszem z Akwinu a Dunsem Szkotem w sprawie nieskonczonosci polega na tym, ze dla
pierwszego nieskonczono$¢ Boga jest brakiem ograniczenia istnienia (przy czym akcent pada na akt
istnienia w nieograniczonosci), natomiast drugi okreslit nieskonczono$¢ jako pozytywna modyfikacjg
tresci istoty (doskonaloéci), jako wewnetrzny sposdb intensywnos$ci doskonalosci bytu Boga (1. ZieLiR-
ski, Nieskornczono$¢ bytu Bozego w filozofii Jana Dunsa Szkota, Lublin 1980).

30 J. WoLeNskl, Metamatematyka a epistemologia, Warszawa 1993.
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na, dziedzina nickompletna) zaklada nieskonczono$¢ aktualna (staty zakres
zmienno$ci uprzednio okreslony wzgledem zmiennych); (2) zasada finityzmu:
matematyzacja pojgcia nieskonczonosci wymaga jego finityzacji, poprzez (a)
wprowadzenie jednorodnego ontycznie statusu wszystkich dopuszczonych mate-
matycznie zbiordéw, (b) ustalenie, ze wszystkie takie zbiory posiadaja charaktery-
styke liczbowa (arytmetyczna), (3) zasada absolutnej nieskonczonosci: istnieja
mnogos$ci, ktore nie sg zbiorami, tzn. nie sa dopuszczonymi matematycznie
obicktami i nie posiadaja pelnej charakterystyki liczbowej (moga natomiast wy-
stgpowac w dowodach nie wprost jako pewne okreslone obiekty) i ktére wyzna-
czaja granice matematyzacji pojgcia nieskonczonosci.

2. Zasada dziedziny (ZD) zawiera, nawet w formalnym ujgciu, wysoce speku-
latywny przeskok znaczeniowy w przypadku odniesienia do powyzszej problema-
tyki, polegajacy na tym, ze bez blizszych wyjasnien utozsamia sig¢ wielkosci state
i zmienne z aktualnoscia i potencjalnoscia. Zachodzi potrzeba wypracowania ogol-
nych senséw pojec aktualnosci 1 potencjalnosci (dopuszczonych matematycznie).
Zwlaszcza pojgcie potencjalnosci pozostaje na gruncie teorii mnogosci (i filozofli
teorii mnogosci) na poziomie nierzadko deklaratywnym.

3. Zasada finityzmu wystgpuje na gruncie systemoOw teorii mnogosci
w roznych sformutowaniach, lecz dostarcza podstawowej informacji o wielo-
aspektowych granicach teoriomnogo$ciowego operowania pojgeiem nieskon-
czonosci. Informacja ta koreluje z zatozeniem aksjomatyzacji teorii mnogosci:
nicograniczone postugiwanie si¢ pojgciem nieskonczonosci prowadzi do anty-
nomii.

4. Naukowo dopuszczalne granice operowania pojgciem nieskonczonosci
ilustruje rowniez zasada absolutnej nieskonczonosci. Jakkolwiek zaangazowana
teologicznic oraz dopuszczajaca rozne interpretacje (od prostego okreslenia ab-
solutu do koncepcji absolutnych mnogosci, od aktualnej nieskonczono$ci abso-
lutnej do potencjalnej nieskoniczonosci absolutnej) stanowi przykiad wytaczenia
absolutu z opisu matematycznego. W szczegoinosci zasada absolutnej nieskon-
czono$ci ujawniajaca trudnosci z uniwersum teoriomnogosciowym moze by¢
sygnatem rewidujacym dla uniwerséw ontologii filozoficznych. Zasada absolut-
nej nieskonczonosci poza tym znajduje swoje umotywowanie w zasadach gene-
rujacych dla liczb porzadkowych, klasach liczbowych oraz w dowodzie twier-
dzenia o alefach. Zasada ta byfa rozwijana w dalszych etapach rozwoju teorii
mnogos$ci w postaci: (1) teorii ograniczenia rozmiaru zbioru (E. Zermelo, P.E.B.
Jourdain, B. Russell, D. Mirimanoff, J. von Neumann), (2) analiz dotyczacych
antynomii teoriomnogo$ciowych, (3) rozréznienia przez J. von Neumanna klas
wlasciwych (odpowiedniki Cantorowskich wielkos$ci absolutnych) i1 zbiorow,
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(4) badan dotyczacych uniwersum teoriomnogosciowego (np. zasada refleks;i),
(5) badan nad duzymi liczbami kardynalnymi, (6) dyskusji z teorig kategorii.

5. Przedstawiony argument (G. Priest) dotyczacy zawieszenia Cantora dys-
tynkcji pomigdzy pozaskonczonoscia 1 absolutna nieskonczonoscia nie jest kon-
kluzywny (btad pars pro toto, brak uwzglednienia pewnych zastrzezen Cantora
co do nieformalnego wyprowadzania z faktow matematycznych wielkosci abso-
lutnie nieskonczonych, brak wzmianki o zasadzie ograniczania specyfikujacej
obiekty pozaskonczone), wskazuje jednak na trudnosci przyjgcia drugiej koncep-
cji absolutu, wedlug ktdrej wielkosci absolutnie nieskoficzone (np. catosc
wszystkich aleféw) sa potencjalnie nieskoficzone w przeciwienstwie do pierw-
szej koncepcji, w mysl ktorej nieskonczono$¢ absolutna stanowi przyktad nie-
skonczonosci aktualne;.



