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Stanislaw Dobrzycki
(Lubtin)

O INTERPRETACJI GEOMETRYCZNEJ LOGARYTMOW LICZB
ZESPOLONYCH W ROZPRAWIE KARSTENA z 1768 r.

Pierwszym matematykiem, ktdry operowal funkcjami zmiennej zespolonej, byt
Jan Bernoulli, nauczyciel Eulera. W rozprawie o calkowaniu ulamkéw wymiernych,
ogloszonej w Pamietnikach Akademii Paryskiej w 1702 r. (druk. 1704), a streszczonej
w czasopi§mie ,,Acta Eruditorum” (1703), podat on zalezno$é¢ rézniczkowa,

ktora po scalkowaniu piszemy dzi§ w postaci arc tg x:—z—'log i_}—x%. W ten
i —Xi
spos6b do analizy weszly logarytmy liczb zespolonych. Praca Leibniza, ogloszona
w r. 1712 w ,,Acta Eruditorum”, data poczatek dyskusji, ktéra toczyta sie w latach
1712—1713 miedzy Leibnizem a Bernoullim na temat logarytmow liczb ujemnych.
Leibniz uwazal, ze sg one ,,nieprawdziwe” (urojone), natomiast Bernoulli upierat si¢
przy tym, ze log (—x)=log X, wysuwajac m.in. argument, ze poniewaz 1:(—1)=
= (=1):1, musi by¢ log1—log(—1)=log(—1)—log 1, a zatem log (—1)=log 1.
Spér, ktory nie doprowadzit do zadnego rezultatu (Leibniz zmart w 1716 r.), odzyt
zndéw w latach 1728—1729 . Przeciwnikami byli Jan Bernoulli i Leonard Euler.
Bernoulli nie zmienit swego stanowiska, Euler za§ wykazal w 1728 r., Ze
réwno$é¢ log (—1)=log 1=0 prowadzi do sprzecznos’c_i_i otrzymal, poslugujac
si¢ metodag samego Bernoulliego, wzér log (——1)=n|/ —1. Po raz trzeci spor
o logarytmy liczb ujemnych potoczyl si¢, kiedy Cramer opublikowal w 1745 r.
korespondencje Leibniza z Janem Bernoullim. W latach 1747—1748 spierali
si¢ w tej kwestii Euler i d’Alembert. Ten ostatni przychylal si¢ do pogladu
Bernoulliego; Euler za§ w 1747 r. przedstawil Akademii Berlinskiej rozprawe
pt. Sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires (O logarytmach
liczb ujemnych o urcjonych), w ktérej wykazat m.in., ze log (—1)=(2A4-1) mi,
log (a+bi)=log /a2 +b2+(¢p+2m) i, przy czym ¢=arctgb/a, A=0, +1, +2, ...
Rozprawa ta ukazala si¢ w druku dopiero w 1862 r. W rozprawach Akademii Berlin-
skiej ukazala si¢ zmieniona jej wersja pt. De la controverse entre Mrs. Leibniz et
Bernoulli sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginaires (O sporze miedzy pa-
nami Leibnizem i Bernoullim o logarytmy liczb ujemnych i urojonych; ,,Mém. Ac.
Sc. Berl.” T. 5:1749, druk. 1751). Idea dowodu Eulera polegata na wyznaczeniu
warto$ci y=Ilogx z réwnoéci y=n (x/*—1) dla n=oc0, co odpowiada naszemu
wzorowi log x=lim n (x}/*—1). W rozprawie pt. Réflexions sur les quantités imagi-
n-— o
naires (Rozwazania o wielko$ciach urojonych), ogloszonej w t. I ,,Miscellanea Tauri-
nensia” (Turyn 1759), Daviet de Foncenex (1734—1799) podat inny dowdd, ktérego

1 Szczegblowe omoéwienie sytuacji w matematyce tego okresu patrz Historia
matematyki w trzech tomach (pod red. A. P. Juszkiewicza). Tom 3. Mate-
matyka XVIII stulecia (przeklad z rosyjskiego). Warszawa 1977 (rozdzial o sporze-
w sprawie logarytmoéw).
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530 S. Dobrzycki

pomysl, jak sam powiada, pochodzit od Lagrange’a 2, Dowdd ten przytocze tu
z nieznacznymi zmianami (m.in. piszac i zamiast ]/—1 log zamiast 1 itd.).

Z réwnan okregu x2-+y?=r? i hiperboli x2—y2=r? dla danej warto$ci x otrzy-
mujemy: dla skregu y=]/ r2—x2, dla hiperboli Y= ]/xz—r2, zatem Y=yi. Niech
w kole (rys. 1) Cm=x=r cos ¢, mp=y=r sin ¢. Wycinek kotowy CAp, odpowia-
dajacy odcietej x ma pole réwne —;—rz ¢. Poniewaz rzgdne okregu i hiperboli, odpo-
wiadajace tej odcigtej x, sa do siebie w stosunku 1:i, pola wycinkéw, kotowego
i hiperbolicznego, odpowiadajacych temu x, sa do siebie w tym samym stosunku;
pole wycinka CAp, jako wycinka hiperbolicznego, odpowiadajacego odcietej r cos @

i rzednej irsin @ wynosi wiec %r’ oi.

Biorac nastgpnie pod uwage na hiperboli punkt P o odcietej x>r, sprawdzamy
latwo, ze pole trapezu krzywoliniowego ABQP jest réwne polu wycinka hiperbo-
licznego CAP. Na podstawie wlasnosci hiperboli mamy bowiem CB.AB=CQ.PQ,
zatem ACAB= ACPQ, odejmujac od obu stron pole ACHB otrzymujemy ACAH
=czworokat BHPQ, a dodajac z kolei pole AHP mamy wreszcie: wycinek hiper-

boliczny CAP=pole ABQP. Z drugiej strony pole ABQP= 2,2 log %](32’ zatem

o | CQ : CcCQ . ;
i=—r12log—, czyli log——==¢i (rezultat poprzedni, otrzy-
oi=—r*log 0\ czylilog = ( pop y

wycinek CAP= ; 12

many przy zaloZeniu, Ze X<r, autor przenosi tu milczaco na przypadek x>r).
. Z podobienstwa tréjkatéw CAB i PQN otrzymujemy dalej, wobec 16wnosci
CQ.PQ=CB.AB,

CQ_AB_AC_ r

CB PQ PN X—y

2 W rozprawie tej Foncenex przedstawil prébe dowodu twierdzenia zasadni-
czego algebry. Probe te poddal krytyce Gauss w swej pracy doktorskiej z 1799 r. —
Przy tej sposobno$ci warto moze przypommieé, ze to réwniez Lagrange podsungt
Ruffiniemu pomyst dowodu twierdzenia o nierozwigzalno$ci réwnan stopnia powy-
zej czwartego. Pisze o tym sam Ruffini we wstepie do swego dziela, wydanego
w tymze roku. Zob. L. Novy: Origins of modern algebra. Prah&a 1973 s. 52.
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tj.
log——=log r. ——=0i,
X—=Yy TCOS @—I1rsSin @

skad wynika znany wzér Cotes’a-Eulera
log (cos @i sin @)=01

Podstawiajac w nim ¢=2An wzgl. ¢=(2A+1) n" (A catkowite) otrzymuje si¢ stad
log (41)=2ani, log (— 1)=(2\+-1) mi. Wreszcie, aby znalez¢ logarytm liczby zespolo-
nej a+bi, Foncenex bierze pod uwage okrag o promieniu réwnym ]/a’—{~b2 ;.
modutowi tej liczby), wyznacza kat ¢ taki, ze cos p=a, sin =b (i tu zapomina
o module!) i, stwierdzajac, ze a-}-bi nie zmieni si¢, gdy ¢ powigkszymy o 2Axn (A
calkowite), otrzymuje ostatecznie wzér log (a+bi)=(¢+2n)) i (W ktérym brak
jest logarytmu modulu).

Logarytmom liczb ujemnych i zespolonych obszerna pracg poswiecit w 1768 :.
W.J. G. Karsten 3. O pracy tej, noszacej tytul Abhandlung von den Logarithmen
verneinter Grossen (Rozprawa o logarytmach wielko$ci ujemnych; ,,Abh. Miinch.
Akad.” T. 5:1768 s. 1—108), znajdujemy krétkie wzmianki w literaturze historyczno-
matematycznej. Juz Montucla # pisal, Ze jej nie zna, ale wie, Ze w sporze o logarytmy
jej auror stoi po styonie Eulera. W tomie IV Cantora 3 czytamy, ze praca Karstena
daje dobry obraz historyczny zagadnienia logarytmow liczb ujemnych, a zarazem
obszeraa krytyke wywodéw d’Alemberta, a w sprawie logarytméw autor jej stoi
calkowicie po stronie Eulera. Jednak dopiero w 1912 r. F. Cajori ¢ zwidcit uwage
na to, ze Karsten podal w niej po raz pierwszy prosta interpretacj¢ geometryczna
logarytmdw liczb zespolonych.

W tym celu Karsten wykorzystuje znany juz w X VII w. zwiazek migdzy réwnania-
mi okregu i hiperboli réwnoosiowej x2+y?=1 i x2—y2?=1 oraz znany fakt, Ze
kwadratura hiperboli prowadzi do logarytméw. Podobnie jak Foncenex, ktorego
zreszta cytuje, traktuje rzedne rzeczywiste okregu jako rZane urojone hiperboli,
a wigc takze wycinki rzeczywiste kola jako wycinki urojone hiperboli.

Je$li M jest punktem hiperboli o odcigtej x>1 (rys. 2), to tuk zlozony z tuku
hiperboli MA i z tuku okrggu AG Karsten uwaza za jeden tuk MAG, poniewaz
maja wspolne réwnanie i wspdlna styczna w punkcie A. Cze$¢ tuku MA jest przytem
rzeczywista, cze§¢ AG jako tuk hiperboli, jest urojona. Idac dalej, powiada, Ze za
luk aczacy punkty M i G uwazaé mozna kazdy z tukéw MAG, MAGEBFHAG, ...
ogllnie MAG+A. GEBFAG (A=0, +1, +2,...). Jesli przytem M lezy na okiegu,
to luk MA+A MEBFAM jest urojony.

Wracajac do punktu M na hiperboli, stwierdzamy, ze tuk MA wraz z prcmie-
niami wodzaeymi CA i CM ogranicza wy¢inek hiperboliczny, ktérego pole jest,
jak wiadomo, réwne polowie logarytmu naturalnego liczby x-+y=x-+}/x>—1.
Jako tuk hiperboli MA rozumieé nalezy, jak widzieli§my, kazdy z nieskonczenie

3 Wenceslaus Johann Gustav Karsten (1732—1787), profesor uniwersytetow
w Rostocku (Biitzow) i w Halle. Jego wielotomowe podreczniki: Lehrbegriff der
gesamten Mathematik (Gryfia 1767—1777) i Anfangsgrinde der mathematischen
Wissenschaften (Rostock 1780) cieszyly sie wielkim powodzeniem.

4J. Montucla: Histoire des mathématiques. T. 3. Paris 1802. Nouveau
tirage. Paris 1960 s. 379—380.

5 M. Cantor: Vorlesungen iiber die Geschichte der Mathematik. Bd. 4. Leip-
zxg 1908 (autor rozdzialu: A. von Braunmiihl).

6 F, Cajori: Historical note on the graphic representation of zmagmcmes
before the time of Wessel »The Amer. Mathem Monthly” V. 19 Nos 10—11 1912
s. 167—1171. - . )
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wielu lukéw MA+A AEBFA; kazdemu z nich odpowiada wycinek, zawarty miedzy
promieniami wodzacymi, poczatkowym CA i koncowym CM. Oznaczajac pole
tego wycinka przez S (X) mamy wigc

S (x)=CAM+MAEBFA.i (A=0, +1, +2,...)

gdyz wycinki rzeczywiste kola sag wycinkami urojonymi hiperboli. Poniewaz log (x+y)
=28 (x), mamy ostatecznie dla liczby A=x+}/x2—1

log A=log (x+}/x2—1)=2CAM+2Ani, (A=0, +1, +2,..).

Logarytm liczby dodatniej A=x+]/ x2—1 ma wigc nieskoriczenie wiele wartosci
zespolonych: jego czg§é rzeczywista przedstawia podwojony wycinek hiperboliczny
CAM, dla ktérego punkt M ma wspdtrzedne (, ]/x2 —1), a czes¢ urojona jest réwna
dowolnej parzystej wielokrotnosci pola kota AEBFA (réwnego ). Je§li przy tym
x>1, to A>1. Aby otrzymac¢ logarytm liczby dodatniej A<1, nalezy przyjaé
- A=x—}/x2—1 i zamiast punktu M na hiperboli wziaé punkt N (x, —]/xz———l)
Cze$¢ rzeczywista log A jest wtedy ujemna (pole wycinka hiperbolicznego CAN).

Jesli x=1, punkt M pokrywa si¢ z punktem A, pole wycinka CAM jest réwne
zeru i mamy log 1=2Ani (A=0, +1, +2,...), zgodnie z wynikiem Eulera.

Tak wigc np. czg§¢ rzeczywista log 2 jest rowna podwojonemu polu wycinka
hiperbolicznego CAM, dla ktérego M ma wspotrzedne (5/4, 3/4), a cze§é rzeczy-
wista log 1/2 réwna podwojonemu polu wycinka hiperbolicznego CAN, dla ktérego
N ma wspohizgdne (5/4, —3/4). Przy tym pole CAN= —pole CAM, co zreszta
wynika natychmiast z rownosci log 1/2= —log 2. Czg$¢ urojona obu logarytmow
jest rowna dowolnej parzystej wielokrotnoéci pola kota AEBFA.

Jesli —1<x<l1, liczba x+)/x>*—~1=x+ip 1—x> jest zespolona i punkt
M (x, +y j 2) lezy na okregu. Karsten przedstawia ja (nie uzywajac jeszcze sym-

bolu i) w postaci cos p+i sin p; log (cos p+i sin p) jest wtedy réwny podwojonemu
wycinkowi kolowemu (tj. urojoremu wycinkowi hiperbolicznemu) o kacie §rodko-
wym p, powickszonemu o dowolna parzysta wielokrotno$¢ pola kota AEBFA.
Wynika to zreszta natychmiast z wzoru Cotes’a-Eulera: log (cos p-+isin p)=
—(p+2ln)1 W szczegdlnosei, gdy x=—1, punkt M pokrywa si¢ z punktem B,
p=7 i mamy

Jog{=1)=QA+1)m, (k 0, £1, £2,..),
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zgodnie z wynikiem Eulera. Urojonym wycmklem hiperbolicznym CAM jest wtedy-
potkole AEBCA o polu 7/2.

Jesli modut liczby zespolonej x-- }/xz— 1, —1<x<1, nie jest réwny 1, Karsten
pisze ja w postaci o
a+bi=}/a2+b? (cos p-+isin p),

gdzie cos p=

a . b
-]/aT—i—b—z’ sin pz;/—a?;_?
i otrzymuje
log (a+bi)=log ]/a_zfi—?é +1log (cos p-+isin p).

Nastepnie przyjmuje, bez blizszych wyjasnieni: CAM=log Va2} b2, innymi stowy
(@2+b3)2+1  (a2+b?)?-1

2(a%+b?) T 2(a+b?) )

Nastqpme na okregu obiera punkt G o wspdirzgdnych (cosp, sinp) i wtedy

czesé rzeczyw1sta log (a-+bi) przedstawia podwojone pole wycinka hiperbolicznego

CAM, a cze$¢ urojona podwojone pole wycinka kolowego o kacie $rodkowym p,
powiekszone o parzysta wielokrotno$¢ pola kota AEBFA.

Wreszcie, gdy x<<—1, liczby x + ]/x2 —1 s3 znéw rzeczywiste (ujemne), pizy czym
—1<x+Yx2—=1<0, x— ]/x2 —1<—1. Znajac log(—1) sprowadzamy rzecz do
przypadku gdy x>1. Mamy bowiem, gdy A=x+}/x*—1,

(/5 =D) (x4 =D=-1,

log (x+)/x2—1)=log (—1)—log (—x+}/x2—=1)= —2CAM +(2A+1) mi.

przy czym wspoirzedne punktu M sg (—x, ]_/_)ST__:T) CZQ%JEczywista jest wtedy
ujemna. W drugim przypadku, gdy A=x—}/x>—1, (x— V=1 (—=x—yx*=1)=
=—1, wigc

log A=log (x — ]/x2 —1)=log (—1)—log (—x — }/)cT——l)= —2CAN+(QA-+1) wi

przy czym N ma wspdtrzedne (——x, —)/ x2—1). Cze$¢ rzeczywista logarytmu jest
dodatnia. W obu przypadkach cze$¢ rzeczywista przedstawia zndw podwojone
pole wycinka hiperbolicznego, czg$¢ urojona jest parzysta wielokrotnoscia pola
kola AEBFA.

obiera na hiperboli punkt M o wspétrzgdnych (

wiec

* *
*

Na str. 90 swej rozprawy Karsten pisze: ,,0 ile wiadomo, nikt jeszcze nie dowiodt,
ze konstrukcja geometryczna przedstawia réwniez wszystkie te niezliezone loga-
rytmy jakiej$ liczby, a takze, Ze na pytanie: jaki jest logarytm pewnej danej wielkosci?
geometria daje tylez odpowiedzi, co analiza”. I dalej , na str. 104: ,,Jest to $wietny
przyktad na to, jak dokladnie rozwazania geometryczné sg w zgodzie z analizg”.
Istotnie, w literaturze matematycznej przed 1768 r. nie znajdujemy wzmianek o
geometrycznej interpretacji logarytmoéw liczb zespolonych Interprctaqa taka wymkla,
jak widzieliSmy, z rozwazania analogii migdzy réwnanami okregu i hiperboli réwno-
osiowej. Na analogi¢ tg zwrdcili uwage juz'w XVII w. G. Saint-Vincent, J. Gregory
i L. Newton. Znaleziony w 1702 r. przez Jana Bernoulliego wzor arc tg x:% logi +fx

i —ix
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wyra?al Juz zwigzek miedzy - rzeczywmtyml wycinkami kolowymi a logarytmanu
urojonymi. Moivre stwierdzit, ze jesli® wielkosci rzeczywxste zastgpi si¢ urojonymi,
zadania o okregu przejda w zadania o hiperboli réwnoosiowej. Spér o logarytmy
liczb ujemnych i zespolonych rozstrzygnal definitywnie Euler; rezultaty swe —
a wérdd nich zwigzek migdzy funkcjami trygonometrycznymi i funkcja wykladnicza,
ktéry Lagrange uwazal za ,,jedno z najpigkniejszych odkry¢ analitycznych w obecnym
stuleciu” — znalazl na drodze analitycznej. Zapewne geometryczny sens tych odkryé
byt mu znany, ale o nim nie pisal. Blizszym interpretacji geometrycznej byt Foncenex;
mozna przypuszczaé, ze wlasnie jego rezultaty — oparte zreszta na sugestii Lagran-
ge’a — staly si¢ bezposrednim Zrédlem pomystu Karstena. .

C. Hobxcuyxu

O T’EOMETPUYECKOV UHTEPITPETALIVIY JIOTAPU®MOB KOMIUIEKCHBIX UMCEJI
B HAVYHON CTATBE KAPCTEHA C 1768 T

Hewmeuxnit MmatemaTtuk B. 5. I'. Kapcrer (1732—1787) B 1768 rony ony6ymkosan B Pedeparax
MIOHXEHCKOM AKaJeMuH OGIIHPHYIO paboTy O JOrapEdMax OTPHUATEIBHBIX M MHHMBIX YHCEI.
Vcnonb3ysi aHAJIOTHIO MEXIY YPaBHEHHSMH OKPYXHOCTH M PaBHOOCEBOM rumepOoIioi, mpeacra-
BHJI NIPOCTYIO T€OMETPHYECKYIO HHTEPIPETALMIO JIOTapU(PMOB KOMIUIEKCHBIX YHMCEJ KakK THIep-
Goymyeckue OTpe3kH (HeHCTBUTENbHBIE MM MHHMBIE). B OONBIIMHCTBE TPYHOB, IOCBELIEHHBIX
HMCTOPHM MAaTEMaTHKH, OTCYTCTBYIOT MaJjleillMe 3aMETKH O TAaKOH MHTEpIpeTaLH.

S. Dobrzycki

L’ INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES LOGARITHMES DES NOMBRES
COMPLEXES DANS UN TRAVAIL DE W. J. G. KARSTEN DE 1768

' Le mathématicien allemand W. J. G. Karsten (1732—1787) a publié en 1768,
dans les mémoires de I’Académie de Munich, un ample travail sur les logarithmes
des nombres négatifs et imaginaires; profitant de l’analogie entre les équations
du cercle et de I’hyperbole équilatére, il en a déduit une simple interprétation
géométrique des logarithmes des nombres complexes comme secteurs hyperboliques
(réels ou imaginaires). Dans la plupart des livres consacrés a l’histoire des ma-
thématiques on me trouve aucune mention de cette interprétation.



