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Grazyna Rosinska
(Warszawa)

KWADRATURAKOLATI ,,LICZBA7t*
W NAUCZANIU MATEMATYKI
NAUNIWERSYTECIE KRAKOWSKIM
W PIERWSZEJ POLOWIE XV W.
RECEPCJAARCHIMEDESA DE MENSURA CIRCULI
POPRZEZ TOMASZA BRADWARDINA GEOMETRIA SPECULATIVA

1. WSTEP

Sprowadzenie powierzchni kota do powierzchni kwadratu zostato postawio-
ne jako problem w matematyce i w filozofii przez greckich medrcéw ze szkoly
Pitagorasa dziatajagcych w V wieku pnel Odkryta niewspétmiemos$¢ dwu
wielkosci, obwodu kota i jego $rednicy, juz wowczas uswiadamiata niemozli-
wos$¢ znalezienia rozwigzania. W terminologii matematyki klasycznej rozwigza-
nie, gdyby istniato, sprowadzatoby sie do skonstruowania, przy pomocy linijki
i cyrkla, kwadratu o powierzchni réwnej powierzchni danego kota. Dzialajacy
réwnolegle z geometrami greccy arytmetycy ,,praktyczni“- logistycy - kto-
rych wiedza nie cieszyfa sie statusem ,wiedzy naukowej“, bowiem wymykata
sie rygorystycznym dowodom (geometrycznym), probowali okresli¢ przyblize-
nia liczbowe, wyrazajace stosunek owych dwu niewsp6tmiernych wielkosci.
Przyblizenia nie miaty statusu ,liczby*. Duzo pozniej, w XVTII wieku, okreslo-
no je symbolem n. Dzieki tym przyblizeniom, od starozytnosci do przynajmniej
potowy XIX wieku, omijajgcproblem kwadratury kotaiproblemnatury
liczby 7t, rozwigzywano zadaniapraktyczne, poprzez konstrukcje geome-
tryczne oraz wyliczenia kolejnych przyblizen 7t
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Czynili tak, na dtugo przed Pitagorejczykami i zapewne nawet nie stawiajgc
»problemu niewspdétmiemosci“, Egipcjanie w XI1X wieku pne. Przyjmowali oni
dla celéw miernictwa powierzchnie kota rowng kwadratowi $rednicy kota po-
mniejszonej o 1/9 Srednicy, stad S=(8/9d)2. Bok kwadratu zatem, ktérego pole
miato by¢ rowne powierzchni kota, wynositby 8/9 d, a stad n ~ 3,1605. History-
cy, poczawszy od M. Cantora, starajg sie odtworzy¢ sposob, w jaki Egipcjanie
doszli do tego przyblizenia2. Podobne préby kwadrowania kota podejmowano
w starozytnym Babilonie a takze w Chinach3

Od czaséw hellenistycznych specjalne miejsce w pracach teoretycznych nad
kwadraturg kota zajmuje traktat Archimedesa (ok. 287 -212 pne), zatytutowany
kukXou (iexpr)aie (Mensura circuit, Miara kota), rozpoczynajacy sie rozdzia-
tem O kwadraturze kolad Archimedes przedstawia tam konstrukcje geome-
tryczng pozwalajacg wyrazi¢ powierzchnie kota poprzez powierzchnie tréjkata
prostokatnego o podstawie réwnej obwodowi kota i wysokosci réwnej jego pro-
mieniowi, ktéry nie trudno jest sprowadzi¢ do kwadratu. Doktadna konstrukcja
takiego trojkata bytaby mozliwa pod warunkiem dokonania tak zwanej, w poz-
niejszej literaturze matematycznej, rektyfikacji okregu, wyrazenia obwodu kota
przy pomocy odcinka.

Dzieto Archimedesa niesie obietnice mozliwosci dokonania przyblizonej
kwadratury kota w oparciu 0 logistyke: z koniecznosci wkracza tu bo-
wiem wyrazenie niewspdtmiemosci obwodu i promienia poprzez liczbowe przy-
blizenia. Archimedes wyliczyt n mieszczace sie w przedziale 3 10/71 <n < 3 1/7,
stad warto$¢ srednia 3,1418, obcigzona btedem ok. 0,0002. Powszechnie postu-
giwano sie wartoscig z nadmiarem. W krakowskich rekopisach matematycznych
i astronomicznych z XV wieku, w obliczeniach wykonywanych dla potrzeb as-
tronomii, miedzy innymi w Summa super tabulas Marcina Kréla z Zurawicy
(alias z Przemysla) odnajdujemy teze warto$¢, zapisywanajako utamek niewtas-
ciwy 22/7, wraz z uwagg ze wyliczyt jg ,,Archemides” lub nawet , Archiperi-
menides“5 Tymczasem, rownolegle do wartosci wyliczonej przez Archimedesa,
funkcjonowata - implicite - w Krakowie, podobnie jak i w ,,reszcie uniwersyteckiej
Europy*, warto$¢ n rowna w przyblizeniu 3,1416, wyliczona przez Ptolemeuszaé.

Historycy w rdézny sposob porzadkujg Zzrodta dotyczace kwadratury kota.
Zgodni sg w jednym, a mianowicie, ze od starozytno$ci do poczatkéw oswiece-
nia powstawaty prace, konstrukcyjne i obliczeniowe, ktére pozostajagc w nurcie
geometrycznym, gtdéwnie, cho¢ nie wytgcznie archimedejskim, miaty na celu
wytacznie zwiekszanie doktadnosci n. W nurcie tym sytuuje sie takze konstruk-
cja Adama Kochanskiego ogtoszona w 1685 roku, dajaca z dobrym przyblize-
niem odcinek rowny potowie obwodu danego kota7. Szczytowym osiggnieciem
fazy pierwszej byto wyliczenie n przez Ludolpha van Cuelen do trzydziestu pie-
ciu miejsc po przecinku. W nastepnej fazie stosowana jest metoda arytmetycz-
na, kolejne przyblizenia n zostajg obliczane przy pomocy utamkow ciggtych
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(Brouckner) badz przez ciagi nieskonnczone (Wallis, James Gregory), osiagajac
do stu miejsc po przecinku. Faza, zwigzana z analizg matematyczng daje nowe
warsztatowo mozliwosci wraz z osiggnieciami Newtona: zamiast metody geo-
metrycznej stosowana jest metoda analityczna (On the method offluxions and
infinite series, 1737). Wreszcie w XIX wieku do proponowanych wcigz nowych
wzoréw obliczern n dochodzg rozwazania metodologiczne. W zwigzku z ref-
leksjg metodologiczng nad podstawami matematyki powstajg studia o naturze
liczby 7, uwiericzone udowodnieniem przez Liouville’a (1844) istnienia liczb
transcendentalnych, obok liczb algebraicznych i wykazaniem, przez Lindeman-
na (1882), ze takze %jest liczbg transcendentalng (nie spetnia réwnania algeb-
raicznego ze wspoétczynnikami wymiernymi). Réwna sie to stwierdzeniu, ze
kwadratura kota nie moze by¢ zrealizowana ani metodami geometrii elementar-
nej, ani przy pomocy krzywych algebraicznych8.

Dzieje kwadratury kota, zwigzane z historia liczby 7t, sq wiec dziejami osig-
gania coraz lepszych przyblizerh w konstrukcjach geometrycznych i w wylicze-
niach 7 (dysponujemy juz ponad 50 bilionami miejsc dziesietnych, a o dalszym
rozwoju sytuacji mozna sie przekonac chociazby otwierajagc w intemecie strone
Uniwersytetu Simona Frasera i pracujgcego tam matematyka J. Borweina) nato-
miast w uzasadnieniach teoretycznych sg potwierdzeniem tego, co przeczuwali
- i czego obawiali sie - Starozytni.

* *
*

Prace nad ,,kwadraturg kota“, jak to sygnalizujg podreczniki historii matema-
tyki, obfitowaty w ciggu wiekbw w momenty takze humorystyczne, zwiaszcza
w XIX-wiecznej Francji, gdzie towarzystwa naukowe byty pono¢ zasypywane
,oryginalnymi* propozycjami rozwigzania problemu. Z podobng namietnosciag
dziatali wowczas chyba tylko wynalazcy perpetuum mobile.

Przesledzenie propozycji kwadrowania kota (poznawczo wartosciowych)
pozwala wejrze¢ w rozwo6j matematyki w pewnych jego aspektach. Chodzi, na
przyktad, o wielkoSci niewspotmierne i o pierwszy kryzys pojecia liczby (cho-
ciaz nie wszyscy historycy oceniajg 6wczesng sytuacje matematyki jako ,,kryty-
czng"), gdy arytmetyce liczb naturalnych zabrakto narzedzia do wyrazenia licz-
bowo niewspdétmiemosci odcinkéw. Innym aspektem tej samej sprawy jest roz-
wijana w zwigzku w niewspotmiemoscig teoria stosunkéw (,,od Eudoksosa do
Dedekinda“) oraz kwestia ciggtosci. Proby wyjscia z kryzysu niewspétmiernos-
ci beda prowadzity do rozszerzenia pojecia liczby, poczatkowo dzieki pracom
logistykéw. Jakkolwiek proby rozszerzenia pojecia liczby na liczby niewymier-
ne bywato uwiktane w rozwazania natury filozoficznej - ktore, jak filozoficzna
fizyka Arystotelesa, nie sprzyjaty ilosSciowemu wyrazaniu zmian w przyrodzie
- to jednak odestania, w badaniu rzeczywistosci fizycznej, do obserwacji i eks-
perymentu, doprowadzity do wypracowania metodologicznego statusu nauk



52 G. Rosiniska

matematyczno-przyrodniczych, funkcjonujacych jako niezalezne od arystoteliz-
mu. Kierunek tych badarn prowadzit od Liber de motu Gerarda z Brukseli w X111
wieku, poprzez XIV-wiecznych matematycznych przyrodnikéw z Merton Col-
lege w Oksfordzie oraz Mikotaja Oresma w Paryzu do astronomii i fizyki mate-
matycznej Galileusza.

Dla potrzeb tego studium zajmiemy sie tylko fragmentem ,,pierwszej tradycji*
dotyczacej kwadratury kota i tylko nurtem archimedejskim w ramach tej tradycji.

2. NURT ARCHIMEDEJSKI W MATEMATYCE EUROPEJSKIEJ
DO POLOWY XV WIEKU.

Kwestia kwadratury kota, tgcznie z odkryciem niewspotmiemosci przekatnej
i boku kwadratu jednostkowego (z przekatng rowng V2), wreszcie kwestia try-
sekcji kata i podwojenia objetosci szeScianu, wskazywaty, ze liczba naturalna
nie jest czynnikiem organizujacym (i wyrazajagcym) Nature. Wydaje sie, ze po-
czatkowo odkrycie to wptyneto w spos6b ograniczajacy na konstruowanie ma-
tematyki (doprowadzito do ,,zgeometryzowania“ arytmetyki), natomiast z pe-
wnoscig wskazato ono kierunek poszukiwania nowego aparatu matematyczne-
go, ktory sprostatby wymogom opisu ilosciowego rzeczywistosci fizycznej. W ma-
tematyce préba przezwyciezenia konsekwencji kryzysu niewspotmiemosci byta
wspomniana juz Eudoksosa teoria stosunkéw, zachowana w V ksiedze Ele-
mentéw Euklidesa, a w naukach przyrodniczych, uksztattowana okoto dwa wie-
ki pézniej, postawa metodologiczna Archimedesa, matematyka, ale i zarazem
przyrodnika, zaprezentowana miedzy innymi w De mensura circuli. Pochodzgca
prawdopodobnie od Eudoksosa, a rozwinieta przez Archimedesa, metoda wy-
czerpywania, zastosowana do obliczenia powierzchni kota, stworzyta pozory
naukowosci - w ramach konwencji metodologicznych klasycznej filozofiil- dla
préb matematycznego opisu $wiata, w tym dla astronomii, postugujacej sie
gtownie geometrig kota i prawie wytacznie ,,liczbami“ niewymiernymi.

W Europie dzietko De mensura circuli byto ttumaczone na tacine wielokrot-
nie. Jak wykazuje Marshall Clagett, z arabskiego dwukrotnie, w X1l wieku przez
Platona z Tivoli, a nastepnie przez Gerarda z Kremony. Po okoto stu latach prze-
ttumaczyt je z greckiego Wilhelm z Moerbeke na prosbe Witelona. Kazde z tych
ttumaczen miato wiasnahistorie oddziatywania na rozwéj matematyki. Jak poda-
je Clagett, najmniejsze znaczenie miato ttumaczenie pierwsze, dalekie od popra-
wnosci i do dzi$ zachowane tylko w trzech rekopisach, natomiast najszerzej
w S$redniowieczu oddziatato ttumaczenie drugie, wielokrotnie poprawiane, za-
chowane w kilku wersjach. Gdy chodzi natomiast o ddziatywanie ttumaczenia
Moerbeke to wigze sie ono gtdwnie z zainteresowaniami humanistéw?.
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W matematyce zachodniego $redniowiecza zagadnienie kwadratury kota po-
jawito sie przynajmniej wraz z pierwszym ttumaczeniem na tacine Archimede-
sowego De mensura circuli oraz ttumaczeniami pism matematykéw kregu isla-
mu, inspirowanych Archimedesem10 Ale nie wydaje sie, by juz wéwczas Archi-
medes wptynat w jaki$ znaczacy sposéb na tok rozwazan nad naturg metodolo-
gii nauk przyrodniczych opartych na matematyce, do ktérych zaliczano, poza as-
tronomig takze optyke i mechanike. Natomiast przynajmniej od X111 wieku, a szcze-
golnie od potowy XIV, specyficzna postawa metodologiczna ,,matematyczno-
przyrodnicza“ reprezentowana przez samego Archimedesa (dlajej okreslenia hi-
storycy - Righini-Bonelli i William Shea - ukuli nawet termin ,,archimedyzm*)
z pewnoscig wptyneta na skonstruowanie matematyki bedacej narzedziem , kwan-
tyfikowania jakosci®, w tym bedacej préba ilosSciowego wyrazania ruchu przy-
spieszonego.

Taka tez matematyke kreowali, poczawszy od Gerarda z Brukseli (XIII
wiek), autora Liber de motu-Ksiega o ruchu, i w nawigzaniu do dorobku Archi-
medesa, autorzy z epoki ,kohczacego sie Sredniowiecza“: Mikotaj Oresme oraz
Tomasz Bradwardin. Interesujacy nas tutaj rozdziat dzietka Bradwardina Geo-
metria spekulatywna, poswiecony kwadraturze kota, wykorzystywany w nau-
czaniu matematyki w Krakowie, przytacza wprost rozwigzanie problemu kwa-
dratury pochodzace z Archimedesa De mensura circuli.

Pierwsza potowa XV wieku jest wazna dla rozwoju matematyki, przyniosta
ona bowiem, poza powszechniejszg recepcjg Archimedesa, ktéra w Krakowie,
jak sie wydaje, dokonywata sie gtéwnie poprzez Geometria specidativa Brad-
wardina, takze, i juz niezaleznie od Archimedesa i Bradwardina, znaczne
osiagniecia logistykow i astronoméw w dziedzinie postugiwania sie liczbami
niewymiernymi. Wyktad na temat pojecia utamka dziesietnego, znajdujacy sie
w traktatach Arithmetica oraz Compositio instrumenti Giovanniego Bianchinie-
go i towarzyszace mu objasnienia dziatan arytmetycznych na utamkach dziesiet-
nych, niewiele odbiegajgod objasnien, ktére nastepnie bedgprezentowane przez
matematykow nowozytnych. Natomiast sam wyktad powstal, jak sie wydaje,
gtéwnie ze wzgledu na stosowanie liczb niewymiernych w trygonometrii (tabli-
ce funkcji trygonometrycznych) oraz w astronomii, ktérej struktura matematycz-
na sprowadzata sie do trygonometrii sferycznejil

3. ,KRAKOWSKIE TEKSTY"* O KWADRATURZE KOLA.
ANALIZA MATERIALU REKOPISMIENNEGO.

W czterech pietnastowiecznych ,kodeksach krakowskich* - co znaczy tutaj
kodeksach powstatych w zwigzku z nauczaniem uniweresyteckim w Krakowie,
a jeszcze blizej okre$lajac, w zwigzku z nauczaniem geometrii, arytmetyki,
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astronomii i optyki na wydziale sztuk wyzwolonych tutejszego uniwersytetu
- zachowaty sie niemal jednakowo brzmigce teksty o strukturze niewielkiego
traktatu. W dwu z tych kodeksow traktacik opatrzony jest tytutem Quadratura
circuli, i w trzech sposréd czterech tekstowi towarzysza rysunki geometryczne
(jeden z nich wykonany nieprawidtowo).

Analiza traktaciku, a takze poszukiwania majace na celu okreslenie jego
miejsca w dos$¢ bogatej w Sredniowieczu (w sensie r6znorodnosci kompilacji)
tworczosci dotyczacej kwadrowania kota, pozwolity ustali¢, ze jest to nieznacz-
na przerébka rozdziatu koicowego Geometrii (Geometria speculativa) Tomasza
Bradwardina. We wszystkich czterech tekstach Bradwardin wraz z Archimede-
sem cytowani sg z imienia. Tomasz Bradwardin wymieniany jest jako ,,Henricus
['] Bragburdinus* lub ,,Hynricus Bragwurdinus“, natomiast Archimedes to,,Alte-
midis*, albo ,,Archimenides*.

Bradwardin, ktéry pracujgc nad opisem matematycznym zmian zachodza-
cych w obserwowanej rzeczywistosci fizycznej, probowat ujaé ilosciowo zmia-
ny jakosciowe, zmuszony byt do poszerzenia ,,warsztatu matematyka“ i wyjscia
poza Elementy Euklidesa. W Geometria speculativa odwotuje sie on do Archi-
medesa De mensura circuli. Te same odestania do Archimedesa sg zachowane
w traktaciku , krakowskim®“ Quadratura circuli.

Quadratura circuli zachowata sie w nastepujacych rekopisach: BJ 552, BJ
1844, BJ 1918 i BJ 1927. Kodeksy pochodzg z okresu miedzy ok. roku 1420
i 1447 i - jak Swiadczy zesp6t pism w nich zachowany - wszystkie cztery
powstaty w zwigzku ze studiami na wydziale sztuk wyzwolonych krakowskiej
Wszechnicy. Najstarszy z nich powstat w trakcie odbywania studiéw przez Jana
z Ludziska ok. roku 1421 (BJ 552), a trzy pozostate w latach czterdziestych XV
stulecia, od 1444 do 1447, w zwigzku ze studiami Jana z Olkusza zwanego
»Starszym*® (BJ 1927) z 1444-1445, Jana z OS$wiecimia (BJ 1918) z roku 1447
oraz w zwigzku ze studiami Jana z Inowroctawia (BJ 1844) - ten ostatni kodeks
podaje tylko jedng date, rok 1454, natomiast poniewaz jako catos¢ jest wyraz-
nie pokrewny kodeksowi BJ 1927, mozna uznac, iz nalezy do tej samej, co on
tradycji. Tylko rekopis BJ 552 zostal opisany w opublikowanej dotad czesci
Catalogus codicum manuscriptorum medii aevi Latinorum qui in Bibliotheca
Jagellonica Cracoviae asserventur (Tom 3, s. 345-350). Natomiast zawartos¢
i uktad tresci pozostatych kodekséw mozna odtworzyé korzystajac badz z wy-
danego w serii ,,Studia Copemicana“ repertorium Scientific Writings and Astro-
nomical Tables in Cracow, XIV-XVI century, badz z Katalogu rekopiséw Biblio-
teki Uniwersytetu Jagielloniskiego opracowanego w koricu XIX wieku przez Wia-
dystawa Wistockiego.

Kodeksy podaje w kolejnosci chronologicznej.

BJ 552: Kopista i wkasciciel kodeksu: Jan z Ludziska-Pri/ratf/HWseso/; ipsescri-
ba, auctor et glossator, loannes de Ludziskafuit. Tekst robi wrazenie skopiowanego
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z niskiej jakoSci wzoru. Tekst De guadratura wpisany na k,125v, natomiast rysu-
nek na k,125r. Kodeks kopiowany okoto roku 1421n.

BJ 1927: Kopista i wkasciciel kodeksu: Jan z Olkusza Starszy. Kodeks kopio-
wany w latach 1444 i 14453,

BJ 1918: Kopista: Jan z Oswiecimia. Na k.40r: Explicit tercius liber Geometrie
Euclidis commento Campani annexo per Johannem de Osswanczym, ...quadrage-
simo septimo...(1447). Rysunek towarzyszacy De guadratura niekompletnyl4

BJ 1844: Jan z Inowroctawia, k,180v. Jedyna data w rekopisie to rok 1454,
Wczesniejsze badania ukazujg Scisty zwazek tresci BJ 1927 i 184415

Kodeksy zatem powstaty w kregach dziatalnosci dwu wybitnych wykta-
dowcow na wydziale artium liberalium: Wawrzyrica z Raciborza, nalezgcego
do grupy znaczacych wyktadowcéw quardivium w Krakowie w latach dwu-
dziestych i trzydziestych XV wieku, oraz Marcina Kréla z Zurawicy (alias z Prze-
mysla), najwybitniejszego wykladowcy w latach czterdziestych tego stulecia i
z pewnoscigjednego z autoréw sukcesu naukowego krakowskiej szkoty astrono-
micznej w ostatnich dziesiecioleciach XV wieku (posrednio wptynat na Wojcie-
cha z Brudzewa)ls Matematycy i astronomowie z otoczenia Marcina Kréla stwo-
rzyli Srodowisko naukowe, w ktérym ksztattowat swe poglady Kopernik.

4. .KRAKOWSKA®“ QUADRATURA CIRCULL
TLUMACZENIE NAJEZYK POLSKI | UWAGI

Podstawa dla zamieszczonej w aneksie edycji Quadratura circuli, na ktorej
opiera sie ttumaczenie polskie, jest tekst zachowany w kodeksie BJ 1927. Jest
on najpoprawniejszy ze wszystkich czterech, nie roznigc sie przy tym wiele od
pozostatych dwoch tekstow pochodzacych z kregu Marcina Kréla z Zurawicy,
natomiast nieco bardziej rozni sie od tekstu skopiowanego w latach dwudzie-
stych, (BJ 552), zdecydowanie najmniej poprawnego (edycje tego tekstu podaje
osobno, w przypisie 12).

KWADRATURA KOtA

Dla wykazania kwadratury kota, odpowiednio do tego, co daje do zrozu-
mienia rysunek, zaktadam twierdzenie magistra Henryka [!] Bradwardina znaj-
dujace sie w trzeciej czesci jego Geometrii, jest to twierdzenie ostatnie, O kwa-
draturach'.

Powierzchnia kazdego kota réwnajest prostokatowi zawartemu miedzy po-
towa obwodu [tego kota] ipotowa [jego] Srednicy.

Zaktadam takze to oto twierdzenie Archimedesa:
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Kazde koto réwnejest trojkatowi, ktéregojeden z dwoch bokéw zawierajgcych
katprostyjest rowny potowie Srednicy kota, drugiza$ z nich odcinkowi réwnemu
obwodowi kota. Proporcja zas obwodu do $rednicyjest 3 ijedna siodma.

Na przyktad: niech bedzie koto ABC, niech bedzie AC jego $rednicg, a AD
potowaq Srednicy. Z punktu D bedzie prowadzona prostopadta [do AC], DE, az
do [osiagniecia przez nig] dtugosci obwodu owego kota. Zostanie takze przepro-
wadzony odcinek tworzgcy tréjkat AED.

A G F

Wedtug Archimedesa, tréjkat AED jest rowny kotu. Dowodzi tego [w spo-
sob] jak najbardziej pewny i stad wynika teza.

Prowadze zatem prostag AF rownolegtg do DE i prowadze FE, tworzac czwo-
rokagt. Mam zatem réwnolegtobok AFDE podzielony na dwa trojkaty przez
przekatng AE. Oba te tréjkaty przylegajace do przekatnej sa [sobie] réwne,
zgodnie z przedostatnim [twierdzeniem] rozdziatu O tréjkatach.

Koto zatem bedzie rowne jednemu z tréjkatow, na podstawie twierdzenia
Archimedesa przyjetego jako przestanka, zatem caty rownolegtobok jest dwa ra-
zy wiekszy od kota. A zatem, potowa [powierzchni] owego réwnolegtoboku, czy
czworokata, bedzie réwna [powierzchni] kota.

Podziele zatem ten czworokat odcinkiem GH na dwa réwne czworokaty.
Kazdemu z nich bedzie réwne koto. Poniewaz kazdy z nich zawarty jest miedzy
potowg obwodu [kota] i potowa [jego] Srednicy, jak wynika z odwrotnosci przy-
toczonego twierdzenia magistra Bradwardina, zatem: koto bedzie rdwne czwo-
rokatowi zawartemu miedzy potowa obwodu i potowg $rednicy.

Jesli ten czworokat sprowadzi¢ do kwadratu, to przez pierwsze twierdzenie
[Archimedesa] O kwadraturach, koto zostanie skwadrowane.

Ta powierzchnig to znaczy czworokat, moze takze zosta¢ skwadrowana na
podstawie ostatniego twierdzenia drugiej ksiegi [Elementow] Euklidesa. | to wy-
starczy na temat kwadratur.
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W edycji ,.krakowskiego tekstu“ podanej w Aneksie podkreslono te fragmen-
ty tekstu, ktore wyraznie majg zwigzek z rozdziatem De quadraturis z Geometrii
Bradwardina. Zalezno$¢ te mozna prze$ledzié, porownujac ,,tekst krakowski*
z edycjg krytyczng De quadraturis Bradwardina opracowang przez Marshalla
Clagettalr. Poniewaz, wedtug Clagetta, Bradwardin postuzyt sie prawdopodobnie
ttumaczeniem Archimedesowego De mensura circuli dokonanym przez Gerarda
z Kremony, zatem badany tekst krakowski magtby Swiadczy¢, ze w przypadku re-
cepcji Archimedesa w Krakowie postugiwano sie wersjg De mensura circuli
w ttumaczeniu Gerarda.

Wydaje sie, ze najwiasciwiej bytoby okredli¢ ,tekst krakowski“ nie jako
skrot i przerobke traktatu Bradwardina, ale raczej jako kompilacje. Autor wyko-
rzystat bowiem nie tylko Archimedesa poprzez Bradwardina, ale ponadto same-
go Bradwardina Geometria speculativa. Odnidst sie takze, w ostatnim zdaniu,
do twierdzenia 14 ksiegi Il, Elementow Euklidesa w wersji znanej w XV wieku
w Krakowie: Zbudowa¢ kwadrat rowny danemu tréjkatowi.

Gdy chodzi o pokrewieAstwo stownictwa ,krakowskiego tekstu“ i Bradwar-
dina, to w obu przypadkach Archimedes nazwany jest ,,Archimenides“, ponadto
istniejg bliskie analogie rysunkéw i ich oznaczen.

5. ZAKONCZENIE | WNIOSKI

Krakowska Quadratura circuli jest interesujgcym sygnatem, wskazujgcym,
po pierwsze, na uzupetnianie w nauczaniu geometrii wyktadu Elementéw Eukli-
desa traktatami geometrycznymi innych autorow. Nastepnie wskazuje na
wczesng recepcje w Krakowie Geometria speculativa Bradwardina (i poprzez
Geometrie dzieta matematycznego - De mensura circuli- Archimedesa). Te $wia-
dectwa znajomosci pism Archimedesa i Tomasza Bradwardina sg wazne, ponie-
waz w ksiegozbiorze Biblioteki Jagiellonskiej, i og6lnie wéréd kodeksdw Swiad-
czacych o nauczaniu matematyki w Krakowie, rozsianych w bibliotekach Euro-
py, jak sie wydaje, nie zachowaly sie , krakowskie* kopie catego dzieta De men-
sura circuli Archimedesa czy Geometria speculativa Bradwardina. Pozostajg
wiec Swiadectwa znajomosci tych dziet poprzez odniesienia do ich fragmentow
(cytaty), jak to jest w przypadku Quadratura circuli.

Wczesna recepcja w Krakowie Geometria speculativa jest potwierdzona tak-
ze przez Sedziwoja z Czechta, krakowskiego magistra a nastepnie wyktadowcy,
nieco miodszego od Jana z Ludziska, stanowigcego pomost miedzy pokoleniem
astronoméw wychowanych w kregu Wawrzyrica z Raciborza i pokoleniem z kre-
gu Marcina Krdla z Zurawicy. W wyktadach astronomii teoretycznej Sedziwo-
ja z 1430 roku, zachowanych w formie komentarza do Theorica planetarum,
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uzywanego powszechnie podrecznika uniwersyteckiego astronomii (rekopis BJ
1929 k. 92v - 149v) istnieje odestanie do Bradwardina. Tam tez, podobnie jak
w Marcina Kr6la Summa super tabulas podana jest wartos¢ n jako ,,rowna“ 22/7.

Natomiast gdy chodzi o tekst ,,krakowski“, w zwiazku z prébami rekonstruk-
cji oddziatywania Archimedesa De mensura circuli w Europie u progu nowozyt-
nosci, to wszystko co dotyczy recepcji tego autora w kregu kultury tacinskiej,
w formie adaptacji i przerobek jego dziet, nawet czerpanych ,,z drugiej reki“, jak
tu za posrednictwem Geometrii spekulatywnej Bradwardina, jest wazne wobec
szczegO6lnego znaczenia postawy badawczej Archimedesa dla powstania metody
(i metodologii) nauk przyrodniczych.

W plaszczyznie badania tekstéw, po monumentalnym, Zrédtowym dziele
Marshalla Clagetta Archimedes in the Middle Ages, wszelkie publikacje na te-
mat réznych wariantéw tekstéw Archimedesa, kompletujg obraz recepcji dziet
Archimedesa w Europie.

Aneks
Edycja krytyczna Quadratura circuli

Podstawa edycji: tekst z rekopisu BJ 1927, k. 134v. W aparacie krytycznym
uwzgledniono A - rekopis BJ 1844, k. 180v; B - rekopis BJ 1918, k. 40r. Fragmenty
podkreslone linig ciagta, a takze rysunek, zostaty zaczerpniete przez krakowskiego au-
tora z Tomasza Bradwardina Geometria speculativa, rozdz. De quadraturis. (Por. Ed.
princeps: Paris 1495,k.14v- 15r.orazEd. krytyczna, M. Clagett, o.c. s. 34, przypis 11,
wiersze 47 - 86 i towarzyszacy im aparat krytyczny s. 35). W edycji zachowanajest ory-
ginalna ortografia.

<QUADRATURA CIRCULI>

Pro demonstracione quadrature circuli, secundum quod in figura innuitur’,
proposicionem magistri Henrici Brangburdini positam in tercia sue Geometrie
parte suppono, et est ultima, De quadraturis: Area omnis circuli equalis est te-
tragono sub medietate circumferencie et medietate dyametri contento. Item sup-
pono hanc proposicionem Archimenidis:

Omnis circulus triangulo ortogonolest equalis, cuius unum duorum laterum
rectum angulum continencium medietate dyametri circuli equale est, alterum au-
tem ipsorum linee continenti circulum est equale. Est autem proporcjo linee con-
linentis circulum ad dyametrum tripla sesquiseptima.

1B ortogono/orthogono.
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Verbi gracia: Sit circulus ABC, sit AC dvameter et eius semidvameter sit AD
et a puncto D2ducatur linea orthogonaliter PE usque ad equalitatem circumfe-
rencie ipsius circuli. Item ducatur AE linea perficiens ipsum triangulum AED,

G

Est igitur intencio Archimenidis quod triangulus AED est equalis circulo et
hoc demonstrat certissime. ex quo sequitur intentum.

Ducam enim AF lineam equedistantem DE linee et ducam FE tetragonum
perficiens. Habebo ergo paralellogramum istud AFDE divisum in duos tridangu-
los per dyametrum AE et illi duo trianguli circumstantes ipsum dvametrum sunt
equales per penultimam, capitulo De triangulis. Erit circulus uni illorum trian-
gulorum equalis per premissam proposicionem Archimenidis, ergo totum para-
lellogramum est duplum ad circulum, et per consequens medietas illius paralel-
logrami vel tetragoni erit equalis circulo.

Dividam ergo istum tetragonum3in duos tetragonos equales per lineam GH
et erit circulus alterutri equalis. Sed quilibet illorum continetur sub medietate
circumferencie et medietate dyametri, ut patet ex conversa proposicionis Magis-
tri Brangburdini, ergo circulus erit equalis tetrdgono sub semicircumferencia et

Si ergo quadretur iste tetragonus per primam proposicionem De quadraturis
erit circulus quadratus. Eciam potest ista superficies vel tetragonus quadrari per
ultimam proposicionem secundi libri Euclidis4. Et hec sufficiant de quadraturis.

Przypisy

'Z.Jordan :O matematycznych podstawach systemu Platona. Poznan 1937 s. 33
- 50.J. Widomski:Ontologia liczby. Krakéw 1996 s. 16-36, szczegolnie s. 33-35.
A. Juszkiewicz: Historia matematyki. T. 1L Od czasow najdawniejszych do
poczgtkow mysli nowozytnej. Thum. S. Dobrzycki. Warszawa 1975 s. 75-77.

2 Bom. D.3Bser. et del. paralellogramum. 4 Euklides Il, 14: Dato trigono equum
quadratum describere.
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2 Udokumentowane w tzw. ,,Papirusie Rhinda“ z potowy XVII w pne. Jest to kopia
wczesniejszego traktatu. Dyskusje trwajg na temat, jak daleko wstecz mozna datowaé
oryginat oraz jakie techniki zastosowano w obliczaniu przyblizen. Por. H. Engels:
Quadrature o fthe circle in ancient Egypt. W: Historia Mathematica T. 4 (1977) s. 137—
140. Reprodukcja i edycja zrodtaporL. Berggren,J. Borwein.P. Borwein:
PI: A Source Book. Springer-Verlag New York Berlin Heidelberg 1997 s. 1-2.J.Dhomb-
res:Nombre, mesure et continu. Epistemologie et histoire. Paris 1978 s. 106-107.

30. Neugebauer.W. Struve: Ueber die Geometrie des Kreises in Babilo-
nien. ,,Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik*. Abt. B. Bd. 1 1931 s. 85.
C. Jami :Une histoire chinoise du ,,nombre n". ,Archive for History of Exact
Sciences”. T. 38 (1) 1988 s. 39-50.

4Wykaz zrddel, kolejnych edycji dziet Archimedesa (w tym obszerne studium do-
tyczace kwadratury kota) oraz wykaz literatury do wczesnych lat pieédziesigtych: por.
E. J. Dijkstehuis: Archimedes. Copenhagen 1956, s.33—49 oraz Marshall
Clagell:Archimedes in the Middle Ages. Vol. I: The Arabo-Latin Tradition. Madi-
son 1964. Por. takze . Dhombres, op.cit., s. 107-109.

5Marcina Kréla z Zurawicy Summa super tabulas, rekopis Biblioteki Jagielloriskiej,
BJ 1927 k. 276r.

6Por. David E. Smith: The History and Transcendence ofn. W: Monographs on
Topics o fModern Mathematics Relevant to the Elementary Field. Ed. by J. W. A. Young.
New York 1955 s. 389-416. Takze L. Berggren et alii, : PI: A Source Book, por
przyp. 1, w dziele tym podano prace od Starozytnosci do Newtona, od Newtona do Hil-
berta oraz prace z wieku XX (ostatni z podanych wzoréw pochodzi z roku 1996).

7 Praca Kochanskiego zostata opublikowana w ,,Leipsiger Berichte” w 1685 roku.
Reprodukcja i krotkie oméwienie konstrukcji Kochaniskiego podane jest w: J, Dian -
ni, AWachutka: Tysigc latpolskiej mysli matematycznej. Warszawa 1963 s. 102—
103. A. A. Kochanski wymieniony jest takze w pracy H. C. Schepler: The chrono-
logy o fPi. ,,Mathematics Magazine* March-April 1950 s. 222: ,, This construction pas-
sed into many geometrical text-books*.

8Por David E. Smith, op.cit., s. 394.

9Kolejne ttumaczenia Archimedesa De mensura circuli, z arabskiego natacine, a na-
stepnie z greckiego na facine, oraz ich oddziatywanie na mysl zachodnioeuropejska por.
M. Clage 11, op.cit. s. XDC-XXIX, 1-58.

10 Verbafiliorum Moysi Filii Sekir: Maumeti, Hameti, Hasen. (Ksiega pomiarow
ptaszczyzn i bryt w osiemnastu rozdziatach). Traktat inspirowany dzietami Archimede-
sa, thumaczony z arabskiego na tacine przez Gerarda z Kremony w XII wieku.

1 Traktat Giovanniego Bianchiniego Compositio instrumenti zostat opublikowany
przezP.Garuti :GiovanniBianchini. Compositio instrumenti (Cod. Lat. 145(T.6. 19)
della Biblioteca Estense di Modena . A cura di Paolo Garuti eon introduzione di Gino
Arrighi. ,,Rendiconti Classe di Lettere e Scienze Morali e Fisiche. Vol. 125(1) :1991 s. 95-127.
(Istituto Lombardo Accademia di Scienze e Lettere, Milano 1992). Traktat ten zostat na-
stepnie przeanalizowany pod katem zaprezentowanej tam, pierwszej w Europie, ,aryt-
metyki utamkéw dziesietnych“, w: G. Rosifiska: Decimal positional fractions.
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Their usefor the surveyingpurposes. (Ferrara, 1442). ,,Kwartalnik Historii Nauki i Tech-
niki*“. 40 (4): 1995 s. 17-32.

PJan z Ludziska, por. B. Nad o 1sk i, Polski Stownik Biograficzny, t. X (1963)
s. 461-462. Opis rekopisu A. Koztowska: Catalogus..., t. 3's. 345-350. Oto tekst
Quadratura circuli z rkp BJ 552 k. 125-125v:

Pro demonstracione quadrature circuli secundum quod in figura precedenti inveni-
tur assumo hanc proposicionem magistri Hynrici Bragwurdini positam in ipsius geome-
tria et est ultima, De quadraturis:

Area omnis circuli equalis est tetragesimo [!] subaudite ['] circumferencie sue et me-
dietate dyametri contento.

Item suppono hanc proposicionem Altimidis:

f- Omnis circulus triangulo ortogono est equalis, cuius unum duorum laterum rectum
angulum continencium medietate dyametri circuli equale est, alterum autem ipsorum li-
nee continenti circulum est equale.

Est autem proporcio linee continentis circulum ad dyametrum tripla sesquiseptima.

Verbi gracia: Sitcirculus a ¢ b, sit a c dyameter et eius semidyameter sit a d et a punc-
to d ducatur linea orthogonaliter d ¢ usque ad equalitatem circumferencie ipsius circuli.
Item ducatur a e linea perficiens ipsum triangulum a e d.

Est igitur intencio Altimedis quod triangulus a e d est equalis circulo et hoc de-
monstrat certissime, ex quo sequitur intentum.

Ducam enim a f lineam equedistantem d e linee et ducam fa ['] tetragonum perficiens.

Habebo ergo parallellogramiun istud a fd e divisum in duo triangulos per dyametrum
a e et illi duo trianguli circumstantes ipsum dyametrum sunt equales per primam propo-
sicionem secundi libri Euclidis et circulus est uni illorum triangulorum equalis per pre-
missam proposicionem Altimedis, ergo totum paralellogramum est duplum ad circulum
et per consequens medietas illius paralellogrami vel tetragoni erit equalis circulo.

Dividam ergo istum tetragonum in duos tetragonos equales per lineam g h et erit cir-
culus alterutri equalis. Sed quilibet illorum continetur sub medietate circumferencie et
medietate dyametri, ut patet ex conversa proposicionis Bragwurdini, ergo: circulus erit
equalis tetragono sub semicircumferencia et semidyametro contento.

Quadretur igitur tetragonus per primam proposicionem De quadraturis et erit circu-
lus quadratus. Et sic potest ista superficies vel tetragonus quadrari per ultimam proposi-
cionem secundi libri Euclidis. [Dodano pod tekstem]: ipotenuse dicuntur linee oblique
se respicientes.

Blan z Olkusza Starszy, por. A.Birkenmaj er :Polski StownikBiograficzny t. X (1963)
s. 465-466. Pozycje z kodeksu BJ 1927 zarejestrowane w: G. RosifAska: Scientific
Writings and Astronomical Tables in Cracow. A Census o f Manuscript Sources. ,,Studia
Copemicana“ t. XXII Krakéw, Warszawa 1983 s. 555.

MJan z OSwiecimia, por. H. B aryc z : Polski Stownik Biograficzny, t. X (1963)
S. 467-468. Pozycje z kodeksu BJ 1918 zarejestrowane jak wyzej. ,,Kwadratura“ z re-
kopisu BJ 1918 znana byfa M. Clagettowi. Dodat o niej wzmianke w Archimedes in the
Middle Ages t. Ill, Philadelphia 1978, s. 1250, nazywajac tekst ,,a free version“ frag-
mentu Geometrii Bradwardina.
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BJan z Inowroctawia, por.W. Sz e 1iska :Polski Stownik Biograficzny, t. X (1963)
s. 454. Pozycje z kodeksu BJ 1844 zarejestrowane jak wyzej.

BPor. G.Rosinska: Nieznany traktat astronomiczny Marcina Krdla z Zurawi-
cy. Zproblematyki i metod krakowskiej szkoty astronomicznej w XV wieku. ,,Kwartalnik
Historii Nauki i Techniki“ 2: 1972 s. 227-234.

M. Clagell,op.cit, s. 34, przypis 11.

BG. Rosinska: Sandivogius de Czechel et | ecole astronomique de Cracovie
vers 1430. ,,Organon® 9: 1973 s. 221.

Grazyna Rosifska

QUADRATURE OF THE CIRCLE AND THE ,,NUMBER 7I,,
IN THE TEACHING OF MATHEMATICS AT CRACOW UNIVERSITY
IN THE FIRST HALF OF THE 15TH CENTURY.
RECEPTION OF ARCHIMEDES’DE MENSURA CIRCUL1
BY MEANS OF THOMAS BRAD WARDINUS’ GEOMETRIA SPECULATIVA

The paper deals with a short treatise Quadratura circuli preserved in four Cracow ma-
nuscripts from ca. 1420 (ms. BJ 552) and ca. 1445 (mss. BJ 1844, BJ 1918, and BJ 1927),
related to the teaching of mathematics and astronomy at the faculty of arts at Cracow uni-
versity. The Quadratura circuli is very close to a fragment of Bradwardinus’ Geometria spe-
culativa devoted to the quadrature ofthe circle. The comparison was done with Bradwardi-
nus’text in Marshall Clagett’s edition in Archimedes, vol. 1 p. 34, lines 40-85. (See above
the Annex and annotations 4 and 17).



