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PIETRO MENGOLII SZEREGI LICZBOWE
PREHISTORIA FUNKCJI £ RIEMANNA

Surowg i jednoznacznie negatywng ocene tych wszystkich, ktérym przyszto
pisa¢ o dziejach nauki, w szczegdlnosci matematyki, zawart we wstepie do swej
niewielkiej ksigzeczki Apologia matematyka wybitny matematyk angielski
Godfrey Harold Hardy (1877-1947). Pisat on:

»Znalezienie sie w sytuacji piszagcego o matematyce to smutne przezycie dla
zawodowego matematyka. Zadaniem matematyka jest przeciez robienie czego$
[konkretnego], dowodzenie stusznosci nowych twierdzen, wzbogacanie matematy-
ki, nie za$ gadanie o tym, co zdziatat on sam lub inni matematycy. Mezowie stanu
gardza politykami, malarze - krytykami sztuki, a fizjolodzy, fizycy i matematycy
podzielajg zazwyczaj to uczucie; nie ma szyderstwa wiekszego i, na ogét, bardziej
usprawiedliwionego, niz drwienie z ludzi, ktérzy staja sie objasniaczami. Komen-
towanie, krytyka i wystawianie ocen to praca dla drugorzednych umystéw”1

Powstata u schytku zycia Apologia petna jest wielu trafnych, co wazniejsze
- oryginalnych spostrzezen; niemniej, jak w wielu skrajnych wypowiedziach,
tak i w powyzszej, précz pewnej dozy stusznosci, jest tez co$, co budzi zdecy-
dowany sprzeciw.

Niewatpliwie kazdy wielki, nieoczekiwany postep w naukach przyrodni-
czych wymaga jakosciowego skoku, przebtysku intuicji lub wrecz geniuszu,
ktory pozwala pokonaé przepas¢. Sa takie osiggniecia, ktérych nie sposéb z gory
zaplanowac, tym bardziej - metodycznie roztozy¢ na szereg drobnych krokéw,
z ktérych kazdy bytby wzglednie tatwo wykonalny, a wszystkie razem ztozytyby
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sie na 6w jakosciowo nowy skok, ktory tworzy autentyczny naukowy postep.
Z pewnoscig nie sg to sytuacje, w ktorych przystowiowa ilo$¢ przejdzie osta-
tecznie w jakosc.

Nie oznacza to jednak, by ,,objasnienie” miato by¢ jedynie bezwarto$ciowg
mierzwg, na ktorej wyrastajg kwiaty naukowych odkry¢. Jest bowiem rzeczg
oczywistg, ze staranna analiza subtelnych, ukrytych mechanizmdw, ktére na da-
nym etapie rozwoju nauki doprowadzity do tego, ze pewne zagadnienia dojrza-
ty do postawienia, inne do rozwigzania, jeszcze inne za$ winny zaczekac na sto-
sowny, dostateczny przyrost wiedzy - moze by¢ pracg wartoSciowg oraz
inspirujaca, i to nawet dla przysztych odkrywcow.

Mysl przewodnia tego artykutu jest wiec nastepujaca: précz pewnych, nigdy
dotychczas w polskiej literaturze naukowej nie podejmowanych faktow dotycza-
cych godnej uwagi postaci Pietra Mengolego, zamierzam przedstawi¢, na przy-
ktadzie jego osiggnie¢, pewne ogdlne prawidtowosci historyczne zwigzane z roz-
wojem matematyki. Otdz w czasach, w ktérych przyszto mu zy¢, byt on w stanie,
jako pierwszy, postawié i skutecznie rozwigzac pewne problemy (zbiezno$¢ sze-
regu geometrycznego, rozhieznos$¢ szeregu harmonicznego). Pewne inne mogt
jedynie sformutowac, lecz rozwigzanie pozostawit potomnym, jak to sam okreslit:
»,bogatszym talentom” (suma odwrotnosci kwadratow). Jeszcze innych, z dzisiej-
szego punktu widzenia dos¢ fatwych i naturalnych, nie byt w stanie - ze wzgle-
du na poziom matematyki w tych czasach - nawet poprawnie rozezna¢ (szyb-
ko$¢ rozbieznosci szeregu harmonicznego).

Teoria funkcji zwanej dzi$ £ (dzeta) Riemanna i rozmaitych jej uog6lnien
(£ Hurwitza, £ Epsteina, £ Hawkinga oraz tzw. L-funkcji) ,,stanowi jedno z naj-
piekniejszych osiggnie¢ matematyki”2 Skad tak entuzjastyczna, a przy tym ja-
whnie nieprecyzyjna opinia u raczej mato sktonnych egzaltacji matematykow?
Mowiagc w najwiekszym skrécie: funkcja ta zawiera w sobie, w postaci nader za-
szyfrowanej, informacje o rozmieszczeniu liczb pierwszych. Zbadanie roz-
mieszczenia tych liczb wsérdd wszystkich liczb catkowitych to, zgodnie z po-
wszechnym ws$réd matematykdw pogladem, zagadnienie, po pierwsze:
naturalne i bardzo tatwe do postawienia, po drugie: niezwykle wazne i brze-
mienne w skutki dla teorii liczb, po trzecie za$ - skrajnie trudne. Dobrze zdawat
sobie z tego sprawe ,ksigze matematykéw” Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), gdy w swym fundamentalnym dziele Disguisitiones afAthmeticae
(Rozwazania o arytmetyce) pisat:

»,Rozdzielenie liczb pierwszych od liczb ztozonych oraz rozktad tych ostatnich
na czynniki pierwsze to jedno z najwazniejszych, a jednoczes$nie najbardziej uzy-
tecznych zagadnien w arytmetyce. Zardwno starozytni, jak i nowocze$ni geometrzy
wiozyli w to tyle ciezkiej pracy oraz dociekliwosci, iz petne omawianie tego bytoby
catkiem zbedne [...] Co wiecej, godnos¢ samej nauki wymaga, by poczyni¢ wszelki
mozliwy wysitek w celu rozwiazania problemu tak estetycznego i tak stawnego.”3
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Problem, o ktérym pisze Gauss, czyli odpowiedZ na pytanie czy dana liczba
jest pierwsza, czy nie, cho¢ ideowo prosty, w praktyce, dla bardzo duzych liczb,
moze by¢ niezwykle zmudny i czasochtonny. Zagadnienie to jest wcigz intesy-
wnie badane. Starozytny algortm (tzw. sito Eratostenesa) metodycznego ,,prze-
siewania” kolejnych liczb naturalnych ma ograniczone znaczenie. Od tej pory
opracowano wiele szybszych algorytméw. Najnowsze osiggniecie w tej dziedzi-
nie pochodzi z sierpnia 2002 r. i nalezy do tréjki matematykow hinduskich4.

Nieoczekiwany zwigzek funkcji zwanej pézniej funkcjg Gz liczbami pier-
wszymi5 znalazt w roku 1737 Leonhard Euler (1707-1783), natomiast naj-
wiekszego kroku dokonat Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
(stad p6zniejsza nazwa tej funkcji)6. Wiekszos¢ styszata o stawnej hipotezie po-
stawionej w 1859 r. przez Riemanna, ktérej udowodnienie stanowi od poitora
wieku jedno z najwiekszych wyzwan intelektualnych7. Spora cze$¢ spotecznosci
matematykow i fizykéw matematycznych wie o znaczeniu tej funkcji, np. w termo-
dynamice czy w kwantowej teorii pola. Ale tylko nieliczni styszeli o tym, ze
w latach 70. ubiegtego wieku odkryto przypadkowo absolutnie zaskakujgcy
zwigzek funkcji G z mechanikg kwantowg bardzo ztozonych ukiadéw, np.
ciezkich, wzbudzonych jader atomowych8 Jakby i tego byto mato, w latach 80.
z kolei doszedtkolejny nieoczekiwany watek: chaos kwantowy. W ten sposéb na-
stagpito spotkanie ,,czystej” matematyki z ,,zywa” fizyka doswiadczalng. Najod-
wazniejsi z badaczy czujg intuicyjnie, ze zwigzek ten moze stanowi¢ przetom na
drodze do upragnionej teorii ostatecznej, ktora zunifikowataby rozmaite, pozor-
nie odlegte dziaty fizyki9. Z catg pewnos$cigjest w tym jaka$ gteboka, lecz wcigz
niedostatecznie zrozumiata wskazéwka (problemowi temu poswiecimy jeden
z kolejnych artykutow).

Bardzo niewielu zawodowych matematykdéw wield ze po raz pierwszy funk-
cja £ pojawita sie w waznym dziele wioskiego matematyka, ksiedza Pietra Men-
golego, wydanym w Bolonii w 1650 r. pt. Novce quadraturce arithmeticce seu de
additione fractionum (Nowe kwadratury arytmetyczne czyli o dodawaniu
utamkow). Jak mozna sie domyslaé, funkcja ta pojawita sie przypadkowo, w po-
staci skrajnie szczegdlnej, przy uzyciu terminologii odmiennej od obecnie uzy-
wanej i w kontek$cie dalekim od dzisiejszego. Sama ksigzka wywarta spory
wplyw na niektorych wspétczesnych Mengolemu uczonych (znali jg np. John
Collins (1624-1683), John Wallis (1616-1703), Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716)) i zajeta nalezne jej miejsce w historii rozwoju idei matematycz-
nych. Nosi ona niewatpliwe pietno klasycznych Elementow Euklidesa: zawiera
starannie wyroznione aksjomaty, definicje i twierdzenia. Historycy matematyki,
np. Adolf Pawtowicz Juszkiewicz (1906-1993), uwazajg, Zze wptyw tego dzieta
bytby jeszcze wiekszy gdyby nie jego jezyk: zawity i niejasny - nawetjak na
owczesne kryteria stylistyczne.
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Niewatpliwie Mengoli nie nalezat do matematycznych gwiazd pierwszej
wielkosci: Eulera, Legendre’a, Gaussa, Riemanna i innych; ich czas jeszcze wte-
dy nie nadszedt. Jest tez faktem, ze znany i bardzo ceniony za zycia (u wspotczes-
nych zyskat nawet przydomek Petrus Italus), wkrotce po swej $mierci zostat
niemal zupetnie zapomniany. Niemniej, jak pisat przed niemal wiekiem witoski
matematyk i historyk matematyki Giovanni Vacca (1872-1953):

»53 pewne twierdzenia zastugujace na to, by nosi¢ imie swego pierwszego od-
krywcy, Pietra Mengolego; mam nadzieje, ze ten krotki tekst przekona bezstron-
nych i uczciwych badaczy, by odda¢ nalezny hotd matematykowi wioskiemu,
ktory, nawet jesli nie byt wsrdd pierwszych, czego$ jednak dokonat [kursywa
w oryginale: se nonfu tra i primi, purfece qualche cosa\"".

Przyczyng tego, ze Vacca tak wyraznie upomina sie¢ o naukowg uczciwos$¢
historykéw nauki byty pewne kontrowersyjne opinie wspo6tczesnego mu,
skadinad bardzo wybitnego badacza niemieckiego G. Enestrdma. Ten bowiem,
pod pretekstem, ze w ksigzce Mengolego brakuje wyraznej konkluzji
(Schlussfolgerung), twierdzit, ze faktyczne pierwszenstwo w udowodnieniu roz-
bieznosci szeregu harmonicznego przystuguje (1689) Jacobowi Bemoulliemu
(1654-1705). Jest to ewidentna nieprawda, gdyz, jak zobaczymy, lektura stoso-
wnych fragmentéw Mengolego nie pozostawia tu cienia watpliwosci, ze wy-
przedzit on Bemoulliego o niemal 40 lat.

@) postaci Mengolego wiadomo stosunkowo niewiele. Nie zachowat sie na-
wetjego portret. Gtowna tego przyczynajest bardzo prozaiczna: jego zycie, w prze-
ciwienstwie do wielu znanych mu wspétczesnych postaci, nie obfitowato w zad-
ne burzliwe wydarzenia, czy przygody. Nawet rok jego urodzenia pozostaje
niepewny: 1625 lub 1626; mozna go wydedukowacé jedynie posrednio z krétkich
not biograficznych, ktére dotrwaty do naszych dni. Jedng z nich zawart Giovan-
ni Fantuzzi w swym dziele Notizie degli scrittori bolognesi (Wiadomosci o pisa-
rzach bolonskich). Pisze on m. in.:

»Rodzicami jego byli Simone Mengoli i Lucia Ucelli, uczciwi i uprzejmi
[onesti e civili] obywatele bolonscy. Pietro od mtodosci przyktadat sie do filozo-
fii, z powodzeniem zaliczyt kurs tejze, a w 1650 r. uzyskat dyplom uniwersytecki.
Potem rozpoczat studia prawnicze, za$ 7 czerwca 1653 r. uzyskat kolejny dyplom
na dwu kierunkach: prawa cywilnego i kanonicznego. Juz jako duchowny oddat
sie catkowicie studiom matematycznym pod kierunkiem ojca Bonaventury
Cavalierego12 Po jego $mierci, i przejeciu po nim katedry matematyki na Uniwer-
sytecie w Bolonii, Mengoli prowadzit intensywng i bardzo owocng korespon-
dencje na temat geometrii ze swym przyjacielem Giovannim Antonio Rocca da
Reggio. Dogtebne zainteresowania algebrg i geometrig staty sie dlan polem zasto-
sowan w dziedzinie kolejnej pasji: muzyki, ktéra dos¢ profesjonalnie zajmowat sie
od mtodosci.

19 kwietnia 1660 r. mianowano go proboszczem i przeorem [parocco e prio-
re] kosciota $w. Marii MagdalenyBw Bolonii.
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Zmart 7 (wg innych Zrodet - 16) czerwca 1686 r., w wieku lat 60. Pochowa-
no go bardzo uroczyscie wjego kosciele parafialnymi”

Nazwisko Pietra Mengolego pojawia sie w przechowywanych w Uniwersy-
tecie bolonskim dokumentach z lat 1648-1686: poczatkowo jako studenta tej
uczelni, p6zniej jako jej cenionego wyktadowcy i aktywnego uczonego. Mengo-
li ma w swym dorobku co najmniej osiem ksigzek: sze$¢ z nich dotyczy mate-
matyki, jedna - obserwacji astronomicznych refrakcji i paralaksy Stonca, jedna
- teorii muzyki (zob. Appendix). Ta ostatnia nie jest jedynie przypadkowg od-
skocznigw dorobku zmeczonego matematyka i codziennymi obowigzkami ksie-
dza; do dzisiaj jest ona ceniona przez historykéw muzyki.

Gtownym niewatpliwie dzietem jego zyciajest wspomniana juz wyzej, licz-
aca 130 stron ksigzka Nova quadratures arithmetical seu de additione fractio-
num dedykowana ,,Najznakomitszym i najuczefiszym Senatorom, obywatelom
Bolonii”, wydrukowana w roku 1650 w bolonskiej drukami Jakuba Montijla
Prawdopodobnie nie miata ona przektadéw najezyki zachodnie; nie istnieja tez,
nawet fragmenty, ttumaczone na polski.

NOVI
QVADRATVBIE

A RITHMETIC S
SEV

De Addlitione Fra& ionum :

vrtxi m &uaoll
Art-erPHUM.

CIVITATIS BONONI*
SENATORIBVS-

jat, «xXTypognphi* Ucobi Moaaj.

Dzieto poprzedza wstep, ktdrego wyjatki warto przytoczy¢ nie tyle ze wzgle-
du na tre$¢ matematyczng, co na swoisty styl. Mengoli, ,,stuga unizony”, précz
obowigzkowych hotdéw dla wptywowych senatoréw boloniskich, czuje potrze-
be usprawiedliwienia sie przed nimi z faktu zajmowania sie tak osobliwym te-
matem, jak liczby i to w nieskonczonej ilosci:
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»Najznakomitsi Ojcowie, [Senatorowie] odczuwam obawe, zeby masa liczb nie
wywota¢ dysonansu w waszych uszach przyzwyczajonych w najwyzszym stopniu
do harmonii: ale czyz z uwagi na liczne zastugi [was, Senatoréw] godzi sie rezygno-
wacé z serii niezliczonych liczb [innumeram numemrum]. Piasek wydm morskich,
liczba gwiazd, ogromne ilosci $niegu - zastugiwatyby na odrzucenie [lekcewaze-
nie], gdybym watpit w wasza nieskoficzong taskawos$¢ [szlachetno$¢]. Na czole nig-
dy nie ujawnia sie lepiej wysitek, a piéro nigdy bardziej niespokojnie nie unosi sie
na fali atramentu, jak wéweczas, gdy jest uSwiecone waszym imieniem i nakazem.
Takie oto beda moje czyste [skromne] utamki [fractione$], bowiem najmniejsze
wielkosci ujawniajg wtasnie nikto$¢ pracy. Tak wiec, istotnie zebrane [tu] zostaty po-
jedyncze przypadki [liczb] nieskoficzonych - dzieki waszej taskawosci i mojej [wo-
bec was] ulegtosci, a liczy¢ sie beda dowody.”

Pomijajac typowa dla autora kwiecistos¢ stylu (ktdra, jak wspomniatem, nie
zachecata potencjalnych czytelnikow do lektury), z dzisiejszego punktu widze-
nia wszystkie te usprawiedliwienia robig wrazenie nadmiarowych. Nalezy jed-
nak pamietac, ze w przypadku sumowania szeregéw liczbowych explicite poja-
wia sie nieuchronnie, nietatwe psychologicznie, pojecie nieskonczonosci.
TrudnoSci ze zrozumieniem faktu, iz suma nieskonczonej ilosci przyczynkdw
moze jednak daé¢ warto$¢ skofnczong znane byty juz w starozytno$ci. Trudnosci
te najpetniej udato sie spopularyzowaé Zenonowi z Elei, ktory zyt w V w. przed
Chrystusem. Byt on ulubionym uczniem Parmenidesa, gtowy szkoty eleatow,
ktdéry pierwszy zaczat budowac filozofie na podstawie rozumowan logicznych.
Jak pisze Juszkiewicz, Zenon

»,hadat swym rozumowaniom ostrg i barwng posta¢ paradoksoéw, ktdre juz od 25
wiekdw z gbra nie przestaja przyciaga¢ uwagi matematykow i filozoféw. Kazda epo-
ka przyniosta swoje rozwigzanie tych paradokséw, czyli aporii (dnopia - trudnos¢),
zainteresowanie nimi nie ostabto do naszych dni, sadzac chocby po liczbie arty-
kutéw poswieconych temu tematowi. Jedno tylko angielskie czasopismo Analysis od
r. 1951 do r. 1953 ogtosito co najmniej siedem artykutéw o aporiach Zenona” 16

Po wspomnianym wstepie do dzieta Mengolego nastepuje obszerna, kilku-
stronicowa Przedmowa (Preefatio), zawierajgca zwiezte streszczenie omawia-
nych dalej szczegotowo wynikéw. Mdwigc jezykiem dzisiejszych prac nauko-
wych jest to swoisty ,,abstrakt”. Tam tez znajduja sie dwa najwazniejsze, z punktu
widzenia tematu tego artykutu, przyktady. Pierwszy dotyczy tzw. szeregu har-
monicznego, ktérego badanie zostato uwieniczone powodzeniem: Mengoli do-
wiod}, zc jest on rozbiezny do nieskonczonos$ci. Uzywajac jezyka nowoczesnej
teorii funkcji analitycznych, mozna powiedzie¢, ze rozbiezno$¢ ta odpowiadaje-
dynemu biegunowi funkcji Cna ptaszczyZznie zespolonej.

W przypadku drugiego szeregu spotkata Mengolego porazka. Staranna ana-
liza przyczyn tej porazki, w szerokim historycznym kontekscie rozwoju idei ma-
tematycznych, jest m. in. celem tego artykutu. Mengoli nie podejrzewat nawet
- iprzy 6wczesnym poziomie wiedzy nie miat cienia powodu, by podejrzewaé
- ze rozwazajac ten szereg dotknat przypadkiem przystowiowego wierzchotka
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géry lodowej. Jak wspomniatem powyzej, trzeba byto dwu stuleci rozwoju ma-
tematyki, by, poprzez dtugi cigg wyrafinowanych rozumowan, doprowadzi¢ do
wiasciwego sformutowania i czesSciowego rozwigzania skrajnie trudnego pro-
blemu, jakim jest rozmieszczenie liczb pierwszych.
Pierwszy ze wspomnianych szeregdéw1/ przy uzyciu dzisiejszej notacji, za-
pisuje sie jako:
o1 11 1
L 3t 1 — —
23 4 ttn
Mengoli najpierw grupuje kolejne wyrazy tego szeregu, bez poczatkowej je-
dynki, po trzy i zauwaza, ze
Hfractiones in proposita dispositione sumptae temae a prima sunt maiores
f11 111 1L L LL LLL
234 567 8910 111213 141516

triplis medijs: & mediae sunt unitates denominatae numeris a temario multip-
licatis 1/3, 1/6,1/9, 1/12; & earundem triplae sunt 1,1/2, 1/3, 1/4, quae eodem, quo
supra argumento temae sunt maiores tripli medijs.”

Oto stosowny fragment z dzieta Mengolego (u dotu z prawej strony):
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Innymi stowy: grupujac wyrazy szeregu harmonicznego po trzy otrzymuje
sie zawsze pewng liczbe wiekszg od jedynki plus ponownie tenze szereg harmo-
niczny. Powtarzajac te procedure dostateczng ilos¢ razy mozna otrzymac dowol-
nie duzg liczbe. Stad juz wynika rozbiezno$¢ szeregu harmonicznego. W jezyku
dzisiejszych podrecznikéw analizy mozna by powiedzie¢, ze Mengoli natknat
sie na przyktad szeregu, ktory spetnia co prawda konieczny warunek zbieznosci
(kolejne wyrazy malejg do zera), ale nie speinia warunku dostatecznego (zbiez-
no$¢é ta nie jest odpowiednio szybka). Opisuja to precyzyjne kryteria zbieznos-
ci, ktérych Mengoli oczywiscie nie znat; sformutowano je ponad sto lat pozZniej.

W tym momencie rozwigzanie problemu byto wiec dla niego zakonczone.
Z pewnoscig nie odwazytby sie on woéwczas zada¢ pytania bardziej szczeg6to-
wego (i psychologicznie jeszcze trudniejszego, niz wspomniane paradoksy Ze-
nona):jak szybko szereg ten jest rozbiezny do nieskoficzonosci? Kilkadziesiat lat
pézniej dokonat tego Leonhard Euler przy okazji odkrycia praktycznego wzoru
na sume szeregbw asymptotycznych; niezaleznie wzdr ten znalazt tez Colin
Maclaurin (1698-1746). OdpowiedZ na to pytanie zawart Euler w swych Uwa-
gach o szeregach harmonicznych {De progressionibus harmonicis observatio-
nes, Commentarii (1734-1735) 1740); brzmi ona: szereg harmoniczny jest roz-
biezny tak jak logarytm. We dzisiejszej notacji zapisujemy to jako:

gdzie/ jest statg zwang statg Eulera (niekiedy: Eulera-Mascheroniego) rowng
0,5772156649... Pojawia sie onam. in. w wielu wzorach w teorii funkcji specjal-
nych. Wsré6d Kilkuset (co najmniej) statych matematycznychBustepuje popular-
nosScigjedynie liczbom ? oraz e (nie liczac takich trywialnych statych, jak: zero,
jedynka oraz jednostka urojona i). Sam Euler obliczyt wkrétce jej warto$¢ z do-
ktadnoscig najpierw do szesciu, potem do szesnastu cyfr znaczacych (oczywis-
cie, nie za pomoca powyzszej definicji, ktora, ze wzgledu na skrajnie wolng
zhiezno$é, jest nieprzydatna do takich obliczen). Do dzi$ nie wiadomo, czy ?jest
liczbg wymierng czy nield Z punktu widzenia nowoczesnej teorii funkcji spe-
cjalnych stata Eulerajest pierwszg z catej rodziny tzw. statych Stietjesa vy,,.

Co ciekawe, Mengoli doskonale znat pojecie logarytmu naturalnego®- jako
pierwszy (przed lordem Wiliamem Brounckerem (1620-1684), ktéremu cza-
sem, niestusznie, przypisuje sie ten rezultat2l) podat rozwiniecie dla In 2:

Nie mdégtjednak przypuszczaé, ze logarytm wigze sie tak $cisle z badanym prze-
zen szeregiem harmonicznym.
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W dalszym ciggu swego dzieta Mengoli dowodzi na trzy sposoby zbiezno$ci
do jedynki szeregu zbudowanego z odwrotnosci tzw. liczb tréjkatnych: 3, 6, 10,
15,21,28,36,...

Na koniec przechodzi do najbardziej interesujgcego przypadku. W oryginale ta-
cinskim stosowny fragment brzmi:
»Ab huius fractionum dispositionis contemplatione faciliter expeditus, ad
aliam progrediebar dispositionem, in qua singula imitates numeris quadratis deno-
minantur. Haec speculatio fructus quidem laboris rependit, nondum tarnen effecta

est solvendo, sed ingenij ditioris postulat adminiculum, ut praecisiam dispositio-
nis, quam mihimetipsi proposui, summam valeat reportare.”

W ttumaczeniu natomiast:

,Ukonczywszy z tatwoscig badanie tego szeregu, przystagpitem do innego, w kt6-
rym jedynkajest dzielona przez kwadraty liczb. Badanie to dato pewne owoce, jednak
nie doprowadzito do rozwigzania, wymaga bowiem udziatu bogatszego talentu [niz
moj], by dojs¢ do znalezienia doktadnej wartosci szeregu, o ktérym wspominam.”

Chodzi tu oczywiscie o szereg, ktéry w dzisiejszej notacji zapisuje sie jako:

1 1 1 1

i ktory obecnie oznacza sie po prostu £(2). Oto cytowany powyzej fragment
z Nowe quadratura... (Srodkowy akapit prawej strony, podkreslony):
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W kolejnych rozdziatach Mengoli nie wspominajuz ani razu o tym szeregu
- chociaz, za pomocg dostepnych mu skromnych metod, mogtby z fatwoscia do-
wie$¢ przynajmniej jego zbieznos$ci. Nie ujawnia tez, jakie to ,,owoce dato bada-
nie” owego szeregu. To bardzo charakterystyczna cechajego podejécia: zadowala
go jedynie Scista wartos¢ sumy szeregu (ktéra, oczywiscie, implikuje zbiez-
nosé). Whrew temu, co w swej obszernej Historii matematyki pisze Juszkiewicz,
Mengoli nie udowodnit zbieznosci sumy odwrotnosci kwadratéw2 W swym ar-
tykule wyraznie pisze o tym Giusti:
W dalszym ciggu swej ksigzki Mengoli nie wspomina juz wcale o tym sze-
regu - po to chociaz, by dowie$¢ jego zbieznosci. Dowdd taki nie bytby trudny za
pomoca poje¢ dostepnych w aksjornatycznej strukturze dzieta. Z drugiej strony,
fakt, ze okreslenie doktadnej wartosci sumy badanego szeregu pozostawia on in-
nym, $wiadczy o tym, ze owa zbiezno$¢ uznat za co$ pewnego [sta a testimonia-
re che la sua convergenza era da considerarsi acguisita]”.23

W cytowanym powyzej fragmencie dzieta Mengolego uderza nas przede
wszystkim, zwitaszcza w poréwnaniu ze stylem dzisiejszych prac naukowych,
cecha, ktéra w nauce dawno juz zanikia zupetnie: autentyczna pokora, umiejet-
no$¢ jawnego przyznania sie do porazki. Obecnie, w dobie walki o naukowy byt,
gdy kazdy usilnie stara sie zareklamowac¢ swoje (mniej lub bardziej prawdziwe)
osiggniecia i skrzetnie ukry¢ porazki - takie naiwnie szczere wyznanie bytoby
nie na miejscu.

Mimo woli tez przypomina sie w tym miejscu ironiczna uwaga Hardy’ego
0 ,,drugorzednych umystach”, kt6rg cytowatem na wstepie. Mengoli pokornie
zalicza sam siebie to takich wtasnie, niemniej jest to pokora prorocza: po uptywie
kilkudziesieciu lat (1734) zjawi si¢ 6w autentycznie ,,bogatszy talent” w osobie
wielkiego Leonharda Eulera, najbardziej chyba ptodnego matematyka wszy-
stkich czaséw. Ten dysponowat juz znacznie lepszym aparatem do badan sze-
regéw. Najpierw udowodnit zbiezno$¢ szeregu odwrotnosci kwadratéw. Potem,
drogg zmudnych obliczen numerycznych, oszacowat jego wartos¢ jako
1,64493... Na koniec, ku zaskoczeniu wszystkich pokazat, ze £(2) = h26. Byt to
pierwszy z catej serii gtebokich wynikow, ktére zawieraty stawng liczbe2n w sto-
sownej potedze oraz nadzwyczaj wazne tzw. liczby Bemoulliego.

Niejako ,,na obrone” Mengolego trzeba tu zaznaczy¢, ze wspomniang nie-
skonczong sume odwrotnosci kwadratow probowat tez pézniej obliczy¢ mate-
matyk o niewatpliwie ,,lepszym umysle”, bardziej w kazdym razie znany i o znacz-
nie wiekszym dorobku: Jacob Bemoulli (1654-1705). Nie znat on rezultatow
Mengolego. W swym dziele Propositiones arithmeticae de seriebus infinitis ea-
rumaue summa finita (Twierdzenia arytmetyczne o szeregach nieskonczonych
lich skoriczona suma), wydawanym w Bazylei w latach 1689-1704, potwierdzit
jedynie wynik Mengolego: podat dwa nowe dowody rozbieznosci szeregu har-
monicznego -jeden wiasny, drugi pochodzacy od jego brata Johanna (1667-1748),
ktéry fakt ten stwierdzit jako pierwszy.
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Slad niewielkiego postepu w tej kwestii zawiera korespondencja z lat
1728-1729 pomiedzy Christianem Goldbachem (1690-1764) a kolejnym mate-
matykiem ze stawnego rodu Bemoullich: Danielem (1700-1782), kt6rzy osza-
cowali warto$¢ tego szeregu z doktadnoscia nie przekraczajgca 0,01. W 1730 .
James Stirling (1692-1770) polepszyt ten wynik uzyskujac osiem znakow dzie-
sietnych; zatem, w zasadzie, przy pewnej dozie szczescia, mogtby po prostu od-
gadna¢ prawidtowy wynik, zauwazajac ze znaleziona przezen wartos¢ jest (nie-
mal) tozsama z rozwinieciem 26=1,6449340668482264...

Ze wspomnianym szeregiem zmagat sie tez wspéttwérca rachunku réznicz-
kowego Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) oraz Abraham de Moivre
(1667-1754), ale i oni nie mieli dobrego pomystu.

Oto szkic jednego z dowodow Eulera z jego pracy przedstawionej Akademii
Petersburskiej w grudniu 1735 r. O sumach szeregéw odwrotnychz Podaje go tu
nie tyle dla kompletnosci rozumowania, lecz dla ilustracji bardzo owocnej i czes-
to przez Eulera stosowanej strategii, polegajacej na przedstawianiu tego samego
obiektu matematycznego na dwa odmienne sposoby i wyprowadzeniu wnioskéw
wynikajacych z ich poréwnania. (Szersze refleksje na temat tej strategii ijej za-
stosowan zostang zamieszczone w kolejnym artykule). Chciatbym jednoczes$nie
pokaza¢, ze faktyczng przyczyng porazki Mengolego byt nie tyle jego ,,gorszy
umyst”’, co brak niezbednej wiedzy z analizy matematycznej, w szczegélnosci na
temat rozwiniecia Taylora dla funkcji sinus. (Fundamentalna dla analizy matema-
tycznej i teorii funkcji analitycznych praca Brooka Taylora (1685-1731), Metho-
dus incrementorum directa et inversa (Metoda przyrostéw prosta i odwrotna) za-
wierajaca istotne rozwiniecie metody fluksji Newtona, ukazata sie w Londynie
w 1715, r. a zatem ponad ¢wier¢ wieku po $Smierci Mengolego).

Funkcja sinus posiada (po podzieleniu przez x) ogdlng reprezentacje w po-
staci rozwiniecia zbieznego na calej ptaszczyznie zmiennej zespolonej27:

Z drugiej strony, ta sama funkcja posiada jakoSciowo inng reprezentacje w po-
staci iloczynu nieskorczonego:

z ktdérej w szczegolnosci wida¢ w sposdb jawny wszystkie jej miejsca zerowe:
171, £271, £37t,... (mowimy, Ze jest to petna faktoryzacja pierwszego szeregu).
W szczegolnosci, poréwnujac wspétczynniki przy x2 w pierwszym i drugim
wzorze dostaniemy:
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skad juz wynika, ze

W taki sam spos6b mozna tez znalez¢ zwarte wyrazenia dla wszystkich sum typu

dla k parzystych. Jak wspomniano powyzej, wyrazajg sie one przez liczby Ber-
noulliego. Natomiast natura tych sum dla k nieparzystych jest znacznie bardziej
skomplikowana i do dzisiaj niejasna. Nie istniejg zwarte wyrazenia dla nich. Do-
piero w r. 1979 Apery udowodnit, ze suma ta dla k = 3 (czyli £(3)) jest liczba
niewymierng 28

Jak trudny i powolny byt postep w osigganiu kolejnych wynikéw dowodza
najnowsze osiggniecia: Rivoal@oraz Bali i Rivoalddowiedli, ze istnieje nieskon-
czenie wiele liczb catkowitych n takich, ze £(2n+l) jest niewymierna; co wiecej,
przynajmniej jedna z dziewieciu liczb: £(5), £(7), £(9), ..., £(21) jest niewymier-
na3l Wynik ten nieco uscislit niedawno Zudilin, ktory pokazat, ze jedna (lecz nie
wiadomo, ktdra) z czterech liczb £(5), £(7), £(9), £(11) jest niewymierna3-

Nie ulega zatem watpliwosci, ze Mengoli nie miat najmniejszych szans, by
rozwigzac¢ postawiony przez siebie problem obliczenia sumy odwrotno$ci kwa-
dratéw kolejnych liczb naturalnych. Rozwigzanie podat przyszty, niewatpliwie
»bogatszy talent”: bogatszy o Swiadomos¢ osiggnie¢ Newtona, Leibniza i Taylo-
ra w dziedzinie analizy matematycznej. Nalezy jednak podkresli¢, ze nawet dzi-
siaj, po ponad trzystu piecdziesieciu latach, uogélnienia postawionego przezen
problemu sa wciaz intensywnie badane. Mimo znacznego postepu w rozwoju
narzedzi postep jest niewielki i powolny.

Jak juz podkre$litem na wstepie, czas pokazal, ze problem szczeg6lnych sze-
regow liczbowych byt jedynie wstepem do prawdziwej kariery funkcji £ w ana-
litycznej teorii liczb. Pot wieku po $mierci Mengolego Leonhard Euler znalazt
nieoczekiwany zwigzek pomiedzy tg funkcjg a liczbami pierwszymi (1737 r.).
P6Zniej Adrien-Marie Legendre3 (1752-1833) oraz Johann Carl Friedrich
Gauss3# (1777-1855), opierajac sie na wiasnych eksperymentach numerycz-
nych, odgadli niezaleznie przyblizone prawo opisujgce rozmieszczenie liczb
pierwszych. W roku 1853 w dalekim Petersburgu rosyjski matematyk Pafnucy
Lwowicz Czebyszew (1821-1894) ogtosit swe wazne wyniki dotyczace tych
liczb. Prawdziwym przetomem okazata sie oSmiostronicowa zaledwie praca
Bernharda Riemanna z 1859 r. na temat rozktadu liczb pierwszych - jedyna,
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z nielicznych jego prac, poswiecona tematowi teorii liczb. Jak wspomniatem
wczesniej, zawarta w tej pracy hipoteza stanowi, wedtug powszechnej opinii
matematykdéw, najwazniejszy z nierozwigzanych problemdéw matematycznych.
Zwigzane z tym Scisle zagadnienie rozmieszczenia liczb pierwszych wséréd
wszystkich liczb naturalnych stanowi rowniez skrajnie trudne wyzwanie. Mate-
matycy od czasow Eulera i Gassa nie mieli ztudzen co do skali olbrzymich trud-
nosci tego problemu. Ponizsza opinia matematyka, ajednoczes$nie znakomitego
eksperta w kwestii liczb pierwszych:

»,Uptyna miliony lat nim zdobedziemy jakie$ zrozumienie, ale i nawet wtedy nie
bedzie ono petne, howiem w tym przypadku stoimy naprzeciw Nieskorniczonosci.” 5

nie jest bynajmniej przesadzona. Raczej mato sktonni do egzaltacji matematycy
w tym jednym przypadku pozwalajg sobie nawet na takie np. wypowiedzi:

»Patrzac na te liczby [pierwsze] doznajemy uczucia, iz stoimy wobec jednej z
niepojetych tajemnic stworzenia.”%

Dziejom pogladéw na te fascynujace zagadnienia poswiecony zostanie osob-
ny artykut.

APPENDIX:
DZIELA WSZYSTKIE PIETRA MENGOLEGO (WG P. RICARDIEGO)

1. Novce quadraturee arithmetical, seu de additione fractionum. Bononias,
1650, pp. 130, in-8°.

2. Via Regia ad Mathematicas per Arithmeticam, Algebram Speciosam et
Planimetriam ornata, Maiestati Serenissimce D. Christince Regina: Sueco-
rum. Bononias, 1655, pp. 64, in-8°.

. Geometria: speciosce elementa. Bononice, 1659, pp. 80, in-8°.

. Circolo del Mengoli. Bologna, 1672, pp. 60, in-8°.

. Anno di Pietro Mengoli. Bologna, 1673, pp. 280, in-8°.

. Arithmetical rationalis elementa quatuor. Bononke, 1674, pp. 64, in-8°.

. Refrazioni e parallasse solare, Bologna, 1670.

. Speculazioni di musica. Bologna, 1670, pp. 295, in-8°.
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Przypisy

1G. H. Hardy: Apologia matematyka. Tum. M. Fedyszak. Warszawa 1997, s. 49.

2S.J. Patterson: ™« Introduction to the Theory ofthe Riemann Zeta-Function.
New York, Cambridge University Press 1988, s. XI.

3C. F Gauss: Disquisitiones arithmetical. Lipsia: (Lipsk) 1801. Liczace ponad
500 stron duzego formatu, napisane wykwintng klasyczng tacing przez 24-letniego raptem
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autora dzieto nie robi bynamniej wrazenia naukowego debiutu - raczej pisanej u schytku
zycia, dojrzatej monografii. Jego wptywu na matematyka nie sposéb przecenié. Jak pisze
G. Simmons, miody Lejeune Dirichlet (1805-1859) w czasie podrézy nie rozstawat sie
nigdy ze swym starym i bardzo juz zniszczonym egzemplarzem Disauisitiones.

4M. Agrawal.N. Kayal N Saxena: Primes inP. Indian Institute of
Technology preprint, Kanpur 2002. Prace te uwaza sie dos¢ powszechnie za przetom
w teorii liczb. Sam algorytm jest zaskakujgco prosty, leczjego dowod odwotuje sie do za-
awansowanych technik.

sL Euler: Varice observationes circa series infinitas. ,,Commentarii” 1737,
1744. W tej przedstawionej Akademii Petersburskiej pracy pojawit sie po raz pierwszy,
fundamentalny dla analitycznej teorii liczh, zwiazek funkcji £ z liczbami pierwszymi
(iloczyn przebiega po wszystkich liczbach pierwszych p):

6G. F B. Riemann: Uber die Anzahl der Primzahlen unter eine gegebener
Grosse (O liczbie liczb pierwszych mniejszych niz zadana wielko$€). ,,Monatsber. Akad.
Berlin”, 1859, s. 671-680. Niezwykla ta praca petna jest skrétdw myslowych i zaska-
kujacych konkluzji. Jako taka z pewnoscig nie zadowolitaby wymagajacych recenzentéw
dzisiejszych czotowych periodykéw matematycznych. Najwyrazniej Riemann widziat
swoje wyniki zanim probowat ich dowie$¢. Postawiona przezen, a nie dowiedziona do dzi-
sigj hipoteza mowi, ze punkty, w ktdrych funkcja C przyjmuje warto$¢ zero (z wyjgtkiem
przypadkéw trywialnych) ukfadajg sie doktadnie wzdtuz pewnej prostej. Ewentualna
prawdziwos¢ tej hipotezy bytaby kluczowa dla poznania rozmieszczenia liczb pierwszych,
podstawowych ,.cegietek”, z ktérych zbudowane sg wszystkie liczby catkowite.

7W roku 1900, u progu nowego stulecia, David Hilbert (1862-1943) wygtosit na Il
Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym w Paryzu stawny wyktad, w ktérym
przestawit liste 23-ch waznych i nierozwigzanych probleméw matematycznych. Sam
fakt ich istnienia byt dla Hilberta dowodem zywotno$ci matematyki, za$ przysztosc tej
dziedziny widziat bardzo optymistycznie.

W roku 2000, u progu nowego tysiaclecia, sto lat po pamietnym wystgpieniu Hilber-
ta, byto wiadome, ze czes¢ probleméw z jego listy zostata rozwigzana, lecz otwierajaca
ja hipoteza Riemanna skutecznie opiera sie wszelkim prébom. Z inicjatywy multimilio-
nera amerykanskiego Landona Thomasa Claya, zatozyciela prywatnego instytutu mate-
matycznego jego imienia (Clay Mathematics Institute, Massachusetts), przekonanie o waz-
nosci tego oraz szesciu innych starych, stawnych i wcigz nierozwiazanych probleméw
matematyki trafito do Swiadomosci wzglednie szerokich kregéw spotecznych w zwigz-
ku z tzw. Millenium Prize Problems. Do motywacji czysto ambicjonalnych doszty wiec
jeszcze przyziemne motywacje finansowe w postaci miliona dolaréw nagrody za roz-
wigzanie kazdego problemu; niemniej, w dobie postepujacego daltonizmu matematycz-
nego wsrdd typowych podatnikdw inicjatywa Claya wydaje sie bardzo cenna.
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8To zdarzenie bez precedensu w dziejach nauki: pie¢ minut nieplanowanej rozmo-
wy pomiedzy fizykiem Freemanem Dysonem a matematykiem Hugh Montgomerym
miato miejsce w Institute for Advanced Studies w Princeton, New Jersey, w roku 1972
i zaowocowato narodzinami nowej, fascynujacej dziedziny badan. (Obydwaj uczeni nigdy
wiecej juz sie nie spotkali.) W formule na tzw. korelacje par dla miejsc zerowych £ Rie-
manna, otrzymang przez Montgomery’ego, Dyson rozpoznat natychmiast zwigzek wy-
nikajacy z teorii tzw. macierzy losowych, opisujacych skomplikowane jadra atomowe.
Tozsamo$¢ bardzo specyficznych relacji, odnoszacych sie do tak skrajnie réznych
bytéw, nie powinna by¢ dzietem przypadku; jest to z pewnoscia przejaw jakiej$ funda-
mentalnej prawidtowosci, ale jak dotad nikt nie podat spdjnej teorii, ktora thumaczytaby
ten fakt. Por. B. Cipra:Prime Formula Weds Number Theory and Quantum Physics.
»Science” 1996, vol. 274, s. 2014; K. Sabbag h :Dr. Riemann$ Zeros: The Search
for the -Imillion Solution to the Greatest Problem in Mathematics, Atlantic Books,
2002, s. 134-136.

9S. Weinberg: Dreamsofa Final Theory. New York 1992 Pantheon Books s. 211.

10Jedynym znanym mi wyjatkiem jest wybitny amerykanski matematyk pochodze-
nia polskiego Andrew Michael Odlyzko, obecnie dyrektor centrum obliczeniowego uni-
wersytetu Minnesota, ktory w swych pracach na temat funkcji £ Riemanna zamieszcza
stosowne referencje do ksigzki Pietra Mengolego.

1G. E. E Vacca:Sullescoperte di Pietro Mengoli. ,,Atti dell’Accademia nazio-
nale dei Lincei. Rendiconti”, ser. 5, 24.2 (Dec. 1915), 508-13.

PBonaventura Francesco Cavalieri (okoto 1598-1647), zakonnik-hieronimita z Bo-
lonii, nauczyciel Mengolego na tamtejszym uniwersytecie, tworca tzw. ,,metody niepo-
dzielnych”. Kontynuator pewnych idei Keplera na temat koncepcji nieskoficzonosci.
Korespondowat z mieszkajgcym w niedalekiej Florencji Galileuszem, ktéry wysoko ce-
nit jego prace; goraco tez popart w 1629 r. kandydature Cavalieriego na wakujacg ka-
tedre matematyki w Bolonii.

B Aktualny adres parafii, w ktérej pracowat Mengoli: via Zamboni 47, réwnolegta
do gtéwnej via San Donato, niedaleko od obecnej siedziby wydziatu matematyki Uni-
wersytetu boloniskiego.

UG. Fantuzzi: Notizie degle scrittori bolognesi. Bologna 1788, Stamperia di
S.Tomasso d’Aquino.

BReprodukowane tu strony dzieta Mengolego pochodza z oryginatu pierwszego bo-
lofiskiego wydania nalezacego do ksiegozhioru prof. Ettore Bortolottiego (1866-1947),
matematyka i historyka matematyki. Dzieki uprzejmosci prof. Aldo Scimone, cztonka
Societéa Italiana di Storia delle Matematiche. Sadzac z rozrzuconych po réznych biblio-
tekach Swiata starodrukéw, bolonfiska drukarnia firmujgca swe woluminy ,,ex Typograp-
hia lacobi Montif’ dziatata w latach okoto 1637-1684.

BA A P. Juszkiewicz (red.): Historia matematyki do XXwieku. Thum. S. Dob-
rzycki. Warszawa 19641 1-3, s. 97.

I7 Szereg ten nosi tradycyjng nazwe szeregu harmonicznego, poniewaz kazdy jego
wyraz (za wyjatkiem pierwszego) jest Srednig harmoniczng wyrazu poprzedniego i na-
stepnego. Mengoli nie uzywa w swej ksigzce tej nazwy; wprowadzit jg lord Wiliam
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Brouncker dopiero w r. 1668. Mowimy, ze liczba c jest $rednig harmoniczng r6znych od
zera liczb a oraz b gdy

Natucci oraz Juszkiewicz twierdza, ze szereg harmoniczny byt znany Mikotajowi Ores-
me (Nicole d’Oresme, 1323-1382), ktory zyt 300 lat przed Mengolim. Jest to bardzo
prawdopodobne: Mikotaj, przyjaciel i doradca w sprawach finansowych kréla Francji
Karola V, byt wszechstronnie uzdolnionym uczonym: jako pierwszy uzywat poteg o wy-
ktadniku utamkowym, oczywiscie w innej, niz dzisiejsza notacji. Co wazniejsze, byt
prekursorem koncepcji wspétrzednych w geometrii (przed Kartezjuszem), trafnie rozez-
nat pewne cechy ruchu jednostajnie przyspieszonego (przed Galileuszem), a nawet
przeciwstawit sie arystotelesowskiej koncepcji nieruchomej Ziemi postulujac jej rotacje
(200 lat przed Kopernikiem). Niestety, sam odrzucit te ostatnig nader trafng idee.

1BPor. staranie opracowang strong internetowg zawierajacg kilkaset statych matema-
tycznych: http://www.mathsoft.com/asolve/constant/table.html

BOPor.np. R.L. Graham, D.E Knuth iO Patashnik: Matematyka
konkretna. Warszawa 1996, s. 341.

D Logarytmy (naturalne) wprowadzit do matematyki w 1614 r. John Napier
(Neper) (1550-1617) w swym dziele Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Opisa-
nie cudownej reguly logarytméw).

AA AP Juszkiewicz,op.cit,t 2, s 172

2A.A P Juszkiewicz,op.cit,t 2, s 173.

2 Le prime ricerche di Pietro Mengoli: La Somma delle Serie [w:] Geometry and
Complex Variables. Proceedings ofan International Meeting on the Occasion of the IX
Centennial ofthe University ofBologna, ed. by Salvatore Coen, 1991, s. 206.

2 Euler nigdy nie uzywat greckiej litery ? na oznaczenie stosunku obwodu kota do
jego $rednicy; konsekwentnie oznaczat go przez p. Pierwszym, ktéry uzyt powszechnie
dzi$ uzywanego oznaczenia, byt William Jones (1675-1749) w dziele Synopsis pal-
mariorum mathesios (1706). Najprawdopodobniej powodem dla takiego wyboru byto
to, iz jest to pierwsza litera greckiego stowa nepipetpov (perimetron = obwdd, odperi
= wokot oraz metrein = mierzyg).

SLiczby Bemoulliego grajg nadzwyczaj wazna role w réznych, czesto zaskakujaco
odmiennych dziatach matematyki: w analizie, teorii liczb czy topologii rozniczkowej. Po
raz pierwszy pojawity sie w stawnym Ars Conjectandi (s. 97), opublikowanym pos-
miertnie w 1713 r. traktacie Jakoba Bernoulliego (1654-1705).

BL. Eu ler :Desummis serierum reciprocarum, ,,Commentarii” (1734-1735) 1740.

ZF W Byron,R W Fuller: Matematyka wfizyce klasycznej i kwantowej.
Tom 2. Thum. A. Pindor, A. Szymacha. Warszawa 1974, s. 57, 71.

BR. Apéry :lrrationalité de C(2) et C(3). ,,Astérisque” 1979, t. 61, 11-13. Na te-
mat tego wyniku pisze szczegbtowo A. van der Poorten:” Proofthat Euler
Missed... Apery$ Proof of the Irrationality of £(3). ,,The Mathematical Intelligencer”
1979, t. 1, s. 195-203.
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AT. Rivoal:lLafonction Zeta de Riemannprend une infinité de valeurs irration-
nelles aux entiers impairs. ,,C. R. Acad. Sci.” 2000, t. 331, s. 267-270.

IDK. Ball, T. Rivoal:lrrationalité d une infinité valeurs de lafonction zeta
aux entiers impairs. ,,Invent. Math.” 2001, t. 146, s. 193-207.

dT. Rivoal:lrrationalité d’au moins un des neufnombres C(5), C(7), ..., C(21).
Preprint 2001, http://xxx.lanl.gov/abs/math.NT/0104221/

PW. Zudi lin :Oneofthe Numbers C(5), C(7), C(9), C(11) Is Irrational. ,,Uspekhi
Mat. Nauk” 2001, t. 56, 149-150.

BA M. Legendre: Essaisur lathéorie des nombres. Paris 1798.

HAGauss nie miat wtedy jeszcze 18 lat. Analityczng posta¢ asymptotycznego prawa
opisujacego rozkiad liczb pierwszych zapostulowat jako uczen Brunswick Collegium
Carolinum pomiedzy rokiem 1792 a 1795. Ponad sto lat p6Zniej (1896) dowdd tego pra-
wa podali (niezaleznie) Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) i Charles Jean de la
Valée Poussin (1866-1962).

3P Erdés wwywiadzie dla P. Hoffmana. ,,Atlantic Monthly” listopad 1987, s. 74.

ID. Zagier: Thefirst 50 million ofprime numbers. ,,The Mathematical Intelli-
gencer” 1977, t. 0, s. 7-19.

Recenzent: doc. dr hab. Wiestaw Wojcik
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PIETRO MENGOLI AND NUMERICAL SERIES
THE PREHISTORY OF RIEMANN’S C FUNCTION

The article deals with the work of the 17th-century Italian mathematician. Rev.
Pietro Mengoli (1625-1686), who was the forerunner of research on numerical series.
The legacy of Mengoli, a scientist well-known and well-respected in Italy, but almost
altogether forgotten in the West, has never been thoroughly analyzed in Polish historical
writing. Yet it was Mengoli who first posed a number of problems related to finding the
sums of an infinite number of fractions. He solved most of those problems, but he failed
in one case - in the case of the sum of the inverse of squares of successive natural num-
bers. For fundamental reasons, which had not been understood until several dozen years
later, Mengoli was unable to find a compact expression for the sum of this series. He
himself, with a humility rarely found in the history of science, admitted that this prob-
lem required a richer intellect”.

This series turned out to be the first example of a fundamental function investigated
later by Euler and Riemann, and called, in honour of the latter mathematician, the
Riemann C(dzeta) function. This function constitutes the key to solving one of the great-
est mathematical puzzles of all times - the distribution of prime numbers. Connected
with this riddle is also the most important and most difficult of the hitherto unsolved
problems of the famous list presented in 1900 by Hilbert at the 2nd International
Mathematical Congress in Paris, the Riemann hypothesis.


http://xxx.lanl.gov/abs/math.NT/0104221/

64 K. Maslanka

The generalizations of the series considered by Mengoli continue to be researched
by mathematicians today.

The aim of the article is to show, on the example of Mengoli’s achievements and fail-
ures, a general regularity: the solution of a given mathematical problem is the result of
the subtle interplay between, on the one hand, the scientists’s knowledge, talent and
effort, and, on the other, the level of general knowledge at a given time, which stems
from the collective achievements of many previous generations of mathematicians.



