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DLACZEGO BERNARD BOLZANO NIE WPROWADZIt
(KARDYNALNEJ) LICZBY NIESKONCZONEJ?

Powszechnie wiadomo, ze nieskoiczone (pozaskonczonel) liczby - porzad-
kowe i kardynalne - zostalty wprowadzone do matematyki przez G. Cantora
okoto roku 1880. Byt to jeden z elementéw budowanej przez niego od podstaw
- cho¢ nieaksjomatycznie - teorii mnogosci. Te ostatnig charakteryzuje sie cza-
sami jako ,,produkt” potgczenia dwdch idei: zbioru i nieskoriczonosci. Gdy czyta
sie dzieta zebrane Cantora, mozna zauwazy¢, jak wiele miejsca poswiecit on
w nich konstrukcjom liczb (porzgdkowych i kardynalnych) na gruncie teoriom-
nogosciowym. Z tego wiasnie powodu zasadne wydaje sie by¢ powiedzenie, ze
Cantorowska teoria mnogosci to skutek superpozycji trzech pojec: zbioru, nie-
skonczonosci (czyli wczesniej wymienionych) oraz wiasnie liczby.

Wiadomo, ze pojecie pozaskoriczonej liczby porzadkowej ,wytonito” sie
najpierw z badan Cantora dotyczgcych podstaw analizy2 Potem jednak zostato
ono ,,przeniesione” na grunt teoriomnogosciowy. Natomiast pojecie pozasko-
ficzonej liczby kardynalnej miato od poczatku ,,rodowdd” teoriomnogosciowy3
Zasadniczymi ,,narzedziami” niezbednymi dla zdefiniowania liczb pozaskon-
czonych byty nastepujace pojecia: rownolicznosci zbiorow (bedacej relacjg row-
nowaznos$ciowg), klasy abstrakcji (jeszcze wtedy tak nie nazywanej) oraz zbio-
ru nieskofnczonego.

Bolzano - jak sie uwaza - antycypowat niektore elementy Cantorowskiej kon-
strukcji teorii mnogosci. Tytutowe pytanie niniejszej pracy sugeruje, ze definicja
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liczb pozaskonczonych byta w zasadzie w ,zasiggu” mozliwosci tworczych
Bolzana. Jest to jednak poglad wymagajacy rzetelnego uzasadnienia. Zatem,
zanim udzielona zostanie odpowiedz na tytutowe pytanie, nalezy pokazac, ze
jest ono w ogdle sensownie postawione.

Wspomniane uzasadnienie bedzie polegato na pokazaniu, ze Bolzano dyspo-
nowat odpowiednikami, wspomnianych wyzej, Cantorowskich ,,narzedzi”: row-
noliczno$ci zbioréw, klasy abstrakcji, zbioru nieskonczonego, oraz ze pierwsze
dwa wykorzystywat do definiowania liczb.

Aby jednak zrealizowac powyzsze zadanie, trzeba najpierw pokrotce wpro-
wadzi¢ najwazniejsze elementy ontologii i logiki matematyka z Pragi.
Bolzanowskie przedmioty (ein Ding, ein Gegenstand, ein Etwas) to elementy
uniwersum dyskursu samego Bolzana. Wszystkie one, i tylko one, istniejg (es
gibt sieA. Klasa przedmiotéw Bolzanowskich rozpada sie na dwie roztgczne
podklasy: przedmiotdw rzeczywistych (wirkliche), ktére wszystkie - i tylko one
- sg przedmiotami czasoprzestrzennymi, przedmiotami bedgcymi rownoczes$nie
przyczyng (Ursache) dla czego$ innego5 oraz przedmiotdw nierzeczywistych,
ktére wszystkie sg przedmiotami nietemporalnymi i nieprzestrzennymi i nie sta-
nowig przyczyny (Ursache) dla zadnego skutku (Wirkung)6. Przedstawienia
same w sobie (Vorstellungen ans ich) sg przedmiotami nierzeczywistymi, ktére
przedstawiajg przedmioty zarowno rzeczywiste, jak i nierzeczywiste7.

Przy pomocy Bolzanowskiego pojecia czesci catosci - wyrazanego dalej
przy pomocy dwuargumentowego predykatu ,,Z” - mozna zrekonstruowac
pojecie jednostki, ktérym postugiwat sie matematyk z Pragi:

Dla wszystkich x, v zachodzi: x jest jednostka wzgledem v [JEDNOST-
KA(x,v)\ wtedy i tylko wtedy, gdy x jest przedstawiane przez v, i dla kazde-
goy zachodzi: jesliy jest czesScig x, toy nie jest przedstawiane przez v8.

Przy pomocy pojecia jednostki mozna w systemie Bolzana zdefiniowac
pojecie wielosci:

Dla wszystkich x, v zachodzi: x jest wieloscig wzgledem v [WIELOSC(x,v)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cantorowski zbior m i istniejg x ’, y ’takie,
zex'*y’ix’e miy’e m, tak ze x ztozone jest z wszystkich elementdw m
i dla wszystkichy zachodzi: jesliy e m, toy jestjednostkg wzgledem v; i dla
wszystkich y zachodzi: je$liy jestjednostkg wzgledem v iy jest czescig x, to
ye Mo

Pojecie wielosci (Vielheit) jest w Bolzanowskiej konstrukcji podstaw mate-
matyki pod wieloma wzgledami odpowiednikiem Cantorowskiego, teoriomno-
gosciowego pojecia zbioru (Menge). Zresztg w Paradoxien des Unendlichen,
ostatniej duzej pracy Bolzana, terminy Vielheit i Menge uzywane sa czesto za-
miennie. Bolzano wyraznie stwierdza, ze zar6wno w dziedzinie przedmiotéw nie-
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rzeczywistych, jak i w dziedzinie przedmiotéw rzeczywistych istniejg wielosci
nieskofnczoneld Sa one odpowiednikami zbioréw nieskonczonych G. Cantora

Poza tym Bolzano wprowadza w swoich tekstach pojecie rownosci wieloSci
[rw]. Zostato ono zrekonstruowane w sposob nastepujacy:

Ux,x\v,v- (WIELOSC(x,v) A WIELOSC(xv) -> WIELOSC(x,v) rw
WIELOSC(xv) = ZR (11 z (ZZx a JEDNOSTKA(z,V) -> z1 z\2'ZX" a
JEDNOSTKA(z\v)a zRz)a Elz'(z'z x 'a JEDNOSTKA(z'v) -> Z\z (z
Zx a JEDNOSTKA(z,v) a ZRz"))))".

Udowodniono, ze zdefiniowana relacja [rw] jest relacjg rownowaznoscio-
wal2 Trzeba zauwazyé, ze relacja ta zachodzi pomiedzy wielosciami wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiednie zbiory cantorowskie, z ktérych elementéw zto-
zone sg mozna na siebie jednojednoznacznie odwzorowac13 Zatem relacja row-
nosci wielosci jest precyzyjnym odpowiednikiem relacji réwnolicznosci sto-
sownych zbioréw cantorowskich.

W Paradoxien des Unendlichen Bolzano definiuje liczbe konkretng rodzaju
vjako wielo$¢ wzgledem v [WIELOSC(x,v)]. Pisze on:

(DEF) ,,Pomys$Imy sobie cigg, ktérego pierwszy wyraz jest jednostkg rodza-
ju A, za$ kazdy nastepny wyprowadzony jest ze swojego poprzednika w ten
sposob, ze bierzemy przedmiot jemu [poprzednikowi - J. D.] i ta3czymy go
z nowg jednostkg w sume, to wszystkie wystepujagce w tym ciggu wyrazy
- z wyjatkiem pierwszego, ktéry jest zwykla jednostkg rodzaju - sg wielo-
$ciami rodzaju A i to takimi [...] (tacznie z pierwszym wyrazem), ktore nazy-
wam liczbami, doktadniej: liczbami naturalnymi” 4

Pokazano, analizujac podobng definicje z publikowanej dopiero w XX
w. Reine Zahlenlehrely ze praski matematyk obok liczb konkretnych ,,szkico-
wat” réwniez definicje liczby abstrakcyjnej (danej liczby konkretnej). W rekon-
strukcji tej definicji trzeba odwotac sie do pojecia klasy abstrakcji, ktéra impli-
cite kryla sie na ,zapleczu” wspomnianego ,szkicu”, a takze na ,zapleczu”
Bolzanowskiej definicji liczby rzeczywistej. Zrekonstruowang definicje liczby
abstrakcyjnej (danej liczby konkretnej) Bolzana, przy zatozeniu, ze liczba kon-
kretna LICZKON(x,v) jest wielosciag WIELOSC(x,v)'6, mozna sformutowaé
nastepujacol’:

(1) LICZABS(LICZKON(x,vj) =df[WIELOSC{x,v)]m.

Pierwszym odruchem, po zapoznaniu si¢ z tak zrekonstruowang definicja,
jest spostrzezenie, ze w ten wiasnie spos6b mozna prosto zdefiniowac pozaskon-
czong liczbe kardynalng. Wystarczy wzigé nieskofnczong wielos¢ - a Bolzano
akceptowat ich istnienie - i okresli¢ jg jako nieskonczong liczbe konkretna.
Potem za$ przypisac jej, zgodnie z (1), odpowiednig- nieskonczong liczbe abs-
trakcyjna.
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W kazdym razie powyzszy przeglad ,narzedzi”, ktérymi dysponowat
Bolzano wskazuje wyraznie - i to istotna konkluzja na obecnym etapie badan
- ze bez wiekszego trudu, od strony ,technicznej”, byt on w stanie zdefiniowaé
liczbe (kardynalng) pozaskoriczong. Dysponowat bowiem odpowiednikami po-
je¢: zbioru nieskofAczonego, relacji rownolicznosci i klasy abstrakcji. Co wiecej,
odpowiedniki dwdéch ostatnich poje¢ wykorzystywat on w definiowaniu (sko-
ficzonych) liczb abstrakcyjnych.

| dlatego nalezy najpierw wyrazi¢ zasadnicze zdziwienie, ze Bolzano nie
zdefiniowat liczby pozaskonczonej (nieskoiczonej). Co wiecej, trzeba stwier-
dzi¢, ze w wielu miejscach swojej ostatniej duzej pracy Paradoxien des
Unendlichen explicite zdecydowanie odrzucat - w ,naturalny” sposéb nasuwa-
jacy sie - pomyst utozsamienia wielosci (Vielheiteri) czy zbioréw (Mengen) (ter-
minow tych uzywat tam zamiennie) nieskonczonych, ktorymi operowat, z liczbg
nieskonczong konkretngl18 Co najwyzej zgadzat sie ga okreslenie wielosci (zhio-
réw) nieskoriczonych mianem ,wielkosci nieskonczonych”, ale nie na okresle-
nie ich jako ,,(konkretnych) liczb nieskoficzonych”19 A je$li tak, to konsekwent-
nie - zgodnie z definicjg (1) wprowadzong wyzej -r nie mégt tez wprowadzic¢
abstrakcyjnej liczby nieskoriczone;j.

Rodzi sie w tym miejscu od razu - tytutowe dla niniejszej pracy pytanie
- dlaczego praski matematyk takiej definicji, odmiennie niz Cantor, nie zapro-
ponowat. OdpowiedZ na to pytanie zawarta jest w dalszej czesci pracy.

Pierwsze préby odpowiedzi na tytutowe pytanie beda odpowiedziami
apriori w tym znaczeniu, ze nie bedg sie one zasadniczo odwotywaty do tek-
stobw Bolzana. Wydaje sie, ze mozna udzieli¢ dwdch apriorycznych odpowiedzi.

Najpierw nalezy stwierdzié, ze tradycja matematyczna, ktdrg zastat Bolzano,
byta daleka od wprowadzania liczb nieskonczonych. Trzeba tu uwzgledni¢ co
najmniej trzy watki. Od starozytnosci znane byly paradoksy zwigzane ze zbio-
rami nieskonczonymi. To za$ w prosty sposob prowadzito do tego, ze Srodowi-
sko matematykdw byto bardzo oddalone od tego, by przy pomocy paradokso-
gennych zbioréw nieskoniczonych definiowa¢ liczby. Po wtére, obok wielkosci
aktualnie nieskonczenie matych w podstawach analizy budowanych w XVII
i XVIII w. pojawity sie symbole oznaczajace wielkosci aktualnie nieskofczenie
wielkie. Problem polegat na tym, ze budowane we wskazanym czasie podstawy
analizy matematycznej byty niejasne i antynomiogenne. Dlatego przetom XVIII
i XIX w. przyniost rewizje podstaw analizy, prowadzaca do usuniecia z nich
wielkosci nieskonczonych (wielkosci niearchimedesowych). Po trzecie zas, $ro-
dowisko matematykoéw, odwotujac sie do tradycji, nigdy tatwo nie zgadzato sie
na rozszerzanie pojecia liczby na nowe ,,0bszary”. Wystarczy w tym kontekscie
wskaza¢ przyktad liczb rzeczywistych czy zespolonych. Tak wiec - szeroko
rozumiana- tradycja matematyczna na pewno nie inspirowata Bolzana do wpro-
wadzenia nowego typu liczb (liczby). Raczej stanowita zasadniczy hamulec
w tym wzgledzie.
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Dalej nalezy zauwazy¢, ze Bolzano nie potrzebowat liczby nieskoriczonej
w prowadzonych przez siebie badaniach matematycznych, nie miat dla niej
istotnych zastosowan ,,praktycznych”. Byta to sytuacja zupetnie odmienna od
tej, w ktorej znalazt sie kilkadziesigt lat p6zniej Cantor. Matematyk z Halle
zastosowat narzedzia topologiczne - pojecie punktu skupienia i pojecie pochod-
nej zbioru punktowego - w badaniach podstaw analizy. Potrzebne mu byito
pojecie nieskonczonej pochodnej, a potem i kolejnych pochodnych zbioru. To
prostag drogg prowadzito do konieczno$ci wprowadzenia pierwszej i drugiej
porzagdkowej liczby pozaskoriczonej (0o, 00 + 1)20. Jak stwierdzono wyzej, taka
»praktyczna” potrzeba wprowadzenia liczb pozaskoinczonych dla Bolzana nigdy
nie powstata.

Kolejne prawdopodobne powody faktu niewprowadzenia przez Bolzana
liczby nieskonczonej bedg sie odwotywaly juz do tekstow praskiego matematy-
ka. Jego rozproszone, przede wszystkim w Paradoxien des Unendlichen, uwagi
powinny rzuci¢ dodatkowe Swiatto na wyjasniang kwestie.

Znanym faktem z dziejow matematyki jest to, ze Bolzano w istotny sposdb
przyczynit sie do zbudowania ,,nowoczesnych”, arytmetycznych podstaw anali-
zy matematycznej. Jest jednym z trzech autoréw, ktorym matematyka zawdzi-
ecza to dzieto. Obok niego wylicza sie zazwyczaj A. Cauchy’ego oraz K. Weier-
strassa. Jednym z filaréw, na ktoérych Bolzano opart swojg reforme podstaw
analizy matematycznej, byto systemowe usuniecie z tych podstaw wielkosci nie-
archimedesowych - niespetniajgcych aksjomatu Eudoksosa-Archimedesa. Tym
samym wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkie i przede wszystkim aktualnie
nieskonczenie mate, na ktérych jeszcze w XVIII wieku fundowano analize, zna-
lazty sie poza gtownym ,,nurtem” matematyeki.

Sam Bolzano nie byt do konca konsekwentny. Wielkos$ci aktualnie niesko-
nczenie mate pojawiaja sie w jego badaniach w istotny sposéb w czasie kon-
struowania liczb rzeczywistych. Praski matematyk w trakcie tej konstrukcji
wprowadzit wielko$ci niearchimedesowe rownie $cisle i rownie konsekwentnie,
jak uczyniono to w latach 50. i 60. XX w. budujac analize niestandardowa2l
W ostatniej wielkiej pracy Bolzana, Paradoxien des Unendlichen, wielkosci
aktualnie nieskonczenie mate sg ,,petnoprawnym” elementem Bolzanowskiego
»Swiata matematycznego”. Nie sg one jednak nigdzie okreslane mianem ,,liczb”
(nieskonczenie matych), ale sa nazywane wiasnie ,wielko$ciami”. Doktadnie
tak samo, mianem ,wielko$ci” okreslany jest zbior nieskoriczony - zbidr
wszystkich liczb naturalnych, ktérego Bolzano nie chciat nazwac ,,liczbg”22 (nie-
skonczong konkretng), ani nie chciat zwigza¢ z nim - w opisany wyzej sposéb
(1) - pojecia liczby (nieskoniczonej, abstrakcyjnej).

W tym miejscu pojawiajg sie istotne pytania. Po pierwsze: co to w ogdle jest
liczba w pojeciu Bolzana? Po drugie: co to jest wielko$¢ (réwniez w pojeciu
Bolzana)? | dalej: czy mozliwe jest wyeksplikowanie réznicy miedzy pojeciem
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liczby a pojeciem wielkosci? To pozwolitoby - by¢ moze - wyjasni¢, dlaczego
Bolzano nie wiazat ze zbiorami nieskoficzonymi pojecia liczby (nieskoiczonej),
traktujac je jednoczes$nie jako wielkosci.

Wiadomo, ze wskazanie generalnie, czym jest liczba, stanowi bardzo trudne
przedsiewziecie, o ile w ogdle jest mozliwe. Odpowiedz na pytanie czym jest
wielkos¢ tez jest ogromnie trudna. Mozna by podac aksjomatyczne dookre$lenie
wielkosci pochodzace od Eudoksosa, ale w dziejach matematyki intuicje wigza-
ne z tym pojeciem ulegaty znacznym zmianom. Tym trudniej doszukiwac sie
odpowiedzi na trzecie pytanie.

W niniejszym opracowaniu podjeta zostanie krétka prédba wyjasnienia, jak
Bolzano rozumiat pojecie liczby, po to, by ewentualni udzieli¢ odpowiedzi na
tytutowe pytanie.

Bolzano wprowadzit w Reine Zahlenlehre istotne rozréznienie: méwit o licz-
bach w $cistym tego stowa znaczeniu oraz o liczbach w dalszym znaczeniu tego
stowa. Liczby w $cistym znaczeniu tego stowa to wytgcznie liczby naturalne23
Innymi stowy: liczby to wylacznie klasy abstrakcji obiektéw zdefiniowanych
w (DEF), a wiec konkretnych liczb naturalnych. Tu mozna by sie doszukiwac
odpowiedzi na pytanie, dlaczego Bolzano nie wprowadzit liczb nieskoficzonych.
Odpowiedz brzmi: dlatego, ze przy pomocy opisanej procedury, nie da sie ich
uzyskaé - trzeba by bowiem wychodzi¢ od wielosci nieskoriczonych nie za$
skonczonych jak w (DEF). Jednak dalej pozostaje pytanie: dlaczego Bolzano tak
sztywno traktowat pojecie liczby, dlaczego tego pojecia nie poszerzyt.

Pozostawiajac na razie te ostatnig kwestie na boku wypada wyjasnié, dla-
czego Bolzano tak bardzo restryktywnie zdefiniowat liczbe (w Scistym tego
stowa znaczeniu). Praski matematyk nastepujaco wyjasniat, dlaczego liczby
wymierne, liczby urojone (zespolone) i rzeczywiste i wielko$ci aktualnie nie-
skonczone (mate, wielkie) nie sg liczbami w $cistym tego stowa znaczeniu:

»[...] przedstawienia, ktére wyrazane sg przez znaki /2, V2, V-1, co, l/co, O,
itd., sg samymi przedstawieniami liczb, ktérym nie odpowiada zaden przed-
miot” 24

Innymi stowy, znak ,,2” wyraza przedstawienie samo w sobie liczby dwa,
ktéremu odpowiada pewien przedmiot, mianowicie liczba (naturalna) dwa. Tak
jest w przypadku wszystkich liczb naturalnych.

Powstaje pytanie: do jakiej kategorii ontycznej nalezy liczba dwa, ktora pod-
pada pod przedstawienie samo w sobie dwa? Czy nalezy ona do dziedziny
przedmiotéw nierzeczeczywistych (nichtwirklich), pozaczasowych i pozaprzest-
rzennych, czy tez do dziedziny przedmiotow rzeczywistych {wirklich), czaso-
wych i przestrzennych. Jeden z tekstéw zamieszczonych w Paradoxien des
Unendlichen prowadzi zdecydowanie do konkluzji, ze w pojeciu Bolzana liczba
dwa nalezy do dziedziny przedmiotéw nierzeczywistych (nichtwirklich)2.
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Zatem z liczbg dwa nie mozna wigza¢ - w koncepcji Bolzana - jednego
z obiektow zdefiniowanych w (DEF), czyli liczby konkretnej dwa. Jest tak dla-
tego, ze kazda wielo$¢ (Vielheit) jest cato$cig (Inbegriff), za$ cato$¢ ztozona
z obiektdw rzeczywistych (wirklich) jest przedmiotem rzeczywistym (wir-
klich)16 Innymi stowy: liczby konkretne Bolzana mogg by¢ przedmiotami rze-
czywistymi.

Zatem wzieta pod uwage Bolzanowska liczba dwa i kazda inna liczba (natu-
ralna) moze i powinna by¢ utozsamiona z liczbg abstrakcyjng. Tabowiem jest can-
torowskim zbiorem, a wiec moze by¢ traktowana jako przedmiot pozaczasowy
i pozaprzestrzenny. Zatem znak ,,2” wyraza (nierzeczywiste) przedstawienie samo
w sobie liczby dwa, ktérej odpowiada nierzeczywisty przedmiot - liczba (abs-
trakcyjna) dwa. Nie trzeba dodawac, ze doktadnie tak samo jest - wedtug kon-
cepcji Bolzana - w przypadku kazdej innej liczby naturalnej, za wyjatkiem zeraZ2’.

Natomiast zupetnie inaczej rzecz ma sie - jak pokazuje to cytowany wyzej
tekst Bolzana - w przypadku takich wielkosci, jak aktualnie nieskoriczenie wiel-
kie, aktualnie nieskonczenie mate, liczby wymierne, liczby rzeczywiste, liczby
urojone (zespolone). Dowolny znak z tego zakresu wyraza odpowiednie (nie-
rzeczywiste) przedstawienie samo w sobie, pod ktore nie podpada zaden obiekt
- ani z dziedziny obiektow nierzeczywistych, ani z dziedziny obiektdw rzeczy-
wistych. Tak wiec ,,funkcje” danej liczby w szerszym znaczeniu, czy tez wiel-
kosci (aktualnie nieskofAczonej matej czy tez wielkiej) przejmuje samo nierze-
czywiste przedstawienie samo w sobie. Mozna tylko doda¢, ze odpowiednich
przedmiotéw nalezatoby sie raczej ,,spodziewac” w dziedzinie przedmiotdw nie-
rzeczywistych - tak jak to jest u Bolzana dla liczb naturalnych.

Trzeba w tym miejscu koniecznie wtraci¢, ze koncepcja Bolzana jest nie-
konsekwentna. Wykazano, ze tak, jak w wypadku liczb naturalnych, ktére
w koncepcji Bolzana mozna pojmowac jako cantorowskie zbiory pewnych
obiektéw (wielosci), rowniez liczby rzeczywiste konstruowane przez niego sa
cantorowskimi zbiorami pewnych kongruentnych elementow. Mégt wiec
Bolzano owe cantorowskie zbiory kongruentnych elementow - tak jak
w przypadku liczb naturalnych - potraktowac jako nierzeczywiste przedmioty
podpadajgce pod nierzeczywiste przedstawienia same w sobie odpowiednich
liczb rzeczywistych. Na przyktad, mogt uzna¢, ze pod pojecie samo w sobie
wyrazane przez znak ,,V2” podpada odpowiedni cantorowski zbior kongruent-
nych elementéw. To, ze Bolzano tego nie uczynit, jest Swiadectwem znacznej
luki w jego ontologicznych podstawach arytmetyki.

Podobna uwaga odnosi sie do wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkich.
Woystarczytoby wzigé cantorowski zbior wielosci nieskoriczonych (klase abs-
trakcji wyznaczong przez relacje rownosci wielosci), ktérych istnienie Bolzano
akceptowat, by - jak w przypadku abstrakcyjnych liczb naturalnych - otrzymac
nierzeczywisty przedmiot podpadajacy pod przedstawienie samo w sobie wiel-
kosci (aktualnie) nieskonczonej, wyrazanej przez symbol ,00”. Wtedy status
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ontyczny wielkosci (aktualnie) nieskoiczonej bytby doktadnie taki sam, jak abs-
trakcyjnych liczb naturalnych. Nie bytoby zatem tej przeszkody, ktdéra nie
pozwalata okresli¢ Bolzanowi wielkosci (aktualnie) nieskoriczonej mianem
Hliczby”.

Ostatnie stwierdzenie mozna skomentowaé wczesniejszg konstatacja: wiel-
ko$é nieskoniczona nie jest dla Bolzana liczbg w $cistym tego stowa znaczeniu
przede wszystkim dlatego, ze nie mozna jej otrzyma¢ w procesie stosujacym
jako jeden etapdw procedure (DEF).

Warto w tym miejscu przypomnieé, ze Bolzano odmawiajagc wielkosciom
aktualnie nieskofczenie wielkim (i matym) statusu liczb w $cistym tego stowa
znaczeniu wymienit je razem z liczbami wymiernymi, liczbami rzeczywistymi
i liczbami urojonymi (zespolonymi). Czy automatycznie oznacza to, ze praski
matematyk wszystkie owe wielkosci traktowat jednakowo, tzn. wszystkim
- a wiec i wielkoSciom aktualnie nieskoficzonym - nadawat status liczb
w szerszym tego stowa znaczeniu? Odpowiedz na to pytanie wydaje sie by¢
negatywna - wynika ona m.in. z § 28 Paradoxien des Unendlichen:

»Przyznaje, zejuz pojecie rachunku nieskorficzonych niesie poz6r sprzeczno-
§ci samej w sobie. Chcie¢ co$ policzyé oznacza bowiem prébe okreslenia
(zdeterminowania - D. J.) tego przez liczby. Jak jednak prébowaé okresli¢
(zdeterminowac - J. D.) nieskonnczono$¢ przez liczby - te nieskoriczonos¢,
ktéra wedtug naszego wiasnego wyjasnienia ciagle musi by¢ czyms takim,
co traktujemy jako zbior sktadajgcy sie z nieskoriczenie wielu czesci,
tzn. jako zbior, ktéry jest wiekszy, niz jakakolwiek liczba, a wiec zbi6r, ktéry
nie moze zostac¢ okre$lony przez podanie liczby? - Lecz ta watpliwo$¢ znika,
kiedy oSmielimy sie twierdzié, ze powyzszy rachunek nieskoficzonosci nie
ma na celu obliczenia (nieskonczonosci - J. D.), co wiasnie na niej (niesko-
ficzonosci - J. D.) nie jest mozliwe przez zadng liczbe, mianowicie oblicze-
nie nieskonczonej wielosSci w sobie, lecz ma na celu okre$lenie relacji pomi-
edzy (przedmiotami —J. D.) nieskonczonymi; rzecz, ktéra w pewnych
przypadkach jest mozliwa do przeprowadzenia, co chcemy pokazaé na wielu
przyktadach”28

Z powyzszego tekstu wynika, iz Bolzano inaczej traktowat wielkos$ci aktual-
nie nieskonczenie wielkie, niz takie wielkosci matematyczne jak liczby wymier-
ne, liczby rzeczywiste, czy tez liczby urojone (zespolone). Klasyfikowat je
»Nizej” niz liczby w szerszym tego stowa znaczeniu. Powdéd tkwit w tym, ze przy
pomocy wielkosci aktualnie nieskoriczenie matych nie mozna byto - zdaniem
Bolzana - ,rachowaé”. Nie mozna byto zbudowac¢ ich rachunku, inaczej niz
w wypadku takich wielkosci, jak liczby wymierne, liczby rzeczywiste, liczby
urojone (zespolone).
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Skad brato sie wspomniane przekonanie Bolzana. Wynika ono najprawdo-
podobniej stad, ze praski matematyk byt zdania, iz wszystkie zbiory (wielosci)
nieskoriczone sg - uzywajgc pdzniejszego jezyka Cantora - tej samej mocy.
Zatem wielosci (i wielkoSci) nieskonczone nie tworzg zadnej ,,skali” niesko-
nczonosci. Jedyne, co mozna czyni¢, to porownywac ,wielko$¢” wieloSci nie-
skofczonych przy pomocy relacji rownos$ci wielosci [nv] (ta wedtug Bolzana
winna by¢ zawsze taka sama) i teoriomnogosciowej relacji inkluzji. Wydaje sie,
ze wiasnie tutaj moze ,tkwi¢” jeden - z catej palety, jak sie okazuje - powodow,
dla ktorych Bolzano z wielkosciami aktualnie nieskoficzonymi nie tylko nie zwi-
gzal pojecia liczby w Scistym tego stowa znaczeniu, ale takze, jak sie wydaje,
liczby w szerokim tego stowa znaczeniu.

Oprécz naszkicowanej dotychczas palety przyczyn, dla ktérych Bolzano
- dysponujagc ku temu wszelkimi narzedziami - nie zdefiniowat nieskoriczonej
liczby kardynalnej, wydaje sie istnie¢ jeszcze jedna przyczyna takiego stanu rze-
czy. Ujawnia sie ona w nastepujgcym sformutowaniu z Paradoxien des
Unendlichen:

»,Kiedy bierzemy pod uwage cigg liczb naturalnych: 1, 2, 3, 4, 5, 6,..., to
mamy Swiadomos¢, ze zbior liczb, ktére ten cigg, poczynajac od pierwszej
(jednostki) do jakiejkolwiek, np. do liczby 6, zawiera, wyrazony jest zawsze
przez te ostatnig”2.

Mysl Bolzana, zawartg w tym teks$cie, mozna odda¢ w ten sposéb: jesli jest
dany ciag kolejnych liczb naturalnych: 1,2,1, n, to mocg zbioru canto-
rowskiego {1, 2, ..., n-1, n}jestn.

Warto zauwazy¢, ze stwierdzenie Bolzana jakby ,,kragzyto” intuicyjnie wokot
definicji liczb porzadkowych, a wiec - w przypadku liczb skoriczonych - réw-
niez liczb kardynalnych, podanej na poczatku XX w. przez J. von Neumanna.
Matematyk pochodzacy z Budapesztu definiowat skoriczong liczbe porzadkowa
njako cantorowski zbiér liczb jg poprzedzajacych, czylin = {0, 1,..., n-1}, przy
czym 0 = 0. Mozna by tez twierdzié, ze liczba kardynalna n jest mocg canto-
rowskiego zbioru swoich poprzednikéw {0, 1, ...,«-1}.

Tutaj uwidacznia sie zadziwiajgca zbiezno$¢ podejs¢ Bolzana i von
Neumanna. Trzeba jednak tez by¢ $wiadomym réznic. Bolzano podchodzi do
zagadnienia tak, ze dany juz jest ,,gotowy” zbidr wszystkich liczb naturalnych
- liczba kardynalna bedaca moca zbioru jest sama elementem tegoz zbioru,
tzn.ng {1,2, ...,«-1,«}. Natomiast w przypadku von Neumanna zbiér liczb
naturalnych nie jest dany ,,z gory”, kolejne, nowe liczby sa ,,generowane” przez
zbior wszystkich poprzednikéw. Co wiecej, przy podejsciu Bolzana rozwigzanie
w stylu von Neumanna - definiowanie kolejnych liczb kardynalnych - jest nie-
mozliwe, bytoby bowiem tak, ze n bytoby zawarte w generujagcym n zbiorze.
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Ostatecznie za$ jest tak dlatego, ze w ujeciu Bolzana zbior liczb naturalnych roz-
poczyna sie od 1, natomiast w ujeciu von Neumanna od 0.

Podejscie wegierskiego matematyka ma bardzo istotng zalete. W ,,naturalny”
sposob pozwala ono wprowadzi¢ pierwszg pozaskonczong liczbe porzadkowg
(kardynalna) co (H 0) na nastepujacej zasadzie:

0=0;
1= {0}
2= {0, 1};

n={0, 1,..., n-1}
. 5
®=K0={0, 1,...,

Po prostu pierwsza porzagdkowa (kardynalna) liczba pozaskoriczona to zbiér
wszystkich liczb naturalnych. Trzeba tylko przyjac¢ istnienie ,,gotowego” zbioru
wszystkich liczb naturalnych, czyli zaakceptowac istnienie paradygmatu nie-
skonczonos$ci aktualnej. Bolzano istnienie owego paradygmatu akceptowat, ale
nie byt w stanie w powyzszy sposob definiowac¢ kolejnych liczb kardynalnych
(porzadkowych), a lepiej powiedzie¢, nie byt w stanie wigzaé liczby naturalnej
n ze zhiorem wszystkich poprzedzajacych ja liczb. Powdd byt jeden - wymie-
niony juz wczesniej - pierwsza Bolzanowska liczbg naturalng byto 1 a nie 0.

Gdyby Bolzano przyjatjako pierwszg liczbe naturalng liczbe 0, to jego wyzej
cytowany tekst przyjatby prawdopodobnie nastepujaca postaé:

Kiedy bierzemy pod uwage ciag liczb naturalnych: 0, 1,..., n, to mamy $wia-
domos¢, ze zbior liczb, ktore ten cigg, poczynajac od pierwszej (zera) do n,
zawiera, wyrazony jest zawsze przez liczhe n+ 1

Kazdy zbiér {0, 1,..., n} bytby, uzywajac jezyka Bolzana, ,,wyrazany” przez
pierwszg liczbe naturalng nie nalezacg do tego zbioru, co wiecej, owo ,,wyraza-
nie” oznaczatoby - zgodnie z intuicjami zawartymi w oryginalnym tekscie
Bolzana - ,liczebnosci”, ,,moc” danego zbioru. Bolzano dysponowatby
- w istocie - podanym wyzej schematem von Neumanna, za wyjatkiem wiersza
pierwszego i ostatniego (liczba 0 bytaby niedefiniowana). Wtedy tez - na zasa-
dzie analogii - fatwo moznaby dojs¢ do idei, by tak jak wszystkie poprzednie
zbiory, réwniez zbidr {0, 1,..., «,...} zwiaza¢ z liczbg i to z liczba nie nalezaca
do owego zbioru. Poniewaz nie mogaby to byé zadna liczba naturalna - wszyst-
kie one nalezag do zbioru {0, 1,..., «,...} - musiataby to by¢ liczba nieskonczo-
na ,,wyrazajaca”, zgodnie z intuicjami Bolzana, ,,moc” zbioru {0, 1,..., «,...}.
Innymi stowy, wskazana analogia mogtaby prowadzi¢ do ,,podniesienia” wiel-
kosci aktualnie nieskoniczonej oo do ,,rangi” liczby.
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Jak juz wczesniej podkreslano, Bolzano nie mogt doj$¢ do powyzszych
wnioskdw przede wszystkim dlatego, ze w jego systemie pierwszg liczbg natu-
ralng byta liczba 1 a nie liczba O30 W zwigzku z tym powstaje kluczowe pytanie
dla prowadzonych badan: dlaczego praski matematyk nie zaliczat zera do zbio-
ru liczb naturalnych? i;

Nalezy przypomnie¢, ze - w cytowanym wczesniej tek$cie - Bolzano,
odmiennie niz liczby naturalne, nie zaliczyt zera do liczb w Scistym tego stowa
znaczeniu. Powodem bytonto, ze pod nierzeczywiste przedstawienie samo
w sobie zera ,,wyrazane” przez znak ,,0” nie podpada zaden przedmiot3L Owo
nierzeczywiste przedstawienie samo w sobie przejmuje ,,funkcje” liczby zero.
Zatem ostatecznie w ontologii przedmiotow matematyki lezy - brzemienny
w skutkach, jak to pokazano - powdd niezaliczenia liczby zero do zbioru liczb
naturalnych.

Wypada zatem, konsekwentnie, zapyta¢: dlaczego wedtug Bolzana pod nie-
rzeczywiste przedstawienie liczby zero nie podpada zaden obiekt. Przypomnie¢
nalezy, ze liczba naturalna to, w koncepcji Bolzana, przedmiot nierzeczywisty
(abstrakcyjny, czyli pozaczasowy i pozaprzestrzenny). Jest to tzw. liczba abs-
trakcyjna, czyli klasa abstrakcji (cantorowski zbior) wielosci bedacych w relacji
réwnos$ci wielosci z dang wieloScig (liczbg konkretna).

Gdyby na tej samej zasadzie prébowac konstruowaé liczbe abstrakcyjng zero
(liczbe naturalng zero), to trzeba by wyjs¢ od czegos$, co trzeba by nazwac ,wie-
losciag zerowg”, czyli ostatecznie - przez analogie z podang na poczatku tej pracy
definicjg wieloSci - od cantorowskiego zbioru pustego. Bolzano za$ takiego
zbioru nie znat i, o ile wiadomo, nie rozwazat jego istnienia (przyjecia w swojej
koncepcji). Moze to wigzaé sie z tym, zc praski matematyk swojg teorie, na
ktérej starat sie nabudowac; matematyka, pojmowat bardziej jako mereologie
a nie teorie mnogosci w duchu cantorowskim3

Zatem ostatnig cze$¢ prowadzonych badan mozna konkludowaé stwierdze-
niem, ze istotnego powodu, dla ktérego najprawdopodobniej Bolzano nie wpro-
wadzit nieskoriczonej liczby kardynalnej nalezy sie doszukiwac w niezaliczcniu
zera do zbioru liczb naturalnych. To za$ miato swe uzasadnienie w jego ontolo-
gii przedmiotow matematycznych, ajeszcze precyzyjniej w braku w jego kon-
cepcji (odpowiednika) cantorowskiego zbioru pustego.

W prowadzonych w niniejszej pracy badaniach stwierdzono, ze Bolzano
dysponowat wszystkimi koniecznymi narzedziami dla wprowadzenia liczby nie-
skonczonej. Pokazano, ze fakt, iz tego nie uczynit, wynika z calej palety przy-
czyn.

Tradycja matematyczna, ktorg zastat Bolzano, byta daleka od wprowadzania
liczb nieskoriczonych z trzech przynajmniej powoddw. Po pierwsze, zbiory nie-
skonczone byty paradoksogenne, a zatem przy ich pomocy nie chciano definio-
wac liczb. Po drugie, z antynomiogennych podstaw analizy XVII i XVIII
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w. wyeliminowano dopiero co, na poczatku XI1X w., wielkosci niearchimedeso-
we, w tym (symbole oznaczajgce) wielkosci aktualnie nieskoriczenie wielkie. Po
trzecie, matematycy niechetnie rozciggali pojecie liczby na nowe dziedziny.
Przyktadem byly opory we wprowadzeniu liczb zespolonych (urojonych).

Dalej stwierdzono, ze, inaczej niz Cantor (pozaskonczona indeksacja
pochodnych zbioréw), Bolzano nie potrzebowat liczb nieskoriczonych do zad-
nych zastosowan ,,praktycznych”.

Analizujac teksty Bolzana stwierdzono, ze nie chciat on okresla¢ wielkosci
aktualnie nieskonczenie wielkiej - ktorg operowat - mianem ,liczby w $cistym
tego stowa znaczeniu” z dwoch powoddw. Po pierwsze (przyczyna ontologicz-
na), jego (btednym) zdaniem, nie ma przedmiotéw abstrakcyjnych podpada-
jacych pod nierzeczywiste przedstawienie samo w sobie wielkosci aktualnie nie-
skonfczenie wielkiej. Po drugie za$, takiej wielkosci nie mozna otrzymac
w procesie stosujacym jako pierwszy z etapéw opisang procedure (DEF).

Bolzano klasyfikowat wielkosci aktualnie nieskonczenie wielkie ,,nizej” niz
liczby w szerszym tego stowa znaczeniu (liczby wymierne, rzeczywiste, zespo-
lone) dlatego, iz przy ich pomocy nie mozna - zdaniem Bolzana - ,rachowac”,
nie mozna zbudowac ich rachunku. Wynikato prawdopodobniej to stad, ze pra-
ski matematyk byt przekonany, iz wszystkie zbiory (wielosci) nieskoficzone sg
- uzywajac p6zniejszego jezyka Cantora - tej samej mocy. Zatem nie tworzg one
zadnej ,skali” nieskoriczonosci. Jedyne, co mozna czyni¢, to poréwnywaé
»wielko$¢” wielosci nieskonczonych przy pomocy relacji rownosci wielosci
[rw] i teoriomnogosciowej relacji inkluzji.

Istotnego powodu, dla ktérego najprawdopodobniej Bolzano nie wprowadzit
nieskonczonej liczby kardynalnej nalezy sie doszukiwac¢ w niezaliczeniu zera do
zbioru liczb naturalnych. To za$ miato swe uzasadnienie w jego ontologii przed-
miotdw matematycznych, a jeszcze precyzyjniej w braku w jego koncepcji
(odpowiednika) cantorowskiego zbioru pustego. Brak zera w zbiorze liczb natu-
ralnych nie pozwalat Bolzanie , konstruowaé” kolejnych liczb porzadkowych
(kardynalnych) metodg von Neumanna, w efekcie nie pozwolit mu zwigzac cate-
go zbioru liczb naturalnych z nieskoriczong liczbg porzagdkowag (kardynalng).

Powyzej podsumowano przyczyny, dla ktérych Bolzano nie zdefiniowat nie-
skonczonej liczby kardynalnej. Ich ,paleta” rozcigga sie od wptywu zastanej tra-
dycji matematycznej na mysl Bolzana, po przyjmowang przez niego ontologie
przedmiotdw matematyki. Aby jednak zasadnie postawié tytutowe pytanie
niniejszej pracy trzeba byto najpierw stwierdzi¢, ze praski matematyk dysponowat
wszystkimi - analogicznymi jak Cantor - narzedziami, by wprowadzi¢ liczbe nie-
skoriczong. Obydwaj wypracowali te narzedzia od podstaw i samodzielnie.
Zatem bardzo blisko byto do kolejnego - po np. definicji ciagtosci funkcji
Bolzana i Cauchy’ego - ,,odkrycia (prawie) réwnolegtego” w matematyce. Przy
okazji pokazano tez, ze praski matematyk wcale nie byt odlegty od definiowa-
nia liczb porzadkowych (kardynalnych) metodg von Neumanna. Skiania to do
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gtebokiej filozoficznej zadumy nad fenomenem odkry¢ rownolegtych, czy
odkry¢ niezaleznych w matematyce, a doktadniej nad ,,mechanizmami” do nich
prowadzacymi. Niniejsza pracajest - w pojeciu jej autora - jednym z przyczyn-
kéw przygotowujacych materiat historyczny do takich badan.

Przypisy

1G. Cantor nie postugiwat sie zasadniczo terminem unendliche Zahl, preferowat
natomiast termin transfinite Zahl. Ich polskie odpowiedniki sg stosowane w niniejszej
pracy zamiennie.

2Por. G. Cantor: Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr 2, ,,Ma-
thematische Annalen” 13 (1880), Bd. 17, s. 355-358.

3 Por. G. Cantor: List do K. LaBwitza z 18.02.1884, [w:] G. Cantor:
Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. ,,Zeitschrift fur Philosophie und philosophis-
che Kritik”, 51 (1887) Bd. 91, s. 81-125. W liscie tym Cantor podaje ogdlna definicje
liczby kardynalnej. Podpadajg pod nig rowniez nieskoficzone liczby kardynalne.

4Studium Bolzanowskiego wyrazenia ,,es gibt”, ktére moze by¢ traktowane jako
kwantyfikator egzystencjalny, zawiera praca E. Morschera; por. E. Morscher: Das
logische An-sich bei Bernard Bolzano. Salzburg 1973, s. 142n.

5B. Bolzano: Wissenschaftslehre | [GA 1 11 2], § 73, s. 137 (strony Wissen-
schaftslehre podawane sg wedtug wydania krytycznego GA = Bernard Bolzano-Gesamt-
ausgabe, Hrsg. vonE. Winter,J Berg,FE. KambartelJ LouzilB. van
Rootselaar. Stuttgart-Bad Cannstatt 1985-2000 Friedrich Fromann Verlag.
Pierwsze wydanie tej pracy ukazato sie w roku 1837: B. Bolzan o\Dr. B. Bolzanos
Wissenschaftslehre. Versuch einer ausfirlichen und groftentheils neuen Darstellung der
Logik mit steter Rucksicht aufderen bisherige Bearbeiter. Seidel, Sulzbach 1837).

6 Bolzano okre$la zamiennie przedmioty rzeczywiste (wirkliche) jako te, ktore:
,.haben Sein”, ,,haben Dasein”, ,,haben Existenz” (w odr6znieniu od przedmiotow nie-
rzeczywistych). Szczegoélnie to ostatnie okreslenie musi zwraca¢ uwage. Okazuje sie
bowiem, ze u Bolzana pojecia ,.,es gibt” i (er, sie, es) ,,existiert” nie sg tozsame. ,JDas
(etwas) existiert”, w odréznieniu od ,,es gibt” mozna orzec jedynie o przedmiotach rze-
czywistych, czasoprzestrzennych, ale nie o przedmiotach nierzeczywistych: nietempo-
ralnych i nieprzestrzennych. ,JIs gibt” mozna natomiast orzec o kazdym Bolzanowskim
przedmiocie, réwniez nierzeczywistym. Jest to zatem pojecie szersze, nadrzednie
w stosunku do (er, sie, es) ,.existiert”. Uzycie takiej terminologii generuje oczywiscie
problemy w badaniach prowadzonych w jezyku polskim. Badania E. Morschera (por. E.
Morscher: Das logische An-sich bei Bernard Bolzano, s. 142n), w ktoérych Bolza-
nowskie ,,es gibt” interpretowane jest jako kwantyfikator egzystencjalny, pozwalajg jed-
nak ttumaczy¢ to wyrazenie za pomocg terminu ,istnieje”, natomiast o przedmiotach,
o ktorych orzeka sie, iz (er, sie, es) ,existierf’, mowi sie po prostu w niniejszej pracy
- nawigzujac do terminologii Bolzanowskiej - ze sg one (przedmiotami) rzeczywistymi
(wirkliche).
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7Por. B. Bolzano: Wissenschaftslehre | [GA 1 11 2], § 54, s. 48-49.

8 Por. F. Krickel: Teil und Inbegriff. Bernard Bolzanos Mereologie. Sankt
Augustin 1994, s. 93. K

9Por. J. Dadaczynhski: Bernard Bolzano izidea logicyzmu. Tarnéw 2006,
s. 252. Rekonstruowana definicja wielosci jest tu istotnieczmieniona w stosunku do pier-
wotnego projektu F. Krickela; por. F. Krickel: Teil und Inbegriff. Bernard Bolzanos
Mereologie, S. 94.

DPor. B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen. Leipzig 1851, 19212 Defini-
cja zbioru (wielosci) nieskoriczonej zawarta jest w § 20. Jej pracy Bolzana. Jest ona anty-
cypacja klasycznej Dedekindowskiej definicji zbioru nieskoriczonego.

LPor. F. Krickel: Teil und Inbegriff. Bernard Bglzanos Mereologie, s. 226.

PPor.J. Dadaczynski: BernardBolzano i idea logicyzmu, s. 377-385 (lema-
ty 19, 20, 21).

BPor.J. Dadaczynski: BernardBolzano iidea logicyzmu, s. 386-390 (lemat 23).

X ,,Denken wir eine Reihe, deren erstes Glied eine Einheit von der Art A ist, jedes
nachfolgende aber aus seinem vorhergehenden auf die Weise abgeleitet wird, dal wir
einen ihm gleichen Gegenstand nehmend, denselben mit einer neuen Einheit von der Art
A zu einer Summe verbinden: so werden offenbar alle m dieser Reihe vorkommenden
Glieder - mit Ausnahme des ersten, das eine bloRe Einheit von der Art A darbietet
- Vielheiten von der Art A sein und dies zwar solche?, die ich [...] (und selbst mit
Inbegriff des ersten Gliedes) Zahlen, bestimmter: ganze Zahlen nenne”.,, B. Bol-
zano: Paradoxien des Unendlichen, § 8.

5 ,,Bilden wir uns eine Reihe, deren erstes Glied [ein]e Einheit beliebiger Art A,
jedes andere Glied [a]ber eine Summe ist, welche zum Vorschein kommt, indem [wi]r
einen Gegenstand, der dem néchstvorhergehenden [Glliede gleich ist, mit einer neuen
der Art A verbinden: so heiflt mir ein jedes Glied dieser Reihe insofern eine zahl, als
[iclh mir dieses Glied durch eine Vorstellung aufgefalit denke, welche uns seine
Entstehungsart angibt. Zur Unterscheidung von anderen Reihen, welche zum Vorschein
kommen, wenn statt der Dinge von der Art A Dinge von einer anderen Art zur Einheit
angenommen werden, nenne ich die Glieder der vorhin betrachteten Reihe Zahlen von
der Art A oder Zahlen, denen die Einheit A zu Grunde liegt. Die Beschaffenheit, vermo-
ge deren ein jedes dieser Glieder zu einer Zahl wird (die es somit behalt, wie auch die
Gegenstande selbst, die man zu Einheiten annimt, gewechselt werden mégen) nenne ich
eine Zahl in der abstracten Bedeutung des Wortes, oder eine abstracte Zahl, und im
Gegensatze mit solchen abstracten Zahlen (d.h. den bloRen Beschaffenheiten) nenne ich
die Glieder selbst concrete Zahlen oder Zahlen in der concreten Bedeutung des Wortes.
Diese concret[e]n Zahlen werden in Deutschen, besonders mit Ausnahme der ersten oder
der Einheit, auch Anzahlen genannt. Endlich die ganze Reihe selbst nenne ich die
Zahlenreihe, oder zum Unterschiede von anderen Reihen, deren Glieder ebenfalls
Zahlen sind, die natiirliche Reihe der Zahlen, oder mit Einigen auch die Reihe der natiir-
lichen Zahlen”. B. Bolzano: Reine Zahlenlehre [Bernard Bolzano-Gesamtausgabe
2A8]. Hrsg. J. Berg. Stuttgart-Bad Cannstatt 1976, § [1], s. 15.
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16 Trzeba dodaé: chodzi tylko o te wielosci, ktdre ,,generowane” sg przy pomocy
(DEF), a wiec tylko o wieloSci skoriczone.

T7Por.J. Dadaczynski: BernardBolzano i idea logicyzmu, s. 290.

BWarto w tym kontekscie jeszcze raz zwrdci¢ uwage na petny tekst defininicji liczb
konkretnych z Paradoxien des Unendlichen'. ,,Denken wir eine Reihe, deren erstes Glied
eine Einheit von der Art A ist, jedes nachfolgende aber aus seinem vorhergehenden auf
die Weise abgeleitet wird, dall wir einen ihm gleichen Gegenstand nehmend, denselben
mit einer neuen Einheit von der Art A zu einer Summe verbinden: so werden offenbar
alle in dieser Reihe vorkommenden Glieder - mit Ausnahme des ersten, das eine bloRe
Einheit von der Art A darbietet - Vielheiten von der Art A sein und dies zwar solche, die
ich endliche oder zahlbare Vielheiten, auch wohl geradezu (und selbst mit Inbegriff
des ersten Gliedes) Zahlen, bestimmter: ganze Zahlen nenne [podkr. J. D.]”. B. Bol-
zano: Paradoxien des Unendlichen, § 8. Pozostate cytowane wypowiedzi Bolzana za-
wierajg zdecydowane odrzucenie koncepcji liczby nieskoinczonej: “Woraus denn folgt,
dal’ der Inbegriff all dieser Sétze eine Vielheit besitze, die groRer als jede Zahl, d. h. die
unendlich ist”., B. Bolzano, Paradoxien des Unendlichen, § 13; ,Wenn jede Zahl’
[...] ‘ihrem Begriffe nach eine bloR endliche Menge ist [...]"”. B. Bolzano: Paradoxien
des Unendlichen, § 15; ,Die Menge aller Zahlen zeigt sich sofort als ein nicht zu bestrei-
tendes Beispiel einer unendlich groBen GroRe. Als einer GroRRe, sage ich; freilich aber
nicht als Beispiel einer unendlich groBen Zahl; denn eine Zahl ist diese unendlich groRRe
Vielheit allerdings nicht zu nennen, wie wir nur eben im vorigen Paragraphen bemerk-
ten”. B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, § 16; ,,Wie aber will man das
Unendliche durch Zahlen zu bestimmen versuchen - jenes Unendliche, das unserer eige-
nen Erklarung nach stets etwas solches sein muR, das wir als eine aus unendlich vielen
Teilen bestehende Menge, d. h. als eine Menge betrachten, die gréRRer als seine jede Zahl
ist, die sonach unmdglich durch die Angabe einer bloBen Zahl bestimmt warden kann?”.
B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, § 28.

19,,Die Menge aller Zahlen zeigt sich sofort als ein nicht zu bestreitendes Beispiel
einer unendlich groBen GroRe. Als einer GroRe, sage ich; freilich aber nicht als Beispiel
einer unendlich groRen Zahl; denn eine Zahl ist diese unendlich groRe Vielheit allerdings
nicht zu nennen, wie wir nur eben im vorigen Paragraphen bemerkten”.B. Bolzano:
Paradoxien des Unendlichen, § 16.

DPor. G. Cantor: Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten. Nr 2. ,Ma-
thematische Annalen” 13 (1880), Bd. 17, s. 355-358. Pierwsza pozaskonczona liczba
porzadkowa zostata pézniej oznaczona przez Cantora innym symbolem: ,co”.

2LPor.). Dadaczynski: Bernard Bolzano i idea logicyzmu, s. 212-225.

2 ,,Die Menge aller Zahlen zeigt sich sofort als ein nicht zu bestreitendes Beispiel
einer unendlich groBen GroRRe. Als einer Grole, sage ich; freilich aber nicht als Beispiel
einer unendlich groBen Zahl; denn eine Zahl ist diese unendlich groBe Vielheit allerdings
nicht zu nennen, wie wir nur eben im vorigen Paragraphen bemerkten”.B. Bolzano:
Paradoxien des Unendlichen, § 16.
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2ZPor. B. Bolzano: Reine Zahlenlehre, § [2], s. 17. Dyskusyjny jest w koncepcji
Bolzana status liczb catkowitych ujemnych. Jednak aby pozosta¢ w niniejszym opraco-
waniu przy jego istotnym watku zagadnienie to nie zostanie podjete.

24 ,[...] die Vorstellungen, die durch die Zeichen /2, V2, V-1, 00, l/oo, 0 usw. ausge-
driickt werden, bloRe Vorstellungen sind, denen kein Gegenstand entspricht”. B.
Bolzano: Reine Zahlenlehre, § [2], s. 17.

5 ,,Ich betrachte es nun als geniigend dargetan und verteidigt, daR es unendliche
Mengen, wenigstens unter den Dingen, die keine Wirklichkeit haben, gabe; dal nament-
lich die Menge aller Wahrheiten an sich eine unendliche sei. Man wird in &hnlicher
Weise, wie 8§13 geschlossen wurde, auch zugeben, daR die Menge aller Zahlen (der soge-
nannten natirlichen oder ganzen, deren Begriff wir § 8 erklarten) unendlich sei”. B.
Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, § 15.

% ,,Wenn die Gegenstande, von deren Art die Eiheit A angenommen wird, etwas
Wirkliches sind; so stellt die concrete Eins einen Gegenstand von dieser Art, somit etwas
Wirkliches vor; und wenn es dieser wirklichen Gegenstdnde mehrere z. B. 2, 3, 4, ...
gibt, so stellen auch die concreten Zahlen: zwey A, drey A, vier A unvidersprechlich
etwas Wirkliches vor. [...] Das Gegentheil von diesem Allen gibt es, wenn jene Gegen-
stande, von deren Art die Einheit angenommen wird, nicht zu den wirklichen Dingen
gehdren z. B. bloRe Begriffe oder Séatze an sich sind. Denn da ein Satz an sich nichts
Existierendes ist, so ist auch ein Inbegriff solcher S&tze nichts Existierendes”. B.
Bolzano: Reine Zahlenlehre, § [14], s. 26.

Poniewaz w drugiej czesci cytowanego tekstu Bolzano moéwi, na zasadzie przeci-
wienstwa, ogolnie o catosciach (ein Inbegriffsolcher Sétze) a nie tylko - jak w pierwszej
czesdci cytatu - o liczbach konkretnych (die concreten Zahlen), ktdre sg - jak sie okaze
dalej - wielosciami jednostek, dlatego mozna z catego cytatu, jak sie wydaje, wyciggna¢
whnioski ogdlne, czyli dotyczace catosci: [1] kazda catos¢, ktora ztozona jest wytgcznie
z czesci rzeczywistych (wirkliche), jest przedmiotem rzeczywistym, natomiast [2] kazda
catos¢, ktdra ztozona jest wylkgcznie z czesci nierzeczywistych, jest przedmiotem nie-
rzeczywistym.

271 Z cytowanego tekstu Bolzana wynika, ze znak ,,0” wyraza przedstawienie samo
w sobie liczby zero, pod ktéry nie podpada jednak zaden przedmiot (ani w dziedzinie
przedmiotdw nierzeczywistych, ani w dziedzinie przedmiotéw rzeczywistych). Zatem
przedstawienie samo w sobie liczby zero przejmuje ,,funkcje” liczby zero.

28 ,Schon der Begriff einer Rechnung des Unendlichen hat, ich gestehe es, den
Anschein, einen Selbstwiderspruch zu enthalten. Denn etwas berechnen wollen, heif3t
doch, eine Bestimmung desselben durch Zahlen versuchen. Wie aber will man das
Unendliche durch Zahlen zu bestimmen versuchen - jenes Unendliche, daf unserer eige-
nen Erklarung nach stets etwas solches sein muf3, das wir als eine aus unendlich vielen
Teilen bestehende Menge, d. h. als eine Menge betrachten, die gréRer als eine jede Zahl
ist, die sonach unmaoglich durch die Angabe einer bloBen Zahl bestimmt werden kann?
- Doch diese Bedenklichkeit verschwindet, wenn wir erwégen, dal3 eine regelrecht
vorgehende Rechnung des Unendlichen nicht eine Berechnung, was eben an ihm durch
keine Zahl bestimmbar ist, ndmlich nicht die Berechnung der unendlichen Vielheit an
sich, sondern nur eine Bestimmung des Verhdltnisses zwischen dem einen und dem
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anderen Unendlichen bezwecke; eine Sache, die in gewissen Féllen allerdings aus-
fuhrbar ist, wie wir durch mehrere Beispiele zeigen wollen”. B. Bolzano: Para-
doxien des Unendlichen, § 28.
D ,,Wenn wir die Reihe der natiirlichen Zahlen:
1,2,3,4,56, ..

betrachten: so werden wir gewahr, dal3 die Menge der Zahlen, die diese Reihe, anzu-
fangen von der ersten (der Einheit) bis zu irgendeiner z. B. der Zahl 6, enthélt, immer durch
diese letzte selbst ausgedriickt wird”. B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, § 15.

JProwadzito to w systemie Bolzana do paradoksalnych konsekwencji: ,,“Wenn jede
Zahl’ durfte man sagen, ‘ihrem Begriffe nach eine bloRR endliche Menge ist, wie kann die
Menge aller Zahlen eine unendliche sein?” Wenn wir die Reihe der natlrlichen Zahlen:

1,2,3,4,5 6, e

betrachten: so werden wir gewahr, daR die Menge der Zahlen, die diese Reihe, anz-
ufangen von der ersten (der Einheit) bis zu irgendeiner z. B. der Zahl 6, enthdlt, immer
durch diese letzte selbst ausgedriickt wird. Somit muR ja die Menge aller Zahlen genau
so grof als die letzte derselben und somit selbst eine Zahl, also nicht unendlich sein.

Das Tduschende dieses verschwindet auf der Stelle, sobald man sich nur erinnert,
daB in der Menge aller Zahlen in der natiirlichen Reihe derselben keine die letzte stehe:
daBR somit der Begriff einer letzten (hdchsten) Zahl ein gegenstastandloser, weil einen
Widerspruch in sich schlieender, Begriff sei. Denn nach dem, in der Erkl&rung jener
Reihe (8§ 8) angegebenen Bildungsgesetze derselben hat jedes ihrer Glieder wieder ein
folgendes”. B. Bolzano: Paradoxien des Unendlichen, § 15.

a,,[...] die Vorstellungen, die durch die Zeichen Zi, V2, V-, oo, l/oo, O usw. ausge-
drickt werden, blofe Vorstellungen sind, denen kein Gegenstand entspricht”. B.
Bolzano: Reine Zahlenlehre, § [2], s. 17.

2Por. F. Krickel: Teil und Inbegriff. Bernard Bolzanos Mereologie.



