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1. Wstep

Sprébujmy najpierw powiedzieé, czy tez przypomnied, jakie zwiazki
ujmowane sa przez réwnania rézniczkowe, przede wszystkim przez tzw.
réwnania rézniczkowe zwyczajne. Przypomnijmy pojecie pochodnej funkcji.
Jezeli mamy dana funkcje f okreslona dla argumentéw bedacych liczbami
rzeczywistymi (z pewnego przedziatu liczbowego, powiedzmy przedziatu
I = (ab)), przyjmujaca wartosci rzeczywiste, to dla danego punktu §
z tego przedzialu mozemy rozwazaé iloraz (f(x)—f(£))/(x-€) (nazywany
ilorazem réznicowym) dla x z przedziatu I i réznych od &, oraz badaé
granice tego ilorazu, gdy x zmierza do &. Jezeli ta granica istnieje, to
nazywamy ja pochodna (pierwszego rzedu) funkgi f w punkcie & i oz-
naczamy przez f(€) (lub — w notacji Leibniza - df/dx(E)); méwimy tez
wtedy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie & Pochodna, w inter-
pretacji geometrycznej, przedstawia tangens kata nachylenia stycznej do
wykresu funkgi f w punkcie (Ef(€)), do ,osi x”, czyli osi zmiennej
niezaleznej. Ta interpretacja pozwala na stosunkowo proste opisanie geo-
metryczne probleméw wyrazanych réwnaniami rézniczkowymi. Dla zro-
zumienia natomiast istoty zagadnieri opisywanych najprostszymi réwna-
niami rézniczkowymi, wtedy gdy opisujemy ruch, potrzebna bedzie in-
terpretacja kinematyczna pochodnej. Ot6z jesli funkcja f okresla potozenie
poruszajacego sie punktu materialnego, w zaleznosci od czasu (f(t) oznacza
potozenie w chwili t punktu, ktéry w chwili poczatkowej 0 zajmowat
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pozycje f(0)), a wiec, jezeli f opisuje droge punktu, to f(t) jest jego predkoscig
w chwili t.

Najprostsze réwnania rézniczkowe wiaza predkosé¢ punktu poruszaja-
cego sie wedlug prawa danego tym réwnaniem z czasem, ktéry uplynat
od chwili poczatkowej do chwili, w ktdrej predko$¢ badamy oraz z pozycja
tego punktu w tej chwili. Szukamy toru ruchu punktu poruszajacego sie
wedlug zadanego prawa. Opis sytuacji jest znacznie tatwiejszy, gdy -
wlasnie - napiszemy wszystko w postaci réwnania

1) y'(t) = F(ty(t),

gdzie F okresla zaleznos¢ wiazaca predkos¢ z czasem t i pozycja y(t)
(punktu) w czasie (chwili) t. Aby znalez¢ poszukiwany tor (droge), roz-
wazanego punktu musimy zna¢ jego polozenie w ustalonej chwili poczat-
kowej, powiedzmy t*, a wiec rozwazamy réwnanie (1) z warunkiem
poczatkowym

2) y(t*) = y*

Takie zagadnienie nazywa sie problemem poczatkowym Cauchy’ego.

Geometrycznie za§ mozna sytuacje opisa¢ tak. W pewnym obszarze na
plaszczyZnie zwiazano z kazdym punktem kierunek (mozna sobie wyobra-
zi¢, z pewnym przyblizeniem, iz w kazdym punkcie ,zaczepiona” jest ma-
fa igietka wskazujaca kierunek ruchu). Chodzi o znalezienie takiej krzywej
(wychodzacej z zadanego punktu poczatkowego), ktéra w kazdym punkcie
przez ktory przechodzi jest styczna do tego zadanego — w tym punkcie -
kierunku (jest styczna do tej, ,zaczepionej” w tym punkcie igietki).

Przedstawiony powyzej, z koniecznosci bardzo szkicowy, zarys intuicyj-
nych podstaw i geometrycznych interpretacji réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych (ktére, w przypadkach do tej chwili omawianych, byty réwnaniami
pierwszego rzgdu, bo tylko pochodne pierwszego rzedu w nich wystepowaty),
wymaga uzupetnieri wtedy, gdy méwimy o réwnaniach wyzszych rzedéw
i réwnaniach o pochodnych czastkowych. Przypomnijmy krétko, ze druga
pochodna to pochodna pierwszej pochodnej (w interpretadji fizycznej, jest to
przyspieszenie, czyli predkos¢ zmian predkosci); w ten sposéb mozemy okre-
§li¢ nastepnie trzecig pochodng jako pochodna drugiej pochodnej i ogélnie:
n-ta pochodng jako pochodna (n-1)-szej pochodnej. Réwnanie, w ktérym
wystepuje n-ta pochodna funkcji niewiadomej (lub, jak méwimy czasem:
pochodna n-tego rzedu) jest rownaniem n-tego rzedu. Jesli mamy funkcje
g dwoéch zmiennych, ktéra np. kazdemu punktowi ptaszczyzny o wspot-
rzednych (u,w) przypisuje liczbe g(u,w), to mozemy bada¢ ja ,ze wzgledu
na kazda zmienna z osobna”, to znaczy, ustaliwszy np. jakas wartos¢,
powiedzmy w* pierwszej zmiennej badac¢ funkcje - juz teraz jednej zmiennej —
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przyporzadkowujaca liczbie u liczbe g(u,w*). Jezeli ta funkcja — jednej zmien-
nej — ma w jakims$ punkcie u’ pochodna, to méwimy, iz nasza wyjsciowa
funkcja ¢ (dwéch zmiennych) ma w punkcie (u',w*) (pierwszg) pochodng
czastkowg ze wzgledu na pierwszq zmienng. W ,,symetryczny” sposéb definiuje
sie (pierwsza) pochodna czastkowa ze wzgledu na druga zmienna. Mozna
tez definiowac pochodne czastkowe wyzszych rzedéw. Réwnania, w ktérych
wystepuja, jako funkcje niewiadome, funkcje wielu zmiennych i ich pochod-
ne czastkowe, nazywaja sie réwnaniami rézniczkowymi o pochodnych czgstko-
wych, lub krétko réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Wiele réwnan réz-
niczkowych czastkowych ma bardzo wazne interpretacje fizyczne; daja one
odpowiedzi na pytania o opis przebiegu konkretnych proceséw fizycznych,
chemicznych, biologicznych (po zaproponowaniu stosownych modeli mate-
matycznych dla tych proceséw). Jako przyktady mozna wymieni¢ klasyczne
réwnania rozchodzenia sie ciepla, réwnania drgan struny, réwnania rozkia-
déw potencjatéw réznego typu. Wracajac do réwnan zwyczajnych warto
przypomnie¢ o klasycznym réwnaniu drgari wahadla; jest to réwnanie
drugiego rzedu. Na réwnaniach rézniczkowych oparta jest teoria optymal-
nego sterowania, ktérej sama nazwa wskazuje na Scisty zwiazek z zasto-
sowaniami (w$réd ktérych sa zastosowania w projektowaniu i kierowaniu
ruchami pojazdéw kosmicznych).

Réwnania rézniczkowe sa wiec dziedzina matematyki majaca bardzo
Scisty zwiazek z szeroko rozumianymi zastosowaniami matematyki. Im-
pulsy do ich badania pochodza z réznych Zrédel spoza matematyki,
a wyniki badani, bardzo nawet ,abstrakcyjnych” probleméw, maja wiele
zastosowan bardzo ,praktycznych”.

Nic wiec dziwnego, ze teoria ta ma dluga i ciekawa historie. Wkiad
w nia matematyki polskiej jest znaczacy i wart szczegélowego ogladu.

Niniejszy szkic omawia wybrane rozdzialy z polskiej historii réwnar
rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych rzedu pierwszego. Omoéwienie
rozwoju réwnar czastkowych wyzszych rzedéw wymaga znacznie wiecej
czasu i miejsca, a wiec i osobnego opracowania.

2. Kilka uwag ogdlnych

Juz na przetomie wiekéw XVI i XVII badano takie zagadnienia, ktére
w obecnie stosowanej formie zapisu sprowadzi¢ byloby mozna do réwnan
rézniczkowych. 1 tak np. Galileo Galilei (1564-1642) rozwazal swobodne
spadanie ciat przy zalozeniu braku oporu osrodka, a René Descartes (1596—
1630) badal pewne problemy optyki i doszedl do réwnania, ktére dzi$
zapisalibySmy w postaci prostego réwnania liniowego postaci y'=by, gdzie
b jest stala liczbowa. Takie réwnania liniowe byly zreszta badane de facto
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jeszcze wczeéniej przez Johna Napiera! (1550-1617) w zwiazku z definio-
waniem logarytmu (rozwiazaniami réwnan tego typu sa funkcje wykladni-
cze, do ktérych odwrotnymi sa odpowiednie funkcje logarytmiczne); Napier
nie stosowal wtedy oczywiscie (nie istniejacego woéwczas) rachunku réz-
niczkowego, nie moégt wiec uzywaé¢ réwnan rézniczkowych. Rzeczywisty
poczatek historii réwnan rézniczkowych trzeba datowa¢ na przetlom wiekéw
XVII i XVII, uznajac, iz podwaliny pod ich teorie daly dopiero badania
Isaaca Newtona (1642-1727) i Gottfrieda Wilhelma Leibniza (1646-1718),
prawdziwych twércéw rachunku rézniczkowego w naszym rozumieniu. Od
Leibniza pochodzi prawie na pewno termin: réwnanie rézniczkowe. Teorie
budowano niejako ,,z kawatkéw”, zajmujac sie rozwiazywaniem konkretnych
zadari przy uzyciu réznych metod, ze szczegélnym uwzglednieniem szere-
géw potegowych. Wiele badanych wéwczas réwnan weszto do teorii pod
nazwami pochodzacymi od nazwisk autoréw najwazniejszych wynikéw.
Wymierimy np. réwnania: Bernoulliego (od najstarszego z dzialajacych
w XVII wieku braci, Jacoba Bernoulliego, zyjacego w latach 1654-1705),
Riccatiego (1676-1754), Alexisa Claude’a Clairaut (1713-1765) i wreszcie
Leonharda Eulera (1707-1783). Matematycy ci wniesli do nauki ogromny
wkiad, ktérego tylko nieznacznymi cze$ciami byly wyniki badan nad réw-
naniami, noszacymi dzi§ ich imiona. W szczegélnosci L. Euler wszed! do
historii nauki dzieki takim dokonaniom w matematyce i jej zastosowaniach
oraz w fizyce, ktére miaty ogromne znaczenie dla rozpoczynajacego sie juz
w XVII wieku budowania zrebéw ogélnych teorii matematycznych, ujmu-
jacych coraz ogdlniej i coraz bardziej systematycznie to, co poprzednio
badano wyrywkowo. Badania te w odniesieniu do réwnan rézniczkowych
podjeto prébujac, miedzy innymi, ustala¢ pewne klasyfikacje réwnar, sta-
wiajac przy tym coraz ogélniejsze pytania dotyczace réwnan nie tylko
zwyczajnych, ale i czastkowych. Rozwéj tych badan sprawil, ze na przelomie
XVIII i XIX stuleci, réwnania rézniczkowe zaczynaja si¢ wyodrebniac z ca-
to$ci matematyki (doktadniej: z dzialu zwanego analiza matematyczna) stajac
sie powoli osobna dziedzina. Regula jest przy tym to, ze sa one bardzo
mocno powiazane z fizyka. Przypomnijmy, ze w wieku XVIII oraz w po-
czatkach wieku XIX, dzialali: Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), Joseph
Louis Lagrange (1736-1813), Pierre Simon Laplace (1749-1827), Johann Frie-
drich Pfaff (1765-1825), Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), Gaspar
Monge (1746-1818) i wreszcie ,ksiaze matematykéw” Karl Friedrich Gauss
(1777-1855). Nazwiska ich znacza kolejne etapy rozwoju matematyki w ogoé-
le, a teorii réwnan rézniczkowych w szczegélnosci. Przypomnijmy, ze od

! Spotyka sie inne formy pisowni jego nazwiska, m.in.: Neper, Nepier, Naper;
stosujemy pisownie przyjeta w Biographies Index na internetowych stronach Department
of Mathematics, Cambridge University (http:// www.dpmms.cam.ac.uk).
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Fouriera pochodzi teoria szeregéw trygonometrycznych, majaca fundamen-
talne znaczenie dla réwnan rézniczkowych, a od Monge’a pierwsze obser-
wacje zwiazane z geometrycznymi aspektami ich teorii. Wchodzac w wiek
XIX matematyka dysponowata wieloma metodami rozwiazywania konkret-
nych réwnan rézniczkowych i dos$é znacznie zawansowanymi narzedziami
analitycznymi. Wprowadzono pewna klasyfikacje rownan. Brak byto jednak
podstawowych, ogélnych, precyzyjnie sformulowanych i écisle udowodnio-
nych twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan; brak bylto general-
nego ujecia teorii. Brak bylo wreszcie jakosciowego spojrzenia na wiele
zagadnien, ktére takiego spojrzenia i ujecia wymagaly.

Przechodzac do tego, co przyniést wiek XIX, zacytujmy najpierw frag-
ment z pieknego eseju Lyna Arthura Steena?. ,Matematyka dziewietna-
stowieczna rozwijata sie szybko w dwu pozornie przeciwstawnych kie-
runkach. Doskonalila ona aparat rachunku rézniczkowego i catkowego
doprowadzajac go do precyzyjnego systemu analizy matematycznej, ktéra
umozliwila rozwéj poteznych teorii fizyki matematycznej. Teorie te do-
prowadzily w koricu do mechaniki kwantowej i teorii wzglednosci,
a w konsekwencji do glebokiego pojmowania podstawowych wtasnosci
materii i przestrzeni. Jednoczesnie jednak matematyka tego okresu, poprzez
energiczne badania sensu rachunku rézniczkowego i geometrii odkryta
cale nowe Swiaty matematyki w teoriach zbioréw nieskoriczonych i nieeu-
klidesowych geometrii; teorie te doprowadzily w koricu matematykéw
wieku XX do glebszego pojmowania podstaw swego wilasnego przedmiotu”.

To co powiedziano wyzej w odniesieniu do calej matematyki mozna -
mutatis mutandis — odnie$¢ do jej czesci, do réwnan rézniczkowych. Z jednej
bowiem strony rozwijano (i doskonalono) metody rozwiazywania poszcze-
goélnych réwnan, zwracajac uwage na powiazania z fizyka i dostarczajac
jej coraz bardziej precyzyjnych narzedzi badawczych, z drugiej zas starano
sie rownoczesnie stworzy¢ mozliwie pelne i $ciste fundamenty i zarysowa¢
ogdlne ramy teorii, tak by doprowadzi¢ do glebszego pojmowania podstaw
swego przedmiotu. W zwiazku z tym drugim nurtem zakoriczono w ostat-
nim ¢wieréwieczu XIX stulecia prace nad sformulowaniem i udowodnie-
niem podstawowych twierdzent o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan,
o regularnej zalezno$ci rozwiazan od warunkéw poczatkowych, o klasie
regularnosci rozwiazan. Pierwsze, wazne etapy na tej drodze pokonano,
dzieki pracom Augustina Louisa Cauchy’ego (1789-1857), ktéry potozyt
ogromne zastugi przy budowaniu podstaw calej analizy matematyczne;.
W teorii réwnan rézniczkowych wprowadzil najpierw precyzyjnietokre-

2 L. A. Steen, Matematyka dzisiaj, [w:] Matematyka wspétczesna. Dwanascie esejow.
Red. L. A. Steen, PWN Warszawa 1983, str. 13-24 (thum. z: Mathematics Today. Twelve
Informal Essays, ed. L. A. Steen, Springer Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1978).
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$lone pojecie warunkéw poczatkowych (dlatego méwimy dzi§ o proble-
mach poczatkowych Cauchy’ego), a nastepnie sformutowal i udowodnit
twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci probleméw typu (1)-(2) wspo-
mnianych wyzej we wstepie, przy zatozeniu, ze funkcja F z prawej strony
réwnania (1) spelnia odpowiednie warunki regularno$ci. Zastosowat Cau-
chy metode pochodzaca od Eulera (zwana teraz metodg tamanych Eulera).
Cauchy stosowat tez metode kolejnych przyblizen, ktéra potem doskonalono
i stosowano do rozmaitych, bardzo ogélnych zagadnieri. Metode te roz-
wijala poézZniej takze krakowska szkota Tadeusza Wazewskiego, o czym
bedzie mowa nizej. W roku 1890 Guiseppe Peano (1858-1932) opublikowat
duzg prace® zawierajaca dowdd istnienia rozwiazan probleméw typu (1)-(2)
przy zalozeniu - tylko - ciaglosci funkcji F, co istotnie wzmacniato
twierdzenie Cauchy’ego (ktéry zakladal o F znacznie wiecej), a réwno-
cze$nie i dowdd jednoznacznosci rozwiazan przy zalozeniu wiekszej re-
gularnosci funkcji F. Mozna uznaé, iz praca ta koriczy pewien etap budowy
podstaw teorii réwnan rézniczkowych.

W ostatniej ¢wierci wieku XIX nastapit tez inny punkt zwrotny w historii
réwnan rézniczkowych. W czasie, gdy —jak to powiedziano wyzej —koriczono
badania dotyczace podstaw teorii i konstruowania analitycznych metod
rozwiazywania réwnan, rozpoczeto budowanie tzw. jakosciowej teorii réwnar
rézniczkowych. Na jej gruncie powstala potem teoria uktadéw dynamicznych.
JakosSciowa teoria réwnan rézniczkowych obejmuje problemy zwiazane
z wlasno$ciami rozwigzarn i zbioréw rozwiazan, ktérych mozemy nie mie¢
zapisanych explicité w postaci konkretnych wzoréw, przy zatozeniu, ze
~prawe strony” badanych réwnarn czynia zado$¢ pewnym warunkom. Cho-
dzi wiec o to, by odpowiedzie¢ na pytania o pewne wilasnosci rozwiazan,
wiedzac, ze funkcje okreslajace rozwazane réwnania (w przypadku réwnania
(1), jest to funkcja F) maja znane nam wtlasnosci, lecz nie majac wcale
zagwarantowanej efektywnej rozwiazywalnosci badanych réwnan ani tym
bardziej efektywnej postaci rozwiazan. Pytanie o zachowanie sie rozwiazan
rébwnan zwyczajnych, gdy argument, interpretowany jako czas, dazy do
nieskoriczono$ci (czyli ro$nie nieograniczenie) postawit chyba pierwszy precy-
zyjnie Henri Poincaré (1854-1912); od niego pochodzi wazne pojecie cyklu
granicznego. Podstawowe pojecia stabilnosci wprowadzit Aleksander Michaj-
fowicz Lapunow (1857-1918) i zapoczatkowat cala teorie. Chodzi w niej o to,
czy mate zmiany na poczatku badanego procesu (mate zmiany warunkéw
poczatkowych) skutkuja duzymi, czy tez matymi zmianami gdy czas roénie
nieograniczenie. Zagadnienia te maja swe fatwe do przewidzenia odniesienia
do réznych probleméw technicznych i przyrodniczych. Jakosciowa teorii

3 G. Peano, Démonstration de lintégrabilité des équations différentielles ordinaires, Math.
Ann., 37 (890), 182-228.
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réwnan rézniczkowych zawiera tez stosowanie metod topologicznych, po-
chodzace m.in. od Tadeusza Wazewskiego i wiele innych zagadnien.

Badajac rozwdj réwnan rézniczkowych w Polsce mozna dostrzec pewne
analogie miedzy ich historia ,w ogéle” i jej czescia polska poczawszy od
potowy XIX wieku.

3. Poczatki réwnan rézniczkowych na ziemiach polskich

Trudno ustali¢ z cala pewnoscia, kto pierwszy, z zajmujacych sie mate-
matyka i fizyka w Polsce, z cala $wiadomoscia i znajomoscia przedmiotu,
objal swa dziatalnoscia dydaktyczna lub wydawnicza, wzglednie naukowa,
tematyke réwnan rézniczkowych. Nalezy przyjaé, ze ci ktérzy zetkneli sie
z analiza matematyczna w ogéle, musieli wczesniej czy pézZniej zajaé sie
takze — cho¢by fragmentarycznie — réwnaniami rézniczkowymi, jako jednym
z jej zaawansowanych dziatéw. I tak np. mozna przypuszczaé, ze réwnania
rézniczkowe pojawily sie (explicité lub implicite) na wyktadach Jézefa Jaku-
bowskiego (1743-1814), wykladowcy matematyki w warszawskim Korpusie
Kadetéw. W roku 1771 ukazata sie przettumaczona przez Jakubowskiego
na jezyk polski ksiazka Etienne Bézouta (1730-1783)*. W czesci III tej ksiazki
sa podane elementy analizy (prawdopodobnie po raz pierwszy w jezyku
polskim). Od Jakubowskiego pochodza polskie terminy: rdzniczka, catka,
rachunek rézniczkowy, rachunek catkowy.> Mozna tez przypuszczad, ze rtéwnania
rézniczkowe nie byly obce Janowi Michatowi Hube’'mu (1737-1807), ktéry
w latach 1782-1794 byt dyrektorem Korpusu Kadetéw. Na przetomie wiekéw
XVIII i XIX wykladal matematyke na Uniwersytecie Wileriskim Franciszek
Milikont Narwojsz (1742-1819). Program jego wykladéw zamieszczony
w ksiazce J. Dianni i A. Wachutki® wskazuje na to, iz réwnania rézniczkowe
»mialy szanse” (a moze nawet powinny byly) pojawi¢ sie w trakcie tych
wyktadéw, co najmniej implicite. Na pewno chyba pojawity sie one w wy-
ktadach Zachariasza Niemczewskiego (1766-1820) w poczatkach XIX wieku,
takze na Uniwersytecie Wileriskim. Wyktadat on algebre i rachunek rézni-
czkowy, m.in. na podstawie przetlumaczonego przez siebie francuskiego
podrecznika (ktérego autorem byt Sylvestre Francoise Lacroix (1765-1843)),
a w programie byly miedzy innymi ,zréwanania réznicowe”. Wiadomo, ze
réwnania rézniczkowe, w tym takze czastkowe, znalazly swe miejsce w wy-

4 Nauka matematyki do uzycia artyleryi francuskiey napisana przez p.Bézout, a dla pozytku
pospolitego osobliwie dla korpusu artyleryi narodowey na jezyk polski przetozona....

5 Termin pochodna jest autorstwa Jana Sniadeckiego.

¢ J. Dianni, A. Wachutka, Tysigc lat polskiej mysli matematycznej, PZWS, Warszawa
1963.
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kladach Augustyna Fraczkiewicza (1789-1883) na Uniwersytecie Warsza-
wskim. Przedstawiat on m.in. teorie Pfaffa réwnan czastkowych pierwszego
rzedu, a wiec mozna powiedzie¢, iz jego wyklady dotyczyly takze i najno-
wszych wéweczas osiagnie¢ w zakresie rownan rézniczkowych. Nie zajmowat
sie jednak nimi jako badacz. Dodajmy jako ciekawostke, ze Fraczkiewicz
byt uczniem Karola Hube’go (1766-1845), syna Michata, o ktérym byla mowa
wyzej; Karol Hube, absolwent Korpusu Kadetéw i uniwersytetu w Tybindze,
byt od roku 1810 profesorem Uniwersytetu Krakowskiego, na ktérym dziatat
bardzo owocnie. Wspomniani powyzej, przykladowo i dos¢ wyrywkowo,
matematycy polscy, ktérzy zajmowali sie (lub mogli sie zajmowac) réwna-
niami rézniczkowymi, nie koncentrowali sie jednak na pewno na ich teorii
jako przedmiocie swych badar naukowych (o ile w ogdéle badania naukowe
podejmowali...).

W pierwszych latach XIX wieku dziatat chyba tylko jeden polski uczony,
ktérego nazwisko weszto (nie bez opdznien zreszta) na trwate do mate-
matyki, w tym i do teorii réwnan rézniczkowych. Byl nim Jézef Hoene-
Wroriski (1776-1853), jednostka wybitna, o fascynujacym, dramatycznym
zyciorysie i szerokich, niekonwencjonalnych zainteresowaniach i pogladach
filozoficznych. Przyblizeniu dziela Hoene-Wroriskiego poswiecit wiele uwa-
gi i wysitku Samuel Dickstein (1851-1939), starajac sie ulatwi¢ odbidr
waznych rezultatéw zapisywanych przez Hoene-Wroriskiego w sposéb
zawiklany (zwlaszcza dla wspotczesnego czytelnika). W teorii liniowych
réwnan rézniczkowych uzywa sie wyznacznikéw pewnych macierzy; wy-
znaczniki te graja kluczowa role i nazywaja sie teraz wronskianami.

Osiagniecia Hoene-Wroriskiego byly ogromnej wagi, ale byly dokonane
w Paryzu, gdzie przebywal od roku 1800, i nie zmieniaty obrazu ogélnie
bardzo niskiego poziomu badan naukowych (czy tez ich braku) w zakresie
matematyki na ziemiach polskich w poczatkach XIX wieku. Dotyczy to
w szczeg6lnosci réwnan rézniczkowych. Dlatego tez poczatkéw ich historii
w Polsce nalezy szukaé - jesli sie przyjmie, ze ma by¢ ona zwiazana
z badaniami naukowymi - dopiero pod koniec XIX wieku. Oznacza to,
ze niemal sto lat musiato uplyna¢ od czasu pierwszego zapoznawania sie
z podstawami teorii, w niektérych przynajmniej osrodkach na ziemiach
polskich, do rozpoczecia prawdziwych badan. Tak duze opdZnienie wy-
nikato z ogdlnej sytuacji kraju i wynikajacej z niej sytuacji edukacji w ogé-
le, a uczelni wyzszych w szczegdlnosci. Dziatalnosé¢ Komisji Edukacji Na-
rodowej miata swe dlugofalowe skutki takze dla matematyki. Zahamowano
regres Akademii Krakowskiej i dokonano podstawowych reform, troska
o wlasciwe podreczniki znalazla odbicie w wydawaniu tlumaczeri dobrych
ksiazek pisanych przez wybitnych specjalistéw europejskich i stymulowa-
niu polskich autoréw; sa to fakty dobrze znane. Ogromne zastugi dla
tego dzieta potozyt — jak wiadomo - Jan Sniadecki (1756-1830). Przywia-
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zywal wielka wage do ksztalcenia w zakresie matematyki, astronomii
i nauk przyrodniczych. Pierwszy w Polsce docenit wage rachunku pra-
wdopodobieristwa. Od jego czaséw byly na Uniwersytecie Krakowskim
dwie katedry matematyki. Zaczeto prébowa¢ odrabia¢ zacofanie w naukach
$cistych i przyrodniczych. Niestety polityczny upadek kraju spowodowat
kolejny zast6j, a nawet regres w nauce polskiej. Dotyczy¢ to musiato takze
matematyki, a wiec i dopiero co ,dotknietych” przez polskich matema-
tykéw réwnan rézniczkowych. Na szczescie jednak ten regres nie byl tak
gleboki, jak w okresie przed reforma kottatajowska, ktéra zostawita trwaty
lad i umozliwita start z wyzszego niz przed nia pulapu, gdy sytuacja
zaczela sie poprawiaé, gléwnie dzieki zwiekszaniu sie liczby coraz wy-
bitniejszych jednostek wsréd profesoréw uniwersyteckich.

4. Réwnania rézniczkowe na tle matematyki polskiej w XIX wieku

Przypomniawszy sytuacje w jakiej znajdowala sie matematyka (wraz
z cala nauka) w Polsce na poczatku XIX wieku, przejdZzmy od razu do
jego drugiej polowy, a nawet do koricowego 30-lecia, gdyz z punktu
widzenia niniejszego opracowania niczego specjalnie interesujacego nie
mozna odnotowa¢ w odniesieniu do lat wczesniejszych. Mozna powiedzie¢,
ze w tym okresie byly cztery os$rodki polskiej mysli matematycznej: War-
szawa, Krakéw, Lwow i... Paryz.

Zdzistaw Opial pisze”: ,Kapitalne znaczenie w dziejach matematyki
w Polsce mial bez watpienia krotki zywot w latach 1862-1869 Szkoty
Gléwnej w Warszawie. Uczelni tej udato sie w ciagu kilku zaledwie lat
zaszczepi¢ nowemu pokoleniu miodziezy polskiej szczere zamilowanie do
nauk przyrodniczych i nie przemijajacy zapat do pracy spolecznej”. Swe
podstawowe wyksztalcenie matematyczne zawdzieczaja tej wiasnie Szkole,
m.in. wspomniany juz Samuel Dickstein (ktéry magisterium robit juz
jednak w rosyjskim Uniwersytecie Warszawskim w roku 1876) oraz Wia-
dystaw Gosiewski (1844-1911) i Marian Baraniecki (1848-1895); byli oni
tez spotecznikami, o ktérych zapale méwi powyzszy cytat. Spotecznikowski
zapat Dicksteina przejawial sie m.in. w tym, ze prowadzit w zatozonych
przez siebie i braci fizykéw, Wiadystawa i Edwarda Natansonéw, Wiado-
mo$ciach Matematyczno-Fizycznych dzial przegladéw i recenzji prac mate-
matycznych; jego zastlugi w tym zakresie sa nie do przecenienia; dotyczy
to w bardzo duzym stopniu literatury z réwnan rézniczkowych. Dzieki

7 Z. Opial Zarys dziejow matematyki w Uniwersytecie Jagielloriskim w drugiej potowie
XIX wieku, [w:] Studia z dziejow katedr Wydziatu Matematyki, Fizyki, Chemii Uniwersytetu
Jagielloriskiego, red. S. Golab, Krakéw 1964, 59-74.
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dzialaniom m.in. tych trzech matematykéw powstaty podwaliny pod
przyszty osrodek matematyki warszawskiej.

Najwybitniejszym matematykiem dziatajacym w Krakowie (jesli chodzi
o pozycje naukowa, to trzeba powiedzie¢ — najwybitniejszym matematy-
kiem na ziemiach polskich w owym czasie) byt Franciszek Karol J6zef
Mertens (1840-1929). Objat stanowisko profesorskie w Krakowie w roku
1864, by po dziewietnastu latach przenie$¢ sie do Grazu, a potem do
Wiednia. Byt wybitnym specjalista w analitycznej teorii liczb; napisal jedna
prace z teorii réwnan rézniczkowych, ale to byl margines jego zaintere-
sowan naukowych. Na miejsce Mertensa przyszedl z Warszawy, w roku
1885, wspomniany juz Baraniecki; jego oryginalna twérczo$¢ byla skromna;
miat zastugi wydawnicze i popularyzatorskie oraz pedagogiczne. Jego
najwybitniejszym uczniem by} Stanistaw Kepinski (1867-1908). Studiowat
w Krakowie w latach 1885-1889, a w dwa lata pézZniej doktoryzowat sie
na podstawie rozprawy o réwnaniach rézniczkowych drugiego rzedu.
W roku 1896, po $mierci Baranieckiego, zostat profesorem nadzwyczajnym,
by w roku 1899 przenies¢ sie na Politechnike Lwowska. Kepiriski zajmowat
sie przede wszystkim réwnaniami rézniczkowymi (m.in. kontynuowat
prace nad tematyka rozprawy doktorskiej) i funkcjami analitycznymi. Jego
dziatalno§¢ naukowa oznaczala w Krakowie — znowu, po przerwie spo-
wodowanej odejSciem Mertensa — powiew matematyki europejskiej, gdyz
byt on pod wptywem Felixa Christiana Kleina (1844-1925), wybitnego
matematyka, znanego przede wszystkim z badart nad geometriami nieeu-
klidesowymi i zwiazkami geometrii z teoria grup, u ktérego studiowat,
jako stypendysta, w Getyndze. Juz we Lwowie Kepinski napisal bardzo
dobry podrecznik z réwnari rézniczkowych8. W roku 1895 rozpoczat prace
na Uniwersytecie Jagielloriskim Kazimierz Paulin Zorawski, najpierw jako
profesor nadzwyczajny, a od roku 1898 profesor zwyczajny; bedzie jeszcze
o nim mowa w dalszym ciagu.

We Lwowie byly dwie dobre uczelnie: Uniwersytet i Szkofa Politech-
niczna. Wiemy juz, ze od roku 1899 pracowal we Lwowie Stanistaw
Kepinski. Wielkiej dziatalnosci naukowej tam nie rozwinat; bywat obciazany
obowiazkami dziekariskimi i rektorskimi. Wcze$niej, pierwszym z liczacych
sie matematykéw, w ksztattujacym sie na nowo w XIX wieku naukowym
srodowisku Lwowa, byt profesor Uniwersytetu i Szkoly Politechnicznej,

8 S. Kepinski, Podrecznik rownati rézniczkowych ze szczegdlnym uwzglednieniem potrzeb
technikéw i fizykéw; cz.l. Réwnania rézniczkowe zwyczajne, cz. Il. Réwnania rézniczkowe
czastkowe, Lwoéw 1907.

% W klasztorze fundacji Puzynéw wiezieni byli na przetomie lat 1939 i 1940 polscy
oficerowie (por.. A. Ploski, O dziele J6zefa Puzyny ,Teorya Funkcyj Analitycznych”, [w:]
Matematyka XIX wieku, Materiaty z II Ogolnopolskiej Szkoty Historii Matematyki, red.
S. Fudali, Szczecin 1988, 237-244).
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niezly badacz i konstruktor ,przyrzadéw matematycznych”, Wawrzyniec
Zmurko (1824-1889). Jednym z jego uczniéw, na pewno najwybitniejszym,
byt J6zef Puzyna (1856-1919), z kniaziowskiego rodu; jego czlonkowie
~pisali sie z Kozielska”. Byl wybitnym specjalista w zakresie funkcji
analitycznych, ale napisal tez prace z teorii réwnan rézniczkowych (po-
wstala w powiazaniu z jego giéwnym nurtem zainteresowarl). Od roku
1872 dziatal we Lwowie Wiadystaw Zajaczkowski (1837-1898), ktéry stu-
diowal w Krakowie i najpierw tu wyktadat (jako docent prywatny w latach
1862-1864), a potem byt w Warszawie. Zajmowat sie twérczo réwnaniami
rézniczkowymi i byt autorem kilku doé¢ waznych prac. Napisat tez ob-
szerny podrecznik z tej teorii, ktéry wiasciwie zastuguje na osobne omé-
wienie przekraczajace ramy niniejszego opracowania. Podrecznik ten wy-
dany zostal w Paryzu, w roku 1877, naktadem — jak czytamy - wiasciciela
Biblioteki Kérnickiej, Przewodniczgcego w Towarzystwach Naukowej Pomocy i Na-
uk Scistych w Paryzu [czyli Jana Dziatyriskiego].

W Paryzu nie bylo oczywiscie zadnej polskiej szkoly matematycznej,
ale stat sie on osrodkiem skupiajacym ludzi, ktérych dziatalno$¢ przyniosia
donioste owoce dla calej nauki polskiej, przede wszystkim za$ dla nauk
$cistych, a dla matematyki w szczegélnosci. W latach 1870-1882 dziatato
tam z inicjatywy i przy finansowym poparciu Jana Dziatyrnskiego, Towa-
rzystwo Nauk Scistych (Wiadyslaw Folkierski, Wtadystaw Gosiewski, Ed-
ward Habich, Wiadystaw Kretkowski, Grakh Nieweglowski, Adolf Sagajto
i inni). Wydawano Pamigtnik Towarzystwa Nauk Scistych i patronowano
wydawaniu ksigzek; o jednej z nich, z réwnan rézniczkowych byta mowa
wyzej. Trudno tu przeceni¢ role Jana Dziatyriskiego, zaréwno inspiracyjna
i organizacyjna, jak i finansowa.

Oprécz wspomnianych wyzej matematykéw, ktérzy mieli swéj udziat
w rozwoju réwnan rézniczkowych i dzialali w osrodkach akademickich,
na uwage zastuguje sylwetka Jana Wiadystawa Stodétkiewicza (1856-1934).
Byt on nauczycielem ptockich szkét srednich. Napisal wiele prac z réwnan
rézniczkowych zwyczajnych (niemal wylacznie liniowych) oraz czastko-
wych pierwszego rzedu, gléwnie o charakterze przyczynkowym. Wydat
tez ksiazke, ktéra mozna uzna¢ za zbiér zadan z réwnan rézniczkowych.
Prace jego mieszcza sie w nurcie badan szczegétowych bardzo specjalnych
réwnan, mozna powiedzie¢ — specjalnych przykladéw (teraz powiedzieli-
bys$my, iz byto to rozwiazywanie szczegétowych zadan). Podobny charakter
miato wiele prac innych matematykéw zajmujacych sie ta tematyka (z tym,
ze nie dostarczaly one tak jaskrawych przykiadéw tego rodzaju). Na prace
syntetyczne i ogélne, na istotny wkilad do teorii w wydaniu matematyki
polskiej, trzeba bylo poczekac¢ jeszcze kilkadziesiat lat; w tym sensie mozna
uznaé, ze polska historia réwnarn rézniczkowych ma elementy analogiczne
do ich ,historii w ogéle”.
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Prébujac ujaé¢ ogélnie, to co powiedziano na temat ksztaltowania sie
polskich osrodkéw matematycznych w XIX wieku, mozna stwierdzié, iz
pomimo zahamowania - a nawet poczatkowego cofniecia sie — procesu
rozwojowego w pierwszej polowie tego stulecia, uparta praca coraz szer-
szego grona uczonych i pedagogéw doprowadzila do tego, ze w ostatnich
jego dziesiecioleciach dzialaly (i wzmacnialy sie) centra matematyczne
w Warszawie, Krakowie i we Lwowie. Istniat tez osrodek w Wilnie (osta-
biony jednak w poréwnaniu do poprzednich okreséw). Dziatalo specyficzne
$rodowisko paryskie. Byly czasopisma matematyczne. Wydawano podre-
czniki. Zrobiono tez pewne istotne kroki organizacyjne, takie jak utworzenie
w roku 1874 Seminarium Matematycznego na Uniwersytecie Jagielloriskim.
Byly wreszcie poczatki nowoczesnych badari i pewne wyniki (przede
wszystkim Mertensa, takze Puzyny oraz — w ostatnim piecioleciu XIX
wieku — Zorawskiego; w zakresie réwnan rézniczkowych najwazniejsze
byly wyniki Zajaczkowskiego, ale nie mialy one tej rangi co np. rezultaty
Martensa z teorii liczb).

5. Pierwsza potowa XX wieku

Powiedziano juz, ze w roku 1895 przybyt do Krakowa (ze Lwowa, co
warto tu podkresli¢) Kazimierz Paulin Zorawski (1866-1953), ktéry trzy lata
wczesniej, po studiach w Lipsku i Getyndze, doktoryzowat sie pod kierun-
kiem wybitnego matematyka norweskiego, pracujacego wéwczas w Getyn-
dze, Mariusa Sophusa Lie (1842-1899), ktéry byl m.in. twérca teorii grup
ciaglych, zwanych teraz grupami Lie’go. Zorawski kierowat jedna z dwoch
katedr matematyki na Uniwersytecie Jagielloriskim do roku 1919, kiedy to
przenioést sie do Warszawy. Druga katedre (przypomnie¢ tu wypada, ze
dwie katedry istniaty od czaséw Sniadeckiego) objal w roku 1900 Stanistaw
Zaremba (1863-1942), absolwent studiéw technicznych w Petersburgu (dy-
plom inzynierski w roku 1886), doktor matematyki Uniwersytetu Paryskiego
(z roku 1889), mieszkajacy i pracujacy we Frangji do roku 1899. Diuzszy
pobyt we Francji zostawil na sylwetce naukowej Zaremby wyrazny $lad.
Wspélpracowat m.in. z tak wybitnymi specjalistami z teorii réwnan rézni-
czkowych czastkowych jak Eduard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936) i Paul
Painlevé (1863-1933) i sam stat sie powszechnie uznanym specjalista w tej
dziedzinie. Rozpoczecie dziatalno$ci na Uniwersytecie Jagielloriskim przez
Zorawskiego i Zarembe, matematykéw, o formacjach uksztattowanych
w osrodkach zaliczanych wéwczas do najwazniejszych, oznaczato, dla Kra-
kowa i dla ziem polskich, poczatek systematycznego uprawiania matematyki
nowoczesnej w sensie adekwatnym dla przetomu wiekéw XIX i XX (i po-
czatku obecnego stulecia). Byl to poczatek systematycznego prowadzenia
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badarn i uzyskiwania wynikéw liczacych sie w $wiecie. Wysoka ocene wy-
nikéw Zaremby potwierdzaja wypowiedzi znakomitych uczonych jemu
wspoélczesnych, ale takze calkiem nowe odniesienia do jego wynikéw doty-
czacych zastosowan réwnan rézniczkowych w teorii ,lepkosprezystosci”
(visco-elestaticity) w wydanej w roku 1965 encyklopedii fizyki'®. W omawia-
nej tutaj dziedzinie, réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych, wiecej do
powiedzenia mial i wiecej zainteresowania okazywat, Kazimierz Zorawski.
Jest on autorem waznych prac dotyczacych przeksztalcania pewnych réw-
nari, w taki sposéb, ze po przeksztalceniu maja prostsza posta¢ i mozna je
rozwiazaé, lub tatwiej udowodni¢ istnienie rozwiazan. Czes¢ jego wynikéw
antycypowata to, co po latach objeto teoria ukladéw dynamicznych. Wta-
dystaw Slebodziriski (1884-1972) pisze tak!: ,Mozna zdaje sie powiedzie¢,
ze z wystapieniem tych dwéch wybitnych uczonych matematyka polska
przestata by¢ wytacznie konsumentem cudzych mysli i cudzych wynikéw
i ze rozpoczatl sie od tej chwili jej czynny i twoérczy udzial w rozwoju tej
nauki”. Zaden z tych wielkich uczonych nie stworzyl, co prawda, szkoty
naukowej w klasycznym, waskim rozumieniu tego terminu, ale obaj stwo-
rzyli chyba co$ wiecej — prawdziwe, mocne, srodowisko naukowe. Ich
uczniowie (ktérych w duzej czeéci mozna uwazaé za ich wspélnych ucz-
niéw) stworzyli juz ,klasyczne” szkoly naukowe. I tak, Franciszek Leja
(1885-1979), ktérego rozprawa doktorska u Zorawskiego dotyczyla tematyki
réwnan rézniczkowych, stworzyt szkote funkgji analitycznych; Antoni Ho-
borski (1879-1940) i jego uczeri (ale takze i uczeri Zaremby) Stanistaw Gotab
(1902-1980) byli twércami szkoty geometrii rézniczkowej, a najwybitniejszy
uczen Zaremby, wspominany juz poprzednio Tadeusz Wazewski (1896-1972)
zbudowat szkole naukowa nazywana przez specjalistéw Krakowska Szkotg
Réwnarn Rézniczkowych. Zanim oméwimy szerzej jego dziatalnosé wspomnij-
my jeszcze, ze zaré6wno Hoborski jak i Golab napisali pewne prace z teorii
réwnan rézniczkowych, ale bylo to na marginesie ich zainteresowan geo-
metriq rézniczkowa (oraz w wypadku Golaba - takze i réwnaniami fun-
kcyjnymi). Réwniez epizodycznie raczej zajmowat sie réwnaniami réznicz-
kowymi Alfred Rosenblatt (1880-1947), pierwszy - i jedyny woéwczas,
w pierwszym dwudziestoleciu naszego stulecia — asystent w Seminarium
Matematycznym UJ. Mial on na swym koncie prace z réwnan zwyczajnych
i czastkowych rzedu pierwszego.

Tadeusz Wazewski rozpoczal, po ukoriczeniu liccum w Tarnowie, studia

1 C. Truesdell, W. Noll, The Non-Linear Field Theories of Mechanics, [w:] Encyclopedia
of Physics/Handbuch der Physik, red. S. Flige, tom III, cze$¢ 3, Springer Verlag,
Berlin-Heidelberg-New York, 1963,

1 W. Slebodziriski, Kazimierz Zorawski, [w:) Studia z dziejow katedr Wydziatu Mate-
matyki, Fizyki, Chemii Uniwersytetu Jagielloriskiego, red. S. Gotab, Krakéw 1964, 87-101.
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fizyczne na Uniwersytecie Jagielloriskim w roku 1914, a nastepnie skiero-
wal swe zainteresowania ku matematyce i studiowal pod kierunkiem
Stanistawa Zaremby. Poczatkowo interesowatl sie topologia i teoria mno-
gosci (i tej tematyki dotycza jego pierwsze prace). W latach 1921-1923
studiowal w Paryzu i tam uzyskal doktorat (na podstawie rozprawy
o' tzw. dendrytach czyli kontinuach spéjnych i nie zawierajacych zadnej
krzywej zamknietej); cztonkami komisji egzaminacyjnej byli wybitni uczeni:
Arnaud Denjoy!? (1884-1974), Emile Borel (1871-1956) i Paul Montel (1876
1975). Praca o kontinuach prostowalnych przyniosta Wazewskiemu habi-
litacje na UJ] w roku 1927. W roku 1933 zostal Wazewski profesorem
nadzwyczajnym. Aresztowany 6 XI 1939 roku w ramach ,Sonderaktion
Krakau” zostal osadzony wraz z innymi profesorami w obozie koncen-
tracyjnym w Sachsenhausen. Po powrocie do Krakowa wlaczyl sie w dzia-
talnos¢ tajnego uniwersytetu. Jego uczniami tego okresu byli m.in. Jacek
Szarski (1921-1980) i Jan Mikusiniski (1913-1987). W roku 1954 zostat
Wazewski profesorem zwyczajnym. Byl cztonkiem korespondentem PAU;
po powstaniu PAN zostal jej cztonkiem korespondentem, a w roku 1957
czlonkiem zwyczajnym. Byl prezesem Polskiego Towarzystwa Matematy-
cznego, ktére w roku 1967 nadato mu godnos¢ swego czionka honorowego;
w tym samym roku UJ nadat mu doktorat honoris causa. Po poczatkowym
okresie zainteresowarn topologia i teoria mnogosci, zaczat Wazewski kon-
centrowaé swe zainteresowania na réwnaniach rézniczkowych i w tej
dziedzinie uzyskal najbardziej znane rezultaty. Nie mogac omawia¢ ich
wszystkich, wspomnijmy o wybranych. W serii prac z lat trzydziestych
podat Wazewski bardzo wazne twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci
rozwiazan probleméw Cauchy’ego dla réwnan czastkowych pierwszego
rzedu i o oszacowaniach obszaréw istnienia tych rozwiazan. Szczegdélne
znaczenie maja te wilasnie wyniki o oszacowaniach obszaréw istnienia,
gdyz podaja oszacowania najlepsze (nie mozna zagwarantowa¢ istnienia
w obszarach wiekszych). Najbardziej znane, klasyczne juz teraz, wyniki
Wazewskiego dotycza zastosowart metod topologicznych w réwnaniach
rézniczkowych. Podstawowe twierdzenie, zwane w literaturze Twierdzeniem
Retraktowym Wazewskiego méwi o tym, ze z pewnych zalozeni o zachowaniu
sie rozwiazan na brzegu ustalonego zbioru, mozna wnioskowac¢ o istnieniu
pewnego rozwiazania, ktére sie w tym zbiorze zawiera (,nie wychodzi
z tego zbioru”). Jest to wynik piekny przez prostote sformulowania,
glebokos¢ tresci matematycznej, jasna idee dowodu (ktéry w najprostszych
przypadkach ,sam sie narzuca” jako intuicyjnie bardzo klarowny,
a w przypadku ogélnym wymaga pomystowego zastosowania zaawan-

2 Do jego nauczycieli nalezal m.in. Paul Painllevé, z ktérym - jak to powiedziano
wyzej — wspoOtpracowat wczesniej krakowski mistrz Wazewskiego, Stanistaw Zaremba.
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sowanego aparatu topologicznego) oraz niebanalne zastosowania. Metoda
dowodu tego twierdzenia, nazywana w literaturze metoda topologiczng Wa-
Zewskiego stala sie podstawa do bardzo istotnych uogélnieni, ktére pozwolity
na zastosowanie aparatu topologii algebraicznej, rozwijanego nadal inten-
sywnie, w teorii réwnan rézniczkowych i ukladéw dynamicznych. Cieszy
to, ze w tej dziedzinie maja duzo do powiedzenia miodzi matematycy
krakowscy, ,wnukowie” i ,prawnukowie” naukowi Tadeusza Wazewskie-
go. Te wyniki Wazewskiego otwarly nowy rozdzial w jakosciowej teorii
réwnan rézniczkowych. Mial tez Wazewski swéj udziat w budowaniu
podstaw teorii sterowania, gdy w latach pie¢dziesiatych zauwazyl, iz prace
z lat trzydziestych Stanistawa Krystyna Zaremby®® (1903-1990), syna Sta-
nistawa Zaremby (a takze prace matematyka francuskiego André Mar-
chauda), o pewnych uogélnieniach réwnan rézniczkowych, moga, po sto-
sownym przeformulowaniu, da¢ podstawowe twierdzenia o istnieniu tzw.
trajektorii optymalnych. Obecnie ta tematyka wchodzi takze w zakres teorii
inkluzji rézniczkowych. Wazewski stworzyt — jak to juz powiedziano -
szkole naukowa, ktérej uczestnicy kontynuowali badania Mistrza i posze-
rzali, nieraz bardzo znacznie, tematyke. Jacek Szarski stal sie wspéttworca
teorii nieréwnosci rézniczkowych; poszedl droga zaczeta przez Wazewskie-
go, by sta¢ sie nastepnie wybitnym specjalista, autorem pierwszej mono-
grafii z tej dziedziny; mial tez bardzo wazny udzial w rozwoju ogodlnej
teorii réwnan rézniczkowych czastkowych rzedu pierwszego typu para-
bolicznego. Zdzistaw Opial (1930-1974) w swym bogatym dorobku zawart
wyniki z wielu dzialéw réwnan i nieréwnosci rézniczkowych. O wadze
jego wynikéw $wiadczy np. to, ze ukazala sie ksiazka poswiecona jednej
pracy Opiala i pracom do niej nawigzujacych!®. Wiodzimierz Mlak (1931-
1994) zajmowat sie m.in. réwnaniami w przestrzeniach Banacha, nieskon-
czonymi ukiadami nieréwnosci i réwnan rézniczkowych (niezaleznie od
innych zagadnieni spoza teorii réwnan rézniczkowych). Zofia Mikotajska-
Mlakowa (1923-1993) miata swéj udzial w rozwoju teorii optymalnego
sterowania i inkluzji rézniczkowych nazywanych przez Wazewskiego réw-
naniami orientorowymi; bardzo wazne wyniki w tej dziedzinie naleza do
Andrzeja (w zakonie Benedyktynéw - Bernarda) Turowicza OSB (1904-
1989), a takze Zdzislawa Opiala i Zbigniewa Kowalskiego (1924-1992).
Tematyka ta byla tez uprawiana przez Czestawa Olecha, Andrzeja Lasote,

B S. K. Zaremba po studiach w Krakowie byl docentem na USB w Wilnie; po
wojnie mieszkal w Kanadzie i Walii (gdzie umarl), Zajmowat sie wieloma dziedzinami
matematyki, w szczegélnosci rachunkiem prawdopodobieristwa i statystyka, a takze —
w poczatkowym okresie swej kariery naukowej - réwnaniami rézniczkowymi. Byt
wybitnym taternikiem, alpinista, himalaista i andysta.

4 R. P. Agarwal, P. Y. H. Pang, Opial Inequalities with Applications in Differential
and Difference Equations, Kluwer, Dordrecht-Boston-London, 1995.
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ktérych wyniki z tej i wielu innych dziedzin réwnan rézniczkowych
weszly na stale do literatury matematycznej. Andrzej Pli§ (1929-1991) miat
wielki udzial w rozwoju teorii réwnan czastkowych pierwszego rzedu;
od niego pochodzi pojecie wstggi charakterystycznej drugiego rzedu. Pli§ byt
autorem zaskakujacych przykltadéw pokazujacych, ze pewne zalozenia
w klasycznych twierdzeniach sa niezbedne. Tadeusz Wazewski i jego
uczniowie zajmowali sie tez metodg kolejnych przyblizen; kilka wynikéw
z tego zakresu nalezy do klasycznych juz rezultatéw teorii. Wspomniany
wyzej Jan Mikusinski, ktéry po krétkim pobycie w Krakowie pracowat
w Poznaniu i na Slasku, byl autorem teorii zwanej teraz teorig operatoréw
Mikusinskiego, majacej duze zastosowanie w teorii réwnar rézniczkowych
(i ich zastosowan).

Lista matematykéw polskich, zajmujacych sie bardzo zywo rozwijajaca
sie w XX wieku teoria réwnan rézniczkowych, a takze lista tematéw -
przedstawione wyzej — sa bardzo dalekie od kompletnosci. Nie ma miejsca
na oméwienie wynikéw matematykéw lubelskiej szkoty doktoranta Wa-
zewskiego, Adama Bieleckiego (m.in. Jan Kisyriski i Kazimierz Goebel),
oraz osrodka poznariskiego, w ktérym Wiadystaw Orlicz (1903-1990),
wywodzacy sie ze szkoty lwowskiej, stworzyt szkote analizy funkcjonalnej.
W drugiej polowie biezacego stulecia Poznari stat sie tez waznym osrod-
kiem réwnan rézniczkowych. Sam Orlicz réwnaniami zajmowat sie oka-
zjonalnie; wraz z Andrzejem Alexiewiczem (1917-1996) udowodnit ciekawe
twierdzenie méwiace o wyjatkowosci pewnych wiasnosci réwnan rézni-
czkowych. W latach 50-tych przybywato osrodkéw badajacych omawiane
tu réwnania zwyczajne (przede wszystkim: Warszawa, a takze m.in.
Gdarnisk, Wroctaw, Toruni, Zielona Goéra).

Skoncentrowalem sie na przedstawieniu szkoly krakowskiej ze wzgledu
na to, iz w pierwszej polowie biezacego stulecia byl to gtéwny osrodek
rozwijajacy badania w zakresie réwnan i nieréwnosci rézniczkowych zwy-
czajnych i czastkowych rzedu pierwszego na najwyzszym poziomie, w ska-
li nie tylko ogélnopolskiej ale i swiatowej. Koriczac nasze rozwazania na
polowie XX wieku, mozemy wiec w zasadzie i w pewnym uproszczeniu,
ograniczy¢ je — w odniesieniu do pierwszego pie¢dziesieciolecia koriczacego
sie wieku — wilasnie do szkoty krakowskiej.

Opracowanie niniejsze oparte jest na maszynopisie pracy autora Polska
historia réwnat rézniczkowych zwyczajnych i rownar rézniczkowych czgstkowych
pierwszego rzedu 1 na artykule Matematyka w Polsce u poczgtkéw PTM (i
nieco wczesniej) opublikowanym w ,Wiadomosciach Matematycznych”, t.
XXI. (1996), str. 138-115. Oprécz literatury cytowanej w opracowaniu
korzystano tez z literatury cytowanej w tych dwoéch pracach.



