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TEORIA MAJORANY CZASTEK O DOWOLNYM SPINIE

1. Tlo historyczne

W 1928 roku P. A. M. Dirac zaproponowat relatywistyczne réwnanie falowe
dla elektronu [1], obecnie znane jako réwnanie Diraca. W wypadku elektronu
swobodnego ma ono postac:

(E I —cdp— ﬁmCQ) W =0,

gdzie I; oznacza macierz jednostkowq czwartego stopnia, £ jest energig elek-
tronu, P - jego pedem, m — jego masg spoczynkowa, ¢ oznacza predkosé swiatla
w prézni'. W réwnaniu tym wystepujq hermitowskie macierze czwartego stop-
nia: ol,a? a3, [, przy czym oczywiscie @ = (a',a?, a?). Speliaja one naste-
pujace warunki:

a'ad +alal =201, o'B+pal =0, BF=1I, (1)

gdzie indeks 1 przyjmuje wartosci 1, 2, 3.

Dzieki warunkom (1) energia i ped elektronu nie sa niezalezne. Mianowicie,
mozna pokaza¢, iz z réwnania Diraca, jesli spelnione sq owe warunki, wynika
nastepujacy zwiazek:

E?* = p? + m?ct, 2)

a z niego wzor na energie czastki majacej okreslony ped,

! Ta tradycyjna nazwa stalej ¢ jest nieco mylaca, bo moze sugerowac, iz rownanie Diraca ma ja-
kie$ powiazania z rownaniami Maxwella dla pola elektromagnetycznego. Oczywiscie zwiazek taki
nie istnieje, a stata ¢ pojawia si¢ w obu tych rownaniach dlatego, Ze w istocie charakteryzuje ona
czasoprzestrzen Minkowskiego, w ktorej istnieja zardwno pole elektromagnetyczne, jak i elektron.
Lepszymi nazwami bylyby np. ,,stata Maxwella” lub ,,stata Minkowskiego”.
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E =*c\/p?+ m2c2 3)

Réwnanie Diraca dopuszcza wiec, by energia swobodnego elektronu przyj-
mowala warto$ci ujemne, przy tym nieograniczone od dotu. Wiasnosé ta jest
w sprzecznosci z faktem, Zze swobodnych elektronéw o energiach ujemnych nig-
dy nie zaobserwowano.

Powyzsza trudnosc stanowita przez kilka lat powazna przeszkode dla uzna-
nia réwnania Diraca za prawidlowe. Ettore Majorana podjat prébe poprawienia
tego réwnania tak, by nowe réwnanie nie mialo problemu z energiami ujemny-
mi. Zalezalo mu réwniez na tym, by nowe réwnanie opisywato czastki o dowol-
nym spinie S, a nie jedynie o spinie 1/2, jak to ma miejsce w wypadku réwnania
Diraca. Sadzi sie, ze Majorana zajmowat si¢ tym zagadnieniem w lecie 1932 roku.
Uzyskane wyniki opublikowal w Nuovo Cimento [2]. Na zalaczonej reprodukgji
pierwszej strony owej pracy (zob. ryc. 1) zwraca uwage brak daty wplyniecia
do redakcji. Brak tez afiliacji autora, co wynika stad, ze w tym czasie Majorana
nie miat etatu -- nie byt to dla niego problem, bo pochodzit z zamoznej rodziny.
Dodajmy, ze praca zawiera tylko jeden odsytacz: cytowana jest praca R. Oppen-
heimera, ale jedynie jako Zrédto informacji o pracy W. Pauliego na temat sprze-
Zenia anomalnego momentu magnetycznego z polem elektromagnetycznym. Na
konicu pracy Majorana zamiescil podziekowanie dla E. Fermiego za dyskusje
0 proponowanej teorii.

Nalezy dodad, iz czes¢ motywacji — problem ujemnych energii — byta w lecie
1932 roku juz nieaktualna, ale przypuszcza sig, ze Majorana o tym nie wiedziat.
Chodzi o to, ze w roku 1931 Dirac podal ostateczng wersje teorii dziur w tzw.
,morzu Diraca” i odgadl, Ze jego réwnanie opisuje nie jedna, lecz dwie czastki,
mianowicie elektron oraz antyelektron [3]. W tym ujeciu energie ujemne nie tyl-
ko przestaja by¢ problemem, lecz stajq si¢ zaleta. Jeszcze przed koricem roku 1931
antyelektron, obecnie nazywany pozytonem, zostat odkryty (doniesienie o tym
ukazato si¢ w 1932 roku [4]). Interpretowane w ramach kwantowej teorii pdl,
réwnanie Diraca stalo si¢ jednym z najwazniejszych i najpiekniejszych réwnan
wspolczesnej fizyki. Jest oczywiste, ze w tej sytuacji réwnanie zaproponowane
przez Majorang stracito na znaczeniu.

Niemniej omawiana praca Majorany jest bardzo interesujgca w ramach histo-
rii fizyki teoretycznej, i to z co najmniej trzech powodéw. Wydaje sig, ze wiasnie
W tej pracy po raz pierwszy wprowadzono unitarne, nieskoriczenie wymiarowe
reprezentacje grupy Lorentza. Po drugie, réwniez po raz pierwszy zapropono-
wano rownanie opisujace nieskoriczony multiplet czastek kwantowych, r6znia-
cych si¢ masa spoczynkowgq oraz spinem. Do watkéw tych powrécimy ponizej.

Po trzecie, praca Majorany jest bardzo dobrym przykiadem na to, ze rozwia-
zywanie zagadek Natury nie jest fatwe. Obecnie wiemy, ze idac droga wskazang
przez karkotomng i matematycznie bardzo niejasna koncepcje morza Diraca do-
chodzimy do poprawnego opisu elektronu i pozytonu, a matematycznie klarow-
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TEORIA RELATIVISTICA DI PARTIOELLE
OON MOMENTO INTRINSECO ARBITRARIO

Note di ETroRT MaJORaxa

Sunto, - Lautors stabilisce squasioni d’onda Vneari mellenergin e relati-
visticamente invarianti per paricelle aventi momentn angolare intrinssco
comungque profissato.

La teoria di Dirag dell’elettrone fa 1180, come & noto, di una
funzione d’onda a quattro componenti delle quali, quando si consi-
derino movimenti lenti, due hanno valori iraseurabili mentre le
altre due obbediscono in prims approssimazione all’equazione di
SCHRODINGER.

In modo snalogo una particella con momento engolare intrin-

h 1 3 i ; G 5
seco 32—1;(:= 0, 5, 1, E"") & (lescritta mella ineceanicn quantistica

mediante un complessao di 2 -~ 1 funzioni d’onda che soddisfano
separatemente ull’equazione di BcBrOpGER. Tale rappresentazione
¢ naturalmente valida finche si trascurano gli effetti relativistiei,
g ¢id & leeito per particelle mobili econ velocitd piccola di fronte a
quella della luee. Un altro caso in ¢ul la teoria elementare & ancora
utilizzubile & ovviamente quello in cui Ia velocith della particella
pur essendo comparabile con ¢ rimane quasi costante in direzione
e grandezza, poichd allora & possibile ricondursi allo studio di movi-
menti lenti scegliendo opportunamente il sistema di riferimento,

Il easo invece in enl la velocitd delle particelle pur essendo guasi
costaute entro regioni sufficientemente egtese clel comtinuo spazio-
tempo varia <da una regione all’ altra lentemente ma fra valord
estremi lontani, sotto 1'szione di campi esterni deboli, non ¢i laseia
trattare immediatamente con 1’equazione non relativistica di Scero-
DINCER,

Una generalizzazione velativistica della teoria precedente deve
soddisfare snecessivamente alle condizioni seguenti al erescere del
suo grado di acouratezza:

(¢) La teoria permette lo studio di particelle aventi velocitd
quasi determinata in grandezza e direzione, dando risultati equi-

Ryec. 1. Pierwsza strona pracy E. Majorany [2]
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ny i blyskotliwie zrealizowany pomyst Majorany okazat si¢ tylko jedna z wielu
spekulacji czysto teoretycznych?.

2. Praca Majorany [2]

Obecnos¢ energii ujemnych jest konsekwencja faktu, ze hermitowska macierz
[ musi mie¢ dodatnie oraz ujemne wartosci wilasne. Jest tak, bowiem ostatni
z warunkéw (1) implikuje, Ze moga one by¢ réwne +1 lub —1. Nastepnie, gdy-
by wszystkie miaty ten sam znak, macierz bylaby réwna +I, lub - I,, a wtedy
nie mozna by spelni¢ przedostatniego warunku (1). Diagonalizujac macierz (3
i podstawiajac = 0w réwnaniu Diraca, otrzymujemy, iz wartosci energii elek-
tronu spoczywajacego sq réwne:

+m .

Majorana chciat znaleZ¢ réwnanie falowe liniowe wzgledem E, poraz 1,
opisujace czastke o dowolnym ustalonym spinie s oraz dodatniej energii. Zapo-
stulowatl on réwnanie postaci

(E I—cap— ﬁMcQ) v =0, )

gdzie / jest operatorem jednostkowym, &, (3 to pewne operatory hermitowskie,
M jest dodatnig stalg 0 wymiarze masy. Aby uniknac energii ujemnych, Majora-
na zalozyl, Ze operator (3 jest dodatnio okreslony. Poniewaz to ostatnie zadanie
jest sprzeczne z warunkami (1), nie oczekujemy zwiazku (2) miedzy E i p.

Dzigki warunkowi (3 > 0, zamiast ¥’ mozna réwnowaznie wprowadzi¢ nowa
funkcje falowa:

b = B2,
ktoéra speinia réwnanie R
(Cup" — Mel )y =0, 5)
gdzie ‘
Toy=p87" Ti=-p12a" g1 (") = (E/e,p).
Operatory L, gdzie 1 =0, 1, 2, 3, sa hermitowskie. Funkcjonat dziatania od-
powiadajacy réwnaniu Majorany (5) ma postac:

S = /d4x PH (T — Mel) .

2 Nie mozna wykluczy¢, ze w przyszto$ci rownanie Majorany odzyska znaczenie. Oczywiscie,
raczej nie jako alternatywa dla rownania Diraca, lecz, na przyktad, w ramach teorii unifikacyjnych
tego typu, co popularna obecnie teoria superstrun, gdzie takze rozwaza si¢ nieskonczone multiplety
czastek o roznych masach spoczynkowych i spinach.
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Teoria oparta na réwnaniu (5) bedzie niezmiennicza wzgledem transformacji
Lorentza 2’ = Lz, gdy pokazemy, ze istnieje reprezentacja S(L) grupy Lorentza
taka, ze:

J'(x') = S(L)d(z), STL)S(L) =1

SYL)T,S(L)=L,T,.

Potrzebna jest wiec unitarna reprezentacja grupy Lorentza, a takze operatory
I’y tworzace czterowektor wzgledem tej reprezentaci.

W 1932 roku unitarne reprezentacje grupy Lorentza nie byly znane. Majorana
podal w swojej pracy dwie takie reprezentacje, a nastepnie znalazl operatory
L',.. Przypuszcza sie, ze wykorzystal pewne wzory z ksiazki H. Weyla, Grup-
pentheorie und Quantenmechanik, wydanej w 1928 roku. Jak obecnie wiemy, sa to
jedyne dwie reprezentacje unitarne grupy Lorentza, w ktdérych takie operatory
istniejg [5]! Nazywane sa one reprezentacjami Majorany grupy Lorentza. Nie
ulega watpliwosci, ze Majorana byl ekspertem w dziedzinie teorii grup i ich re-
prezentacji. Zamierzal nawet napisa¢ monografie z tej dziedziny. Obecnie znajo-
mos¢ teorii reprezentacji grup wynosi si¢ z uniwersyteckich studiéw fizyki, ale
w tamtych czasach byto zupehie inaczej.

Swoje reprezentacje grupy Lorentza Majorana podal w wersji infinitezy-
malnej, tj., na poziomie algebr Liego. Niech J = (Ji, J2, J3) oznacza genera-
tory obrotéw, N = (N1, Na, N3) zas generatory pchnie¢ (boosts). Operatory
J; maja znang z podrecznikéw mechaniki kwantowej realizacje jako macierze
w bazie spinowej |jm), gdzie j = 0, ;,1,... oraz m = 5,5 —1,...,—j +
1, —j. WprowadZzmy pomocnicze operatory Ny = N; £ iN,. W wypadku re-
prezentacji Majorany, operatory Vi, N3 majg nastepujaca realizacje w bazie spi-
nowej:

Nilgm) = 5/G=m)G—m+1) | —1L,m+1)
é\/j+m+1 JG+m+2)]j+1,m+1),

N_|jm) = =3/ +m)(j +m—1) |j - L,m —1)
G =m+ ) —m+2) |j+1,m—1),

Nz |jm) = 54/(i +m)(j —m) |j — 1,m)

L JG+m+ DG —m+1) [j+ 1L m).

We wzorach tych j moze przy]mowac dowolnie duze wartosci catkowite lub
poléwkowe, a mianowicie j = jo, jo + 1, jo +2,..., gdzie jo = 0 lub 1/2.

Jesli chodzi o operatory I',, Majorana podaje ich elementy macierzowe w ba-
zie spinowej, pomijajac wyprowadzenie, o ktérym pisze jedynie, Ze jest latwe.
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Szczegdlnie interesujacy jest operator I'g, bowiem gdy p'= 0, réwnanie Majora-
ny (5) przyjmuje postac:
(Top® — MeI)Y = 0. (6)
Stad wynika, Ze widmo energii czastek spoczywajacych, czyli widmo mas,
jest okreslone przez odwrotnosci wartosci wlasnych wilasnie I'o. Okazuje sie, ze
w bazie spinowej operator ten jest diagonalny:

. ) o1
(j'm/|Tolym) = (] + 5) 0j'j Omim.-

Z réwnania (6) otrzymujemy, ze

M 2
E] = Mj 02 = ,70,
j+1/2
gdzie J = Jo, Jo+ 1, przy czym jo = 0 lub 1/2. Otrzymane widmo mas:
M
Mj=———
Jj+1/2

zawiera si¢ w przedziale (0,M] (gdy jo = 1/2) lub (0,2M] (gdy jo = 0)
i zageszcza si¢ w poblizu zera. O ile mi wiadomo, obiekt fizyczny o takim wid-
mie mas dotychczas nie jest znany. Jest jasne, ze mialby on nieskornczenie wiele
stopni swobody. Pod tym wzgledem bylby on podobny do wspéiczesnie rozpa-
trywanych strun relatywistycznych.

Prace [2] zamyka kilka uwag. Najpierw Majorana pisze, Ze jesli zadamy skia-
dowe 9 o okreslonym spinie s, to sktadowe o spinach j # s sa rzedu (v/c) li=sl
gdzie v jest predkosciq czastki. Zatem znikajq one w granicy nierelatywistycz-
nej, tzn. gdy v/c — 0.

Nastepnie Majorana zauwaza, iz jego réwnanie posiada takze rozwiazania
tachionowe, dla ktérych p2 — p? = —M?/0? o > 0. W tym wypadku nie-
mozliwe jest przejscie za pomocq transformacji Lorentza do ukladu odniesienia
takiego, ze p'= 0. O widmie mas decyduja teraz wtasnosci operatoréw I';, a nie
I'y. Pézniej inni autorzy odkryli tez rozwigzania réwnania (5) opisujace czastki
bezmasowe.

Koricowe péttorej strony Majorana poswiecit na wprowadzenie oddziatywa-
nia z polem elektromagnetycznym. Uzyl zasady sprzezenia minimalnego, po-
wszechnie stosowanej w czasach dzisiejszych, ale w roku 1932 majacej zaledwie
kilka lat (F. London 1927, V. Fock 1927).

Wspétczesny czytelnik tej pracy Majorany moze by¢ zaskoczony tym, ze nie
sprawia ona wrazenia pracy anachronicznej. Mysle, ze po nieznacznym skrdce-
niu kilku fragmentéw z powodzeniem nadawataby sie do opublikowania w bie-
zacym tomie Physical Review D.
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3. Epilog

1. Réwnanie Majorany (5) byto ponownie odkrywane przez innych autoréw,
nie znajacych pracy Majorany, np. przez znanych matematykéw I. M. Gelfanda
i A. M. Yagloma [6]. Prace Majorany dostrzezono dopiero po artykule D. M.
Fradkina [7]. PéZniej ukazaly si¢ kolejne publikacje, np. [5, 8, 9].

Réwnanie Majorany daje nietrywialne spektrum mas. Moze byé uwazane za
prekursora podobnych réwnan, postulowanych w latach 50. minionego stulecia
i péZniej. Ten kierunek badan rozkwitt pod koniec 20. wieku, gtéwnie za sprawa
kwantowej teorii (super)strun.

Jedna z prac z lat 50., mianowicie praca V. L. Ginzburga [10], notabene nobli-
sty z 2003 roku, zawiera interesujacy watek krakowski. U dotu jej strony tytuto-
wej znajduje si¢ nastepujaca notatka:

This paper has been prepared on the basis of a lecture delivered by the author
on April 4, 1955, at the All-Union Conference on Quantum Electrodynamics and
Theory of Elementary Particles. The appearance of this paper in a Polish Physical
journal seemed appropriate, because of the great attention paid by Polish physi-
cists to non-local field theory and to the above-mentioned class of relativistic wave
equations.

W spisie literatury V. L. Ginzburg zamiescil 4 prace profesora Jerzego Ray-
skiego z lat 1953-1955, poswiecone, m.in., bilokalnym polom Yukawy.

2. Pelng teorie unitarnych, nieredukowalnych reprezentacji grupy Lorentza
podano w latach 40. Pracowali nad tym zagadnieniem m.in. P. A. M. Dirac (1945),
I. M. Gelfand i M. A. Naimark (1946), Harish-Chandra (1947) oraz V. Bargmann
(1947). Niestety, nie znali oni pracy Majorany [2]. Nie ulega watpliwosci, ze wla-
$nie on jako pierwszy skonstruowat takie reprezentacje.

3. Kwantowe réwnania falowe dla czastek o dowolnym ustalonym spinie
i masie m konstruowano w latach 40. i 50. w oparciu o skoriczenie wymiarowe,
nieunitarne reprezentacje grupy Lorentza (Dirac, Fierz, Pauli, Kemmer i inni).
Zadano przy tym aby jednak spetniony byt zwiazek:

E? = 2p? + m?ch.

Bylo to wiec podejscie zupekie inne niz zaproponowane przez Majorane. Po-
glad, Ze nalezy oprze¢ si¢ na nieunitarnych reprezentacjach grupy Lorentza stat
si¢ obowigzujacych kanonem. Napotkano jednak szereg trudnosci, zwlaszcza
gdy probowano wiaczy¢ oddziatywania takich czastek.

Problemy te utracity aktualno$¢ w wyniku rozwoju kwantowej teorii pdl rela-
tywistycznych. Obecnie czastki ze spinem sq wigzane przede wszystkim z unitar-
nymi, nieredukowalnymi reprezentacjami grupy Poincaré (E. P. Wigner, 1939),
a nie grupy Lorentza. Réwnania falowe dla czastek wynikaja z kwantowej teorii
poOl. Réwnania te nie przewiduja ujemnych wartosci energii. Na przykiad, dla
swobodnego elektronu otrzymujemy nie réwnanie Diraca, lecz réwnanie:
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th Opp = +cy/p2 + m2c2 1,

gdzie 1 jest spinorem dwusktadnikowym.
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Abstract

Majorana’s paper on infinite component wave equation is presented together with
related historical background.



