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metodg podziatu pola

Grzegorz Przekota

W pracy podjeto problem szacowania ryzyka zmian cen akcji. Najbardziej
popularne sg miary klasyczne: wariancja, odchylenie standardowe oraz wspot-
czynnik zmiennosci. Wsréd miar nieklasycznych najbardziej popularny jest
wymiar fraktalny, w tym wyktadnik Hursta. W pracy zaproponowano alterna-
tywny sposob liczenia wymiaru fraktalnego szeregébw czasowych. OkreSla on,
jak silnie szereg czasowy wypetnia swojg przestrzen, i stuzy miedzy innymi do
charakteryzowania szeregéw danych gietdowych ze wzgledu na stopien ,postrze-
pienia” Wymiar fraktalny obliczano dla szeregéw czasowych notowan indek-
sow gietdowych WIG i WIG20 w latach 2008-2011. Otrzymane wyniki fatwo
mozna interpretowaé oraz odnie$¢ je do prezentacji graficznej szeregu, co jest
wazne w praktycznych zastosowaniach.

1. Wstep

W klasycznej teorii analizy ryzyka cen akcji stosuje sie popularne narze-
dzia statystyczne: wariancje, odchylenie standardowe, wspotczynnik zmien-
nosci czy semiodchylenie standardowe (Jajuga i Jajuga 2006: 182-187).
Praktyczna skuteczno$¢ tych miar jest bezdyskusyjna, chociaz warto zwrdcic¢
uwage na fakt, iz dla cen akcji najwiasciwsza z wymienianych miar bedzie
wspotczynnik zmiennosci, gdyz warto$¢ odchylenia standardowego zalezy
od poziomu cen, natomiast dla szeregébw stop zwrotu najwlasciwsza miarg
bedzie odchylenie standardowe.

Warto jednak poszukiwac takze innych rozwiazan. Mniej popularne sa
narzedzia teorii chaosu. Narzedzia pochodzace z teorii chaosu nie sg jesz-
cze powszechnie stosowane wsrod badaczy, gtownie ze wzgledu na trud-
nosci powstajace przy obliczaniach oraz czeste niejasnosci interpretacyjne.
Niniejsza praca ma na celu przedstawienie jednego z narzedzi teorii cha-
osu - wymiaru fraktalnego. Jedng z najpopularniejszych metod szacowania
wymiaru fraktalnego jest metoda wariacyjna VM (Dubuc i in. 1989: 1506).
Jej rozwinieciem jest metoda segmentowe-wariacyjna SVM zaproponowana
przez Zwolankowskg (2001: 63). W pracy zaprezentowano autorskg metode
szacowania wymiaru fraktalnego metodg podziatu pola.
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2. Wymiar fraktalny szeregow czasowych

Geometria euklidesowa podaje wymiar przestrzeni, w ktérej umiesz-
czony jest szereg czasowy. Przestrzenig tg jest ptaszczyzna o wymiarze
euklidesowym - 2. Rozpatrujagc natomiast trajektorie szeregu czasowego
jako tamang, otrzymujemy wymiar euklidesowy - 1. Odchodzac od wymiaru
euklidesowego, mozna zauwazy¢, ze wykres szeregu czasowego nie wypetnia
calej ptaszczyzny, na ktdrej zostat umieszczony, zatem jego wymiar bedzie
mniejszy od 2 i rézny od |, gdyz jest to wymiar euklidesowy prostej, a szeregi
czasowe nie majg na ogot ksztattu linii prostej.

Rozwiazaniem tej niedogodnosci jest wymiar fraktalny, scharakteryzo-
wany przez Petersa: ,,Wymiar fraktalny, ktory opisuje, w jaki sposob obiekt
(lub szereg czasowy) wypetnia swojg przestrzen, jest wynikiem wszystkich
czynnikdw wptywajacych na system, ktérego wytworem jest dany obiekt
(szereg czasowy)” (Peters 1997: 58).

Wymiar fraktalny oznacza sie przez D i nie musi on by¢ liczbg catkowita.
Dla wykreséw szeregéw czasowych przyjmuje wartosci z przedziatu <1; 2>.
Wartos¢ | wymiar szeregu czasowego przyjmowac bedzie wéwczas, gdy wykres
bedzie miat ksztatt linii prostej, a warto$¢ 2, gdy bedzie wypetnia¢ pewien
obszar dwuwymiarowy na ptaszczyZznie. W praktyce wartosci skrajne nie
sg osiggane.

Skoro wymiar fraktalny ma opisywacé, jak szereg czasowy wypetnia obszar,
innymi stowy, jak zageszcza sie na plaszczyznie, to wieksze zageszczenie
powodowaé bedzie zwiekszony wymiar fraktalny, a mniejsze zageszczenie
spowoduje mniejszy wymiar fraktalny. Dla szeregébw czasowych oznacza
to, ze czeste zmiany w réznych kierunkach beda powodowac zwiegkszenie
wymiaru i szereg bedzie bardziej wypetniat ptaszczyzne, a szeregi jednokie-
runkowe, z matg liczbg zmian, beda miaty mniejsze wymiary fraktalne, ich
ksztatty za$ beda bardziej zblizone do ksztattu prostej. Szeregi, w ktérych
wystepujag czeste zmiany w réznych kierunkach, charakteryzuje zjawisko
powrotu do $redniej, a szeregi o matej liczbie zmian - zjawisko podtrzymania
trendu. Odpowiednie wnioski mozna jednak wysnu¢ dopiero po obserwacji
danych empirycznych.

Przyktad zastosowania wymiaru fraktalnego do zjawisk naturalnych
podaje Mandelbrot (1983). Problem dotyczy pomiaru dtugosci linii brze-
gowej. Wynik zalezy od dtugosci miarki: im miarka jest krdtsza, tym wynik
doktadniejszy, gdyz pozwala uchwyci¢ wiecej krzywizn. Wymiar fraktalny
umozliwia odpowiedz na pytanie, jak postrzepione sg linie brzegowe. Im linie
brzegowe sg bardziej postrzepione, tym ich wymiar fraktalny jest wiekszy.
E. Peters podaje np. wymiar fraktalny linii brzegowej Norwegii - 1,52 i linii
brzegowej Wielkiej Brytanii - 1,26 (Peters 1997: 60). Wynik ten jest zgodny
z obserwacja mapy - linia brzegowa Norwegii jest bardziej postrzepiona od
linii brzegowej Wielkiej Brytanii, a wiec jej wymiar fraktalny jest wiekszy
i bardziej zblizony do 2.
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3. Geometryczny sposob wyznaczenia
wymiaru fraktalnego

Jeden ze sposobdw znalezienia wymiaru fraktalnego szeregdéw czaso-
wych podaje E. Peters (1997). Wymiar fraktalny ustala sie, mierzac stopien
postrzepienia linii. Nalezy policzy¢ liczbe k6t o okreslonej Srednicy, ktére
potrzebne sg do pokrycia catej linii. Nastepnie trzeba zmniejszyé ustalong
Srednice kot i powtdrzy¢ obliczenia. Po przeprowadzeniu odpowiedniej liczby
takich operacji mozna zauwazy¢, ze liczba kot jest zwigzana wyktadniczo
z dtugoscig promienia két nastepujaca relacja:

N = (2r)D 1)
gdzie:
Nr- najmniejsza liczba k6t przy ustalonymr,
r - promien,

D - wymiar fraktalny.

Stad wymiar fraktalny D jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej
regresji:
log Nr = Dlog(2r). 2

Jest to jednak mato efektywny sposob wyliczenia wymiaru fraktalnego,
gdyz wymaga wielu geometrycznych konstrukcji. Podobnie liczy sie wymiar
fraktalny metodg pudetkowa BCM, z tym ze zamiast k6t zlicza sie kwa-
draty o okreslonej dtugosci boku potrzebne do pokrycia wykresu szeregu
€zasowego.

4. Szacowanie ryzyka metoda podziatu pola

Autorska metoda szacowania wymiaru fraktalnego przedstawiona
W niniejszym opracowaniu faczy elementy metod segmentowo-wariacyjnej
oraz tradycyjnych metod geometrycznych. Podobnie jak w metodzie seg-
mentowo-wariacyjnej wykres szeregu czasowego pokrywany bedzie przez
prostokaty, samo szacowanie wymiaru fraktalnego bedzie natomiast odbywaé
sie poprzez szacowanie wspotczynnika regresji, podobnie jak w metodach
geometrycznych.

Nalezy zatozy¢, ze ma sie do dyspozycji kawatek ptaszczyzny w ksztatcie
prostokata o podstawie a i wysokosci b. Pole tego prostokata bedzie wynosic¢
P = ab (rysunek 1). Prostokat ten zostanie podzielony na potowy, dlatego tez
pole P nazwiemy pierwotnym (przed podziatem). Nastepnie dzieli sie pier-
wotny prostokat na dwie réwne czesci pionowa prosta (rysunek 2). taczne
pole powstatych dwoch prostokatéw bedzie wynosi¢p ip = P, poniewaz:

2'b+2 $bh=~r = =P. 3)
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Rys. 1. Prostokat o polu P Zrodto: opracowanie wiasne.

Rys. 2. Prostokat o polu P po podziale. Zr6dto: opracowanie witasne.

Kolejne przepotawianie prostokatdw nie zmieni faktu, ze suma p6l zawsze
bedzie wynosi¢ P. Oznacza to, ze suma p6l P po podziale prostokata na
dowolng liczbe réwnych prostokatéw pionowymi liniami bedzie taka sama,
jak suma p6l p po podziale dwukrotnie gestszym od danego (pierwotnym
moze byé podziat np. na trzy prostokaty, a nastepny na szes¢). Zatem dla
dowolnego podziatu zachodzi tutaj zwigzek:

P
p=2-°-p. 4

W prostokacie nalezy umiesci¢ wykres szeregu czasowego.

Rys. 3. Szereg czasowy na plaszczyznie. Zr6dto: opracowanie wilasne.

Niech szereg czasowy ma diugos¢ N, wtedy pole obszaru zajmowanego
przez szereg mozna wyliczy¢ nastepujgco:

P =N $(xmax - xmin), (5)

gdzie: xnmexixmn sg odpowiednio najwieksza i najmniejszg wartoscig w szeregu.
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Nalezy podzieli¢ prostokat, zajmowany przez szereg czasowy, pionowa
prosta na potowy i znalez¢ sume p6lp powstatych potéwek, stosujac wzér
(5) do kazdej potéwki:

P=2 (Xmaxl Xminj)+ 2 (Xmax2 Xmir|2). (6)

Pomiedzy p a P zachodzi nieréwnos¢:

p <P (7)

Powtarzajac czynno$¢ przepotawiania skoriczona ilo$¢ razy, za kazdym
razem okaze sig, ze suma p6l potowek w stosunku do sumy p6l pierwotnych
jest od nich niewigksza. Oznacza to, ze przy dowolnym podziale pierwotnym
na k czesci pole zajmowane przez wykres szeregu bedzie wynosié:

N k
Pk=N iZ_ 1(xmax; Xmn;), (8)
a przy podziale na 2k czesci:
m? X
p2k:2kiZ:1(xrmxi— Xnin)e 9)
Pomiedzy Pk i P.k zachodzi nieréwnos$¢:
P
PX # 2<Pte (10)

Roéwnosé we wzorze (10) zachodzi jedynie dla wykreséw szeregdéw cza-
sowych catkowicie wypetniajacych swoja ptaszczyzne. Jezeli szereg bedzie
miat ksztatt linii prostej, to pomiedzy p a P zachodzi¢ bedzie réwnos¢:

Px=1 *p « (11

Roéwnos$é ta zachodzi takze dla tamanej poczawszy od pewnego podziatu.
Dla dowolnego szeregu:

P
PX=D'pt, (12)

gdzie: D zawieracC sie bedzie w przedziale <1; 2> i bedzie tym wieksze, im
ksztatt trajektorii szeregu czasowego bedzie bardziej postrzepiony, czyli im
czesciej w szeregu wystepowaé bedzie zmiana trenddw na przeciwne. Warto$¢
D natomiast bedzie tym blizsza 1, im ksztatt szeregu blizszy bedzie prostej,
czyli im mniej bedzie w szeregu zmian trendéw na przeciwne. Jesli w ukta-
dzie wspétrzednym na osi x bedzie sie odktadaé wartosci P/2, a na osiy
wartoscip, to warto$¢ D bedzie wspdtczynnikiem regresji prostej oszacowanej
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dla punktéw (P/2; p). Tak zdefiniowania warto$¢ D moze by¢ traktowana

jako miara postrzepienia szeregbw, czyli jako wymiar fraktalny szeregdw.
W praktycznym zastosowaniu dla danych gietdowych na podstawie war-

tosci wymiaru fraktalnego mozna wnioskowaé o ryzyku inwestycyjnym.

Przyktad 1. Zaklada sie, ze szereg 0 N=100 ma nastepujacg postaé: 1,
2, 1, 2,1, 2 itd. Dla calego szeregu N=100, xmax=2, xmin=1, stad P=100.
Po przepotowieniu szeregu otrzymuje sie dwa szeregi dtugosci 50, w kté-
rych xmex=2, xmin=1. Pole kazdego jest rdwne 50, a suma p =100. Szeregi
dtugosci 50 sg z kolei pierwotnymi dla szeregéw diugosci 25, w ktérych
xmex=2, xmin=1, a stad pole kazdego prostokata jest rowne 25, a suma 100.
Jest to jeden z mozliwych podziatow szeregu dtugosci 100 na potowy. Drugi
podziat to podziat najpierw na szeregi dtugosci 20, potem 10, a nastepnie
5. W kazdym z tych przypadkéw suma p6l réwna jest 100. Przeprowadzajac
oszacowanie wymiaru fraktalnego D, dostajemy wartos¢ 2, co jest réwno-
znaczne z tym, ze powyzszy szereg zajmuje catg swojg ptaszczyzne, a to
oznacza takze, ze mamy do czynienia ze zjawiskiem powrotu do Sredniej.

n N/2 p p

100 50 100 100
50 25 100 100
20 10 100 100
10 5 100 100

Tab. 1 Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podziatach szeregu z przyktadu 1
Zrédio: opracowanie wiasne.

Przyktad 2. Zaklada sie, ze szereg 0 N=100 ma nastepujacg postac: I,
2, 3, 4 itd. Dla catego szeregu N=100, xnex=100, xmin=1, stad P=9900. Po
przepotowieniu szeregu otrzymujemy dwa szeregi dtugosci 50, w pierwszym
xmex=50, xmin=1, w drugim xmex=100, xmin=5I, a stad pole kazdego jest
réwne 2450, a sumap=4900. Szeregi dtugosci 50 sg z kolei pierwotnymi dla
szeregdw dhugosci 25, w ktérych kazde pole réwne 600, a sumap=2400 (przy
polu pierwotnym P=4900, dla N=50). Jest to jeden z mozliwych podziatow
szeregu dtugosci 100 na potowy. Drugi podziat to podziat najpierw na szeregi
diugosci 20, potem 10, a nastepnie 5. Wyniki tych podziatéw umieszczono
w tabeli 2. Przeprowadzajac oszacowanie wymiaru fraktalnego D, otrzymuje
sie dla takich danych warto$¢ 0,986, co jest réwnoznaczne z tym, ze wykres
szeregu stanowi linie prosta. Oznacza to réwniez zjawisko jednokierunko-
wego trendu. Gdyby dopusci¢ wszystkie wartosci rzeczywiste lezace na linii
prostej, wartos¢ D byfaby réwna |. Warto$é | oznacza linie prostg i nie jest
osiggana dla szeregéw innego typu.
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n N/2 p p
100 50 9 900 4 900
50 25 4900 2 400
20 10 1900 900
10 5 900 400

Tab. 2. Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podziatach szeregu z przyktadu 2.
Zrddto: opracowanie wiasne.

5. Wymiar fraktalny dla szeregu cen i stop zwrotu
WIG i WIG20

Praktyczne zastosowanie wymiaru fraktalnego pokazano na przykladzie
wartosci indekséw gietdowych WIG i WIG20 oraz stop zwrotu tych indek-
sow w latach 2008-2011. Na rysunku 4 przedstawiono ksztattowanie sie
wartosci indeksu WIG oraz stopy zwrotu tego indeksu w badanym okresie,
a na rysunku 5 ksztattowanie sie wartosci indeksu WI1G20 oraz stopy zwrotu
tego indeksu w tym samym okresie.

Rys. 4. Wartosci i stopy zwrotu indeksu WIG w latach 2008-2011. Zrddto: opracowanie
wihasne na podstawie danych GPW.
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Rys. 5. Wartosci i stopy zwrotu indeksu WIG20 w latach 2008-2011. Zr6dto: opracowanie
wtasne na podstawie danych GPW.

Obserwacja ksztattu szeregu wartosci indekséw WIG i WIG20 wska-
zuje na wyrazne podobienstwa, tj. punkty zwrotne wystepujag w podobnym
czasie, trendy majg podobna site i dtugos¢. Gdyby scharakteryzowac te
szeregi odchyleniem standardowym (tabela 3), to dla indeksu WIG otrzy-
mano 7361,77, a dla WIG20 409,08. Tak duza réznica jest wynikiem innego
poziomu wartosci tych indekséw. Pomiar wspo6tczynnikiem zmiennosci wska-
zuje na wyzszg wzgledna zmienno$é wartosci indeksu WIG niz WIG20 -
jest to odpowiednio 18,4% i 17,1%. Ryzyko zatem lepiej tutaj przedstawic
za pomoca wspétczynnika zmiennosci. Dla tych danych wyznaczono takze
wymiar fraktalny D szacowany metoda podziatu pola; wyniést on odpowied-
nio 1,4218 oraz 1,4119. Takie wyniki z jednej strony potwierdzaja podobien-
stwo w ksztattowaniu sie wartosci indekséw WIG i WIG20, ale dodatkowo,
znajac zakres wymiaru fraktalnego <1; 2>, mozna powiedzie¢, iz mamy
tutaj do czynienia z przecietnie silnym zjawiskiem podtrzymania trendu.

W tabeli 4 zaprezentowano charakterystyki dla szeregu czasowego stop
zwrotu indeksow WIG i WIG20. Dla indeksu WIG otrzymano odchylenie
standardowe na poziomie 1,5991%, dla indeksu WIG20 1,9082%. Wynika
stad, iz ryzyko zmiany wartosci stopy zwrotu indeksu WIG20 jest znaczaco
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wyzsze niz dla indeksu WIG, tymczasem obserwacja ksztattu szeregow stop
zwrotu wskazuje na dos¢ duze podobienstwo. Wynik z wymiaru fraktalnego
to odpowiednio 1,6998 oraz 1,7088 i tutaj mamy informacje o wyraznym
podobienstwie tych szeregéw. Jednoczesnie wartosci wymiaru fraktalnego
wskazuja, iz w szeregach stdp zwrotu wystepuje silne zjawisko oscylacji
wokdt poziomu $redniego.

Statystyka WIG WIG20
Srednia 39 913,83 2 389,02
Odchylenie standardowe 7 361,77 409,08
Wspdtczynnik zmiennosci 18,4% 17,1%
Wymiar fraktalny 1,4218 1,4119

Tab. 3. Charakterystyki dla szeregu warto$ci indekséw WIG i WIG20. Zrédto: obliczenia
wiasne.

Statystyka WIG WIG20
Srednia -0,0165% -0,0221%
Odchylenie standardowe 1,5991% 1,9082%
Wspotczynnik zmiennosci - -
Wymiar fraktalny 1,6998 1,7088

Tab. 4. Charakterystyki dla szeregu stép zwrotu indekséw WIG i WIG20. Zrédto: obliczenia
wiasne.

6. Podsumowanie

Analiza zaprezentowanych przyktadéw dostarcza bardzo ciekawych infor-
macji. Mozna zauwazy¢ kilka prawidtowosci. Szeregi bardziej postrzepione
majg wyzsze wymiary fraktalne od szeregdw mniej postrzepionych. Szeregi
0 przewazajagcym trendzie bocznym majg wyzsze wymiary fraktalne od sze-
regébw o wyraznym trendzie wzrostowym lub spadkowym. Oczywiscie te dwie
informacje przenikaja sie wzajemnie, gdyz na odcinku o tej samej dtugosci
szereg o trendzie bocznym najczesciej jest bardziej postrzepiony od szeregu
0 wyraznym trendzie, a to ze wzgledu na czestszg liczbe zmian w réznych
kierunkach. Szereg taki bardziej upodabnia sie do szeregu rozpatrywanego
w przyktadzie |, a wiec szeregu wypetniajacego bardziej zajmowany obszar,
a co z tym idzie do szeregu, w ktérym wystepuje zjawisko powrotu do
$redniej. Szeregi o wyraznym trendzie wzrostowym lub spadkowym upo-
dabniaja sie natomiast bardziej do prostej analizowanej w przyktadzie 2,
dlatego ich wymiary fraktalne sg mniejsze. Oczywiscie sita takiego trendu
moze byé rdzna.

W praktyce wymiar fraktalny moze by¢ traktowany jako miara ryzyka
inwestycyjnego. Jesli ryzyko zdefiniujemy jako zmiennos¢ i przyjmiemy, ze
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wieksza zmiennos¢ oznacza wieksze ryzyko, to nizsze wartosci wymiaru frak-
talnego beda oznaczac¢ nizsze ryzyko, a wyzsze wartosci wymiaru fraktalnego
wyzsze ryzyko. Warto takze zwrdci¢ uwage na fakt, iz miara ta moze by¢
z powodzeniem stosowana zaréwno dla szeregéw cen, jak i stop zwrotu.
Oczywiscie nie ma sensu poréwnywanie wymiaru fraktalnego szeregu cen
i szeregu stép zwrotu, bo wiadomo, ze ten drugi w praktyce zawsze bedzie
miat wiekszy wymiar. Pordwnywac¢ nalezy ten sam typ szeregu (albo cen
albo stop zwrotu) dla réznych papieréw wartosciowych. Jedna z najwazniej-
szych zalet wymiaru fraktalnego jest jego prosta interpretacja graficzna, co
moze byé z powodzeniem wykorzystane nawet przez mniej doswiadczonych
inwestorow.
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