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WPROWADZENIE

Poswiecimy te rozwazania pomiarowi danych uzyskiwanych od poje-
dynczych respondentéw przy uzyciu porzadkowania lub poré6wnywania
parami — dwéch podstawowych procedur interrogacyjnych stuzacych
okreslaniu w zbiorze zawodéw uporzadkowania pod wzgledem prestizu.
Interesowaé nas bedzie mozliwo§é matematycznego opisu uporzadko-
wan jednostkowych, czyli uzyskiwanych od poszczegélnych responden-
tow oraz mozliwo$é matematycznego ustalania uporzadkowan w sytua-
cji, gdy sami respondenci wprost ich nie okreslajg’.

UPORZADKOWANIE W OGOLE I UPORZADKOWANIE ZAWODOW
POD WZGLEDEM PRESTIZU

Zacznijmy od przypomnienia, w jaki sposéb wprowadzamy pojecie
uporzadkowania zbioru pod pewnym wzgledem i jak nastepnie stosuje-
my je do uSci$lenia pojecia uporzadkowania zbioru zawodéw pod wzgle-
dem prestizu. '

1 Rozwazania tu zawarte sa kontynuacja analiz podjetych przez nas w artykule Inter-
rogacyjne badanie prestizu zawodéw. Zalozenia pojeciowe i podstawowe procedury,
»Przeglad Socjologiczny”, 1979, t. XXXI/1, s. 33-45. Postugujemy si¢ okreslonym tam apa-
ratem pojeciowym i odwolujemy sie¢ do wprowadzanych tam ustalen teoretycznych. Obec-
nie uzywamy jedynie — bo tego wymaga od nas sam przedmiot rozwazar —nieco doktadniej-
szych oznaczen formalnych.
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Dany jest zbidr A o elementach a;,..., a;. Zakladamy, Ze elementy zbio-
ru A mozna poréwnywaé pod wzgledem W.

Rozwazamy relacje > taka, ze a; = a; oznacza, iz element a, jest pod
wzgledem W oceniany nie nizej (co najmniej tak jak) element a;. Relacja
> jest relacja zwrotna: dla kazdego elementu a; ze zbioru A : a; 4. a;.

Przy spelnieniu dwéch warunkéw:

1) dla kazdej pary element6w a;, a; ze zbioru A: a; 4 a;lub a; - a;,

2) jeSlia; » ajoraza; s ag toa; = a
relacje . nazywa sie uporzadkowaniem w zbiorze A.

Warunek pierwszy méwi, ze relacja &= jest sp6jna w zbiorze A. Zape-
wnia to poréwnywalnosé kazdych dwéch elementéw tego zbioru.

- Warunek drugi glosi, ze relacja & jest przechodnia w zbiorze A. Gwa-
rantuje to zgodnos§é poréwnan jego elementow.

Definiuje sie dwie relacje:

a) > taka, zea, » ajoznacza, iz a; » a;oraz nieprawda, ze a; > a,

b) ~ taka, ze a; ~ ajoznacza, iz a; » a; 0raz a; y= a;.

Relacje - bedziemy nazywacé relacja wyprzedzania.

Relacje ~ nazwiemy relacja nieodréznialnosci.

Zbiér A z okredlong na nim relacja uporzadowania badz z okres§lony-
mi na nim relacjami wyprzedzania i nieodréznialnosci nazywamy zbio-
rem uporzadkowanym?.

Mamy pewien zbiér zawoddéw. By moéwié, ze jest on uporzadkowany
pod wzgledem prestizu, trzeba najpierw zgodzié sie na to, ze relacja pre-
stizu zachodzi miedzy kazdym zawodem z tego zbioru a nim samym, a
wiec ze moze on by¢ sam ze soba pod tym wzgledem poréwnywany. Na-
stepnie trzeba przyjaé, ze zachodzi ona miedzy dowolnymi dwoma réz-
nymi zawodami, czyli ze kazde dwa rézne zawody sa poréwnywalne pod
wzgledem prestizu oraz ze miedzy dowolnymi trzema réznymi zawoda-
mi zachodzi ona w spos6b zgodny, a zatem ze moga by¢ one poréwnywa-
ne tak, by zgodno$§¢ poréwnan zostala zachowana. Tym samym relacje
uporzadkowania pod wzgledem prestizu w zbiorze zawod6éw interpretu-
je sie jako zwrotng, spdjna i przechodnia.

POMIAR PORZADKOWY W OGOLE I POMIAR PORZADKOWY ZAWODOW
POD WZGLEDEM PRESTIZU

Wprowadzimy pojecie pomiaru porzgdkowego, by nastepnie przyjaé
je do objasnienia pojecia pomiaru porzadkowego zawodéw pod wzgle-
dem prestizu.

2 M. Nowakowska, Psychologia iloSciowa z elementami naukometrii, Warszawa
1975, s. 198-200. W istocie rozpatrujemy tu relacje stabego uporzadkowania oraz zbiory
slabo uporzadkowane.
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Dany jest zbidér A z okreSlong na nim relacja uporzadkowania » . Do-
wodzi sie, ze istnieje funkcja liczbowa £, okre§lona na A, taka, ze f(a;) =
f(a;) zawszei tylko, jesli a; » a;. Stwierdza sie tym samym, ze funkcja fre-
alizuje homomorfizm, odwzorowujacy zbiér A uporzadkowany przezre-
lacje > w zbiér liczb rzeczywistych uporzadkowany przez relacje =, czy-
li przez relacje niemniejszosci. Funkcje f nazywa sig skala. Je$li g jest ja-
kakolwiek o podanych wilasnosciach funkcja okreslona na A, to istnieje
taka funkcja monotoniczna F, ze dla kazdego a ze zbioru A zachodzi g(a)
= F(f(a)). Funkcja F nazywa sie¢ dopuszczalna transformacja skali. Wia-
snosci funkcji F wskazuja na to, jak mozna przeksztalcaé¢ funkcje £, aby
nowo powstata funkcja byla w dalszym ciggu skala. Funkcja F majaca
wskazane wlasnoéci orzeka, iz f jest skala porzadkowa. Pomiar na jej
podstawie nazywany jest zatem pomiarem porzadkowym.

Jak wiemy, za pomoca relacji » okreslonej w zbiorze A mozna zdefi-
niowa¢ relacje wyprzedzania > oraz relacje nieodréznialnosci ~ w tym
zbiorze. Odpowiednio do tego, za pomoca relacji = okreslonej w zbiorze
liczb rzeczywistych mozna zdefiniowa¢ dwie relacje:

a) > taka, ze f(a;) > f(a)) oznacza, iz f(a;) = f(a;) oraz nieprawda, ze
f(a;) = f(ay),

b) = taka, ze f(a;) = {(a;) oznacza, iz f(a;) = {(a;) oraz f(a;) = {(a)).

Relacja > to relacja wiekszosci.

Relacja = to relacja réwnosci®.

Mamy pewien zbiér zawoddéw. Przyjmujac, iz jest on uporzadkowany
pod wzgledem prestizu zakladamy, iz wéréd kazdych dwéch zawodéw z
tego zbioru jeden jest oceniany nie nizej pod wzgledem prestizu od dru-
giego, ponadto za$ ze pod tym wzgledem ktérys z nich oceniany jest wy-
zej albo ze oba s3 oceniane tak samo.

Problem pomiaru polega tu na skonstruowaniu funkcji liczbowe;j
f, ktéra bylaby skala porzadkowa. Przyporzadkowanie zawodom liczb
moze byé przy tym takie,ze jesli w parze zawodéw pierwszy jest oceniany
nie nizej od drugiego, to liczba przyporzadkowana pierwszemu zawodo-
wi jest nie mniejsza od liczby, jaka jest przypisana drugiemu z nich, po-
nadto za$ jesli pierwszy z zawoddéw oceniany jest wyzej niz drugi pod
wzgledem prestizu, to liczba przyporzadkowana piewszemu zawodowi
jest wieksza od liczby przyporzadkowanej drugiemu zawodowi, nato-
miast je§li zawody sa oceniane jako réwne pod wzgledem prestizu, to li-
czby im przyporzadkowane tez sa rowne.

3 C.H. Coombs, R. M. Dawes, A. Tversky, Wprowadzenie do psychologii
matematycznej, Warszawa 1977, rozdz. 2; M. Nowakowska, op. cit,, s. 198-200, 204-
-206; T. Pawlowski, Pojecia i metody wspdiczesnej humanistyki, Wroctaw 1977,
s.76-88,109-116; J. Pfanzagl, Theory of Measurement, Wirzburg 1971, rozdz. 1.
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Aby wyrazié¢ relacje prestizu zachodzace miedzy zawodami mozna
dobraé rézne funkcje liczbowe. Wszystkie one musza sie jednak odzna-
cza¢ tym, ze naleza do klasy funkcji liczbowych dopuszczalnych na
gruncie pomiaru porzadkowego. O wszystkich tych funkcjach liczbo-
wych wiadomo, ze moga wyrazaé jedynie uporzadkowanie zawodéw pod
wzgledem prestizu, nie pozwalaja méwié¢ natomiast, o ile badz ile razy
prestiz jednego zawodu jest wiekszy od prestizu jakiego$ innego zawodu.

REZULTATY PORZADKOWANIA I POROWNYWANIA PARAMI
A ZAGADNIENIE PRZECHODNIOSCI

W rozwazaniach naszych przyjmuje sie, iz porzadkowanie oraz po-
réwnywanie parami sg procedurami, ktére prowadzié¢ maja do okresle-
nia w pewnym zbiorze uporzgdkowania pod jakims$ wzgledem.

Jak wiemy, jednym z warunkéw tego, by w zbiorze A okre$lone bylo
uporzadkowanie pod wzgledem W, jest przechodnio$¢ relacji » . Jest to
warunek definicyjny: gdyby relacji tej nie przystugiwata wlasno$é prze-
chodniosci, nie bytaby ona uporzadkowaniem.

Warunek ten rozpatrzmy na przyktadzie. Niech a;, a;, a, beda trzema
zawodami. Jesli pierwszy z tych zawodéw jest pod wzgledem prestizu
oceniany nie nizej niz drugi zawdd, za$ drugi zawod jest pod tym wzgle-
dem oceniany nie nizej niz trzeci z zawodéw, to — by speiniony byt waru-
nek przechodnio$ci — pierwszy zawdd musi by¢ oceniany nie nizej niz
trzeci.

Warunek ten powinien by¢ taze akcpetowany przez respondenta. Je-
§li, powiedzmy, zawodowi lekarza przypisuje on prestiz nie nizszy niz
zawodowi inzyniera, za$§ zaw6d inzyniera ocenia pod wzgledem prestizu
jako stojacy nie nizej niz zawdéd nauczyciela, to oczekujemy od niego, iz
zaw6d lekarza oceni pod tym wzgledem nie nizej niz zawéd nauczyciela.

Wtasno$¢ przechodnio$ci przystuguje tez relacjom > oraz ~, co for-
mutuje sie nastepujaco®:

a) jeslia; > ajoraza; > ay, toa; > ay, cooznacza, iz jesli a; wyprzedza
a;, za$ a; wyprzedza ay, to a; wyprzedza a; pod danym wzgledem,

b) jesli a; ~ ajoraz a; ~ ay, to a; ~ a, co méwi nam, zZe jesli a; jest nie-
odro6znialne od a;, za$ a; jest nieodréznialne od ay, to a; jest nieodréznial-
ne od a, pod danym wzgledem,

c) jeSlia; > ajoraza;~ ay, toa; > ay, co wskazuje na to, ze jesli a; wy-
przedza aj, natomiast a; jest nieodréznialne od ay, to a; wyprzedza a, pod
danym wzgledem.

4+ H. Raiffa, Decision Analysis. Introductory Lectures on Choices under Uncertain-
ty, Reading, Mass. 1968, rozdz. 4.8.
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Odwotujemy sig¢ ponownie do przykladu, przyjmujac, iz a;, a;, ay sa
trzema zawodami, za$ wzgledem, pod jakim sa oceniane, jest ich spolecz-
ny prestiz.

Jesli pierwszy z tych zawodéw (lekarz) jest oceniany wyzej niz drugi
(inzynier), a drugi uzyskuje ocene wyzszgq niz trzeci (nauczyciel), to pod
wzgledem prestizu zawdd pierwszy (lekarz) stoi wyzej niz zawéd trzeci
(nauczyciel).

Jesli pierwszy zaw6d (lekarz) jest tak samo oceniany jak drugi zawéd
(inzynier), ten za$ tak samo jak trzeci zawéd (nauczyciel), to pierwszy i
trzeci zawéd (lekarz i nauczyciel) majq réwne oceny prestizu.

Jesli pierwszy zawéd (lekarz) jest oceniany wyzej niz drugi (inzynier),
natomiast drugi jest oceniany na réwni z zawodem trzecim (nauczyciel),
to pierwszy z tych zawodéw (lekarz) ma prestiz wyzszy niz trzeci zawéd
(nauczyciel).

Warunek ten powinien uzyskaé ré6wniez akceptacje respondenta. Od
wydawanych przez niego ocen prestizu oczekiwaliby$Smy zachowania
przechodniosci.

Oczekiwanie, iz respondent bedzie akceptowal warunek przechod-
nio$ci, nie zawsze bywa spelniane. Zdarza sie, iz respondenci nie akcep-
tuja dezyderatu przechodniosci: odstepuja od niego majac dokonaé po-
rzadkowania (przez co tamig zalozenia procedury, niweczac mozliwos¢
okreslenia wprost uporzadkowania w zbiorze) i odchodza od niego, gdy
stoi przed nimi zadanie por6wnywania parami (na skutek czego proce-
dura staje sie niejednoznaczna: prowadzi w pewnych przypadkach
wprost do okreslenia uporzadkowania w zbiorze, w innych za$ uporzad-
kowania w zbiorze nie okres$la).

Wobec pojawiania sie ocen nieprzechodnich zajaé mozna dwa od-
mienne stanowiska, ujawnié dwa odmienne podejécia. Podejscia te zwie-
zle scharakteryzujemy, odwolujac sie do istniejacych na ten temat roz-
wazan®,

Pierwsze podejécie, normatywne, charakteryzuje wymog usuniecia
nieprzechodnio$ci z ocen wydawanych przez respondenta. Wymoég ten
teoretycznie uzasadnia sie, traktujac zachowanie przechodno$ci ocen

5 C.H. Coombs, R. M. Dawes, A. Tversky, op. cit,, s. 33-34, 43-45, 214-235;
P. C. Fishburn, Decision and Value Theory, New York 1964, rozdz. 4; wyd. ros.: P. K.
Fiszbern, Izmierienije otnositelnych cennostiej, [w:] Statisticzeskoje izmierienije kacze-
stwiennych charakteristik, J. M. Czetyrkin, (red.), Moskwa 1972, s. 43; A. Granberg,
Problemy przechodnio$ci indywiHualnych i grupowych preferencji przy konstruowaniu
funkcji celu, [w:] Metody ilo$ciowe w socjologit, W. Szubkin, (red.), Warszawa 1968, s. 98-
-100; J. Korwin-Mikke, Teoria decyzji przy podejmowaniu decyzji wieloaspekto-
wych, [w:] Metody matematyczne w socjologii. Zagadnienia wybrane, K. Szaniawski,
(red.), Wroclaw 1971, s. 82-83; J. Kozielecki, Problema gruppowogo wybora, Moskwa
1974,s.46-57, M. Nowakowska,op.cit,s.221-223; H. Raiffa,op.cit, A. Tversky,
Intransitivity of Preferences, ,Psychological Review”, 1969, 76.
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jako rownoznaczne z utrzymaniem racjonalno$ci ,,mechanizméw oce-
niania”. Zaklada sie istnienie jednej tylko racjonalnosci, tej wlasnie,
ktéra polega na przestrzeganiu warunku przechodniosci (tak mocno
okres$lonego). Nieprzestrzeganie tego warunku, to wobec tego nieracjo-
nalno$é: brak logiki w ocenianiu, formulowanie ocen nierozsadnych,
sprzecznych, niezgodnych itd. Przy podej$ciu tym przyjmuje si¢ wiec, ze
»~mechanizmy oceniania” oparte by¢é moga na jednej tylko racjonalnej
strategii. Nastepnie za§ wprowadza sie dyrektywe: jesli respondent ope-
ruje strategia, przejawiajaca sie nieprzechodnio$cia ocen, to ,,mechaniz-
my oceniania” nalezy skorygowaé — zdefiniowaé respondentowi waru-
nek przechodnio$ci, zwrocié mu uwage, iz warunku tego nie przestrzega
i ponowié¢ prosbe o wydawanie ocen (powtérzyé porzadkowanie lub po-
réwnywanie parami). Korekta ta nie wymaga poznania powodéw, dla
ktérych respondent formutowatl oceny nieprzechodnie. Konfrontacja de-
zyderatu przechodno$ci ocen z rzeczywistymi procesami oceniania spro-
wadza sie tu do prostego ustalenia, czy dezyderat ten jest, czy tez nie jest
spelniany. Respektowanie przez respondenta w ponownym ocenianiu
warunku przechodnios$ci pozwala okresli¢ uporzadkowanie elementéw
zbioru A pod wzgledem W, a dalej —zastosowa¢é prosta metode pomiaru.
Drugiego podejscia, opisowego, nie charakteryzuje wymog usuniecia
nieprzechodnios$ci z ocen uzyskiwanych od respondenta. Rezygnacje z
tego wymogu teoretycznie uzasadnia sie twierdzac, iz zachowanie prze-
chodnio$ci ocen nie jest rdwnoznaczne z utrzymaniem racjonalnosci
,mechanizméw oceniania”. Twierdzi sie, Ze nie istnieje jedna tylko rac-
jonalnos$é, sprowadzajaca sie do przestrzegania warunku przechodnio$-
ci (ten zreszta moze by¢ okreslony stabiej). Ktos$ nieprzestrzegajacy tego
warunku moze jednak posiadaé swoista, r6zng od tamtej, racjonalnosé:
odrebna logike w ocenianiu, formulowanie ocen na swdj sposdb rozsad-
nych, niesprzecznych, zgodnych itd. Przy podejsciu tym zaklada sie za-
tem, iz ,,mechanizmy oceniania” moga by¢ oparte na réznych racjonal-
nych strategiach. Wyplywa z tego dyrektywa: jesli respondent operuje
strategia objawiajaca sie nieprzechodnioscia ocen, to ,mechanizméw
oceniania” nie trzeba korygowaé —nie trzeba prezentowa¢ respondento-
wi warunku przechodnio$ci, mozna darowa¢ sobie zwracanie mu uwagi,
iz warunku tego nie przestrzega i nie ponawiaé prosby o wydawanie ocen
(nie powtarzaé porzadkowania lub poréwnywania parami). Nie czyniac
takiej korekty mozna jednak zagtebié¢ sie w powody, dla ktérych respon-
dent dawal oceny nieprzechodnie. Konfrontacja dezyderatu przechod-
niosci ocen z faktycznymi procesami oceniania ujawnié¢ moze nie tylko
to, czy dezyderat ten jest spelniany, aleito, dlaczego bywa on niespeinia-
ny. Moze sie okazad, iz nieprzechodnioéé ocen, zwlaszcza nieprzechod-
nio$¢ relacji nieodréznialnosci, wigze sie z tym, zZe oceniajac elementy
zbioru A pod wzgledem W, respondent w réznych fazach oceniania sto-
suje ktérys z wzgledow W,..., W, §cisle miedzy soba zwiazanych, stano-
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wigcych pewne ,wymiary” wzgledu W (takim wielowymiarowym
wzgledem jest zapewne, np. prestiz spoteczny). Mozemy doj$é do tego, iz
nieprzechodnio$§¢ ocen pojawia sie woéwczas, gdy sytuacja oceniana jest
dla respondenta obojetna, gdy wybér —nie angazujac jego osobistych za-
interesowan — nie sklania do uécislenia zajmowanego stanowiska. Ale
moze tez wyjs$é na jaw, iz respondent po prostu postepuje niekonsekwen-
tnie, nie stosuje zadnej uchwytnej strategii oceniania, popelnia pomytki
iniedopatrzenia. Nierespektowanie przez respondenta w ocenianiu wa-
runku przechodnio$ci nie pozwala co prawda okreslié wprost uporzad-
kowania elementéw zbioru A pod wzgledem W, lecz — przez zastosowa-
nie zlozonej metody pomiaru — uzyskujemy mozliwo§é okre§lenia w
zbiorze A uporzadkowania elementéw pod wzgledem W*, bedacym pew-
nym korelatem W.

Obie metody pomiaru - prosta i ztozong — przedstawimy w dalszym
ciggu tych rozwazan.

PROSTA METODA POMIARU PORZADKOWEGO

1. REZULTATY PORZADKOWANIA I METODA ICH POMIARU
PRZYPISYWANIE RANG W PORZADKOWANIU ZAWODOW POD WZGLEDEM PRESTIZU

Powiemy najpierw, co uwaza sie za rezultaty porzadkowania w obu
jego zasadniczych wariantach. Okreslimy dla kazdego z tych wariantéw
rezultaty porzadkowania w badaniu prestizu zawodéw. Rozpatrzymy
nastepnie przypisywanie rang jako pewna prosta metode porzadkowego
pomiaru rezultatéw porzadkowania.

Jako rezultaty porzadkowania w pierwszym wariancie uzyskuje sie
ciagg t elementéw zbioru A, miedzy ktérymi w okreslony sposéb zachodzi
relacja uporzadkcocwania:

A1 Az - = &4

W ciggu tym elementy zbioru A ponumerowano tak, Ze numer pierw-
szy otrzymal element, ktéry jest oceniany nie nizej niz wszystkie pozo-
stale elementy zbioru, element o numerze drugim jest oceniany nie nize]
niz wszystkie elementy z wyjatkiem pierwszego, itd. Numeracja ta zale-
zna jest zatem od zachodzenia miedzy elementami relacji uporzadkowa-
nia. Wszystkie elementy zbioru A moga by¢ ponadto ponumerowane
wstepnie (numeracja zwiazana jest wtedy jedynie z identyfikujacym oz-
naczeniem elementéw zbioru A).

W przypadku badania prestizu zawod6éw elementami ciggu sg posz-
czegdlne zawody ze zbioru poddanego porzadkowaniu. Ciag ten okresla
uporzadkowanie zawodéw pod wzgledem prestizu. Dowiadujemy sig, Ze
o zawodzie oznaczonym numerem pierwszym respondent powiedziatl, iz
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ma on prestiz nie nizszy niz kazdy inny zawéd z przedstawionego mu
zbioru, zawéd opatrzony numerem drugim wskazal jako ten, ktéry ma
nie nizszy prestiz niz wszystkie zawody z wyjatkiem pierwszego itd.

Jako rezultat porzadkowania w drugim wariancie otrzymuje sig ciag
t elementéw zbioru A, miedzy ktérymi w okre§lony sposéb zachodza re-
lacje wyprzedzania lub nieodréznialnosci, np.:

Q> > a3~ag~as> ...> a5~

W ciggu tym elementy zbioru A zostaly ponumerowane tak, ze numer
pierwszy otrzymat element, ktéry wyprzedza kazdy inny element zbioru,
numer drugi — element, ktéry wyprzedza wszystkie elementy z wyjat-
kiem pierwszego, kolejne trzy elementy sa nieodréznialne pod danym
wzgledem, podobnie jak dwa elementy opatrzone ostatnimi numerami.
Numeracja ta zalezna jest wiec od zachodzenia migedzy elementami rela-
cji wyprzedzania lub nieodréznialno$ci. Wszystkie elementy zbioru A
moga by¢ précz tego ponumerowane wstepnie (numeracja ma wtedy
zwiazek wylacznie z identyfikujacym oznaczeniem elementéw zbioru A).

W przypadku badania prestizu zawod6éw elementy ciagu, to zawody
ze zbioru objetego porzadkowaniem. Ciag ten ustalalby uporzadkowa-
nie zawodow pod wzgledem prestizu. Uzyskujemy informacje, Ze zawéd
oznaczony numerem pierwszym wskazany zostal przez respondenta jako
zaw6d o prestizu wyzszym niz prestiz jakiegokolwiek innego zawodu z
przediozonego mu zbioru, zawéd z numerem drugim ma jego zdaniem
prestiz wyzszy niz wszystkie zawody z wyjatkiem pierwszego, trzem na-
stepnym zawodom respondent przypisal réwny prestiz, tak samo jak za-
wodom oznaczonym dwoma ostatnimi numerami.

Pomiaru rezultatéw porzadkowania dokonuje sie przez przyporzad-
kowanie ciaggowi elementéw pewnego ciggu liczb. Ma to by¢ przy tym
taki cigg liczb, bySmy o pomiarze mogli méwié, iz ma charakter porzad-
kowy.

Przy pierwszym wariancie porzadkowania elementom ciagu:

2 > 2% .- > > At
mozna przyporzadkowaé liczby z ciagu:
f(a,) = f(ay) = ... = {(a,,) = f(a,)
Oznaczmy f(a;) przez r;. Wéwczas ciag liczbowy zapiszemy:
N2y 2. 2T, 21}
Przy drugim wariancie porzadkowania elementom ciggu, np.:
A > Ay > a3~ A~ aA5> o> A T Sy
mozna przyporzadkowaé liczby z ciagu:
f(a;) > f(ay) > f(a3) = f(ay) = f(a5) > ... > f(ar.) = f(ay)
Oznaczmy f(a;) przez r;. Ciag liczbowy zapisujemy wobec tego:
I > >I3 =T, =I5> ... > =TI

W praktyce reprezentacja dla ciagu elementéw bywa ciag liczb wy-
miernych. Liczby przypisywane kolejnym elementom nazywa si¢ ich
rangami.
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Jesli stosowany jest pierwszy wariant porzadkowania, to rangami
elementéw czyni sie dodatnie liczby calkowite, utozone w kolejnosci od-
wrotnej do kolejnosci, w jakiej ponumerowane sg elementy w ciggu:

rr=tr,=t1,..,r,=2,r,=1

Zauwazmy, iz elementowi, ktéry oceniany jest nie nizej niz wszystkie
inne elementy zbioru, a wiec elementowi ocenianemu najwyzej, przypi-
sana jest tu ranga pierwsza, lecz o wartosci liczbowej najwyzszej (przy
oznaczeniu elementéw ciggu za pomoca rosngcych numeréw 1 ... t).

Ciagowi elementéw moze by¢ jednak przyporzadkowany réwniez od-
wrotny ciag liczbowy:

f(a;) s f(ag) < ... < f(ay.y) < f(ay)
czyli

NSNS STt STy
Wtedy rangami moga byé¢ dodatnie liczby calkowite ulozone odwrotnie
(range elementu czyni sie réwna numerowi tego elementu w ciggu):
rn=1r,=2,..,r,=t1r=t

Elementowi ocenianemu najwyzej przypisywatoby sie w tym przypadku
range pierwszg, lecz o warto$ci liczbowej najnizszej.

Jesli stosowany jest drugi wariant porzadkowania, to elementom
przypisuje sie rangi podobnie, z ta jednak réznica, ze elementom nieod-
réznialnym przyznaje sie jedna range (tzw. ranga !aczna lub wigzana).
Rangami sa tu dodatnie liczby calkowite lub ulamkowe:

(t-2)+ (t-3)+(t—-4) 2+1
ri=tr=t-lr=r,=r;= 3 pen T STy = "5 = 1,5

Zwr6émy uwage na to, ze elementowi ocenianemu nie nizej niz wszystkie
pozostate elementy zbioru, a wiec ocenianemu najwyzej, przypisaliSmy
tutaj range pierwsza, lecz o wartosci liczbowej najwyzszej (przy ozna-
czeniu elementéw ciggu za pomoca rosnacych numeréw 1... t).

Tu takze ciggowi elementéw mozna jednak przyporzadkowaé¢ odwro-
tny ciag liczbowy:

f(a;) < f(a,) < f(a3) = f(ay) = i(as) < ... <f(ay.,) = i(ay)
czyli
< <I3=ry=r;<..<Iy; =T,

Woéwczas rangami beda dodatnie liczby catkowite lub ulamkowe usta-
wione na odwr6t (ranga element6w nieodréznialnych réwna jest Sredniej
arytmetycznej numeréw tych elementéw w ciggu):

3+4+5 t-1)+t
r, = 1,r2=2,r3=r4=r5=—3—=4,...,rt_1=rt=—-2——

Elementowi ocenianemu najwyzej przyznano tym razemrange pierwszg,
ale o warto$ci liczbowej najnizszej.
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Wspomnijmy na koniec, iz rangi moze przypisywaé respondent w

trakcie porzadkowania badZ tez moga byé one przypisywane niezalez-
: A6
nie®.

2. REZULTATY POROWNYWANIA PARAMI I METODA ICH POMIARU
PRZYPISYWANIE RANG W POROWNYWANIU PARAMI ZAWODOW POD WZGLEDEM PRESTIZU

Pokazemy, co traktuje sie jako rezultaty poréwnywania parami w
obu jego zasadniczych wariantach. Okre§limy dla kazdego z tych wa-
riantéw rezultaty poré6wnywania parami w badaniu prestizu zawodow.
Zaznajomimy sie z kolei z przypisywaniem rang jako pewna prosta me-
toda porzadkowego pomiaru rezultatéw poréwnywania parami.

Rezultatem poréwnywania parami w pierwszym wariancie jest zbiér
t? par elementéw zbioru A, miedzy ktérymi w okreslony sposéb zachodzi
relacja uporzadkowania:

a; > a
Wszystkie elementy zbioru A moga byé¢ wstepnie ponumerowane. W
przypadku, gdy poréwnania elementéw w parach okazuja sie przechod-
nie, od zbioru par mozna przej$é¢ do ciggu t elementéw zbioru A, miedzy
ktérymi w okreslony sposéb zachodzi realacja uporzadkowania:

A > dg > 0> A1 Gt
Numeracja elementéw ciagu a,,...,a; okre$lona jest tutaj przez relacje
uporzadkowania, podczas gdy numeracja wstepna od zachodzenia tej
relacji jest niezalezna. Druga z tych numeracji czyniona jest zwykle w
tym celu, by sporzadzajac rejestr par elementéw zbioru A nie pominaé
jakiej$ pary, by wiec poré6wnywaé¢ miedzy sobg wszystkie elementy zbio-
ru A.

Jesli badamy prestiz zawodéw, to elementami kazdej pary sa posz-
czegblne zawody ze zbioru objetego poréwnywaniem parami. Kazda
para okresla uporzadkowanie dwéch zawodéw pod wzgledem prestizu.
Z jej analizy wiemy, iz jeden z zawoddw w parze jest oceniany pod tym
wzgledem nie nizej niz drugi zawdéd (przy tym kazdy zawdd jest oceniany
nie nizej od siebie samego).

Rezultatem poré6wnywania parami w drugim wariancie jest zbior t?
par elementéw zbioru A, miedzy ktérymi w okre§lony sposéb zachodza
relacje wyprzedzania lub nieodréznialnosci:

1)a;» g
2) a; ~ a]'

6 R. T. Eckenrode, Weighting Multiple Criteria, ,Management Science”, 1965,
12,3; wyd.ros.: R. T. Eckenrode, Wzwieszennyje mnogomiernyje kritierii, [w:] Statisti-
czieskoje izmiernienije..., s. 140 ; P. C. Fishburn, op. cit,, 5. 41-43; W. Gutjahr, Die
Messung psychischer Eigenschaften, Berlin 1971,s. 70; E. P. Rajchman, G. G. Az-
galdow, Ekspertnyje metody w ocenkie kaczestwa towarow, Moskwa 1974, s. 97-98.
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Wszystkie elementy zbioru A moga uzyskaé¢ wstepna numeracje. Jesli
poréwnania elementéw w parach sa przechodnie, od zbioru par przejs¢
mozna do ciggu t elementéw zbioru A, miedzy ktérymi w okreslony spo-
s6b zachodza relacje wyprzedzania lub nieodréznialnos$ci, np.:
a; > Ay A3 A3~ a5 > - = A Ty

Numeracja elementéw ciagu a,,...,a, ustalona jest na podstawie relacji
wyprzedzania i nieodréznialnoSci, a numeracja wstepna jest oczywiscie
od zachodzenia tych relacji niezalezna. Turé6wniez tg ostatnig numeracje
wprowadza sie po to, by ustalajac rejestr par elementéw zbioru A nie po-
mina¢ ktorej$ z par, by zatem zapewnié poréwnanie kazdego elementu z
kazdym w zbiorze A.

Jesli badamy prestiz zawodéw, to elementami kazdej pary sa posz-
czegblne zawody ze zbioru objetego poréwnywaniem parami. Kazda
para okre$la wyprzedzanie lub nieodréznialnosé dwéch zawodéw pod
wzgledem prestizu. Na podstawie jej analizy ustalamy, iz jeden z zawo-
déw w parze wyprzedza drugi zawdéd pod wzgledem prestizu lub ze oba
zawody sa pod tym wzgledem miedzy soba nieodréznialne (przy tym
kazdy zawdd jest nieodréznialny od siebie samego).

Pomiar rezultatéw poréwnywania parami nastepuje przez przypo-
rzadkowanie kazdej parze elementéw pewnej pary liczb. Dobiera si¢ tu
liczby w ten sposéb, by pomiar mial charakter porzadkowy.

Przy pierwszym wariancie poréwnywania parami elementom dowol-
nej pary a; > a; mozna przyporzadkowac pare liczb fi(a;) = fj(aj), co przy
oznaczeniu fj(a;) przez r;; oraz fi(a;) przez r; daje ry; = rj;.

Przy drugim wariancie poré6wnywania parami elementom dowolnej
pary o postaci a; > a; przyporzadkowuje si¢ parg liczb fj(a;) > fj(a)), czyli
r; > r;;, za$ elementom dowolnej pary o postaci a; ~ a; parg liczb fj(a;) =
fi(a)), czylir; = ;.

W praktyce reprezentacja dla pary elementéw czyni sie¢ pare liczb
wymiernych. Liczby te nazywa sie rangami w parach.

W przypadku, gdy uzyty jest pierwszy wariant poréwnywania para-
mi rangi dla kazdej pary elementéw przypisywane bywaja na przyktad
tak:

jeslia; » ajtory=1,r; =0
Jesli porzadkowanie elementéw w parach przebiega z zachowaniem
przechodnios$ci, to poréwnywanie parami moze doprowadzi¢ do upo-
rzadkowania catego zbioru A. W konsekwencji uzyskaé¢ mozna ciggt ele-
mentéw zbioru A:

ary Ay > 8> 4y
ktérym w znany juz spos6b przyporzadkowuje sig rangi w zbiorze (rangi
ogblnery,...,ry).

W przypadku, gdy uzyto drugiego wariantu poréwnywania parami
rangidla kazdej pary elementéw przypisywane bywaja, np. nastepujaco:
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a) jeslia; > aj, tory=2,r; =0
b) jeSlia; ~aj, tory=r;=1
Jesli porzadkowanie elementéw w parach przebiega w ten sposéb, ze za-
chowana jest przechodnio$é¢, to z poréwnywania parami mozna uzyskaé
uporzadkowanie catego zbioru A. W rezultacie otrzymuje sie cigg t ele-
mentéw zbioru A, np.:
> Az> A3~ A3~ d5 > o> A Ay

ktérym w ustalony spos6b przypisze si¢ rangi w zbiorze (rangi ogélne
ry,...,Iy).

Dodajmy, iz przypisywanie rang w parach moze by¢ dokonywane
przez respondenta, ale tez moze by¢ czynione niezaleznie’.

Rangi w parach, przy poréwnywaniu miedzy soba wszystkich ele-
mentéw zbioru A, mozna przedstawié w postaci tablicy o t wierszachit
kolumnach, oznaczonych zgodnie z wstepna numeracja elementéw zbio-
ru A. W tablicy tej na przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny zapi-
sany jest wynik poréwnania elementu a; w parze z elementem a; (tzn. wy-
nik poréwnania, w ktérym element a; jest wyrézniony jako pierwszy, zas
element a; wystepuje w drugiej kolejnosci), natomiast na przecigciu j-
tego wiersza oraz i-tej kolumny zanotowany jest wynik poréwnania ele-
mentu a; w parze z elementem a; (tzn. wynik poréwnania, przy ktérym
element a; wystepowat jako pierwszy, zas element a jako drugi).

W przypadku, gdy stosowany jest pierwszy wariant poré6wnywania
parami tablice taka konstruujemy w nastepujacy sposéb:

a; a; .. A a
a, |0 0 1
a, 1 0 0 0
0
a1 | 0 1 0
a, 1 0

W niektérych polach tablicy wpisano przykiadowo rangi w parach. W
polach na przekatne]j zapisano range ry; = 0.

W przypadku, gdy uzywany jest drugi wariant poré6wnywania para-
mi tablice tego rodzaju budujemy tak oto:

a, a; .. a., a
a, |1 2 1 0
a, | 0 1 2 0
1
acq | 1 0 1
a, 2 2 1

7 R.T. Eckenrode,op. cit,s.141; P. C. Fishburn, op. cit,, s. 41-43; W. Gut-
jahr, op.cit.,s.71-72; E. P. Rajchman, G. G. Azgaldow,op. cit, s. 100-104.
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Niektére pola tablicy zapelniono przyktadowymi rangami w parach. W
polach na przekatnej umieszczono range r; = 1.

Tablice, ktére zawieraja rangi w parach uzyskane z pomiaru wyni-
kéw poré6wnywania parami, nazywa si¢ macierzami rang. W przyklado-
wych macierzach wpisywali§my rangi zgodnie z przyjetymi wczesniej
zasadami reprezentowania okre§lonych relacji przez liczby. Na mocy
tych zasad w macierzy opartej na pierwszym wariancie pordéwnywania
paramir;; + ry; = 1 (i #j), za$§ w macierzy dla drugiego wariantu poréwny-
wania parami r;; + 1y = 2 (i # j)8.

W postaci macierzy rang przedstawia sie tez niekiedy rezultaty po-
rzadkowania. Dotyczy to w szczegélnoéci przypadkéw, w ktérych niere-
spektowanie przez respondenta warunku przechodnio$ci uniemozliwia
stosowanie prostej metody pomiaru porzadkowego. Dzieki macierzowe-
mu ujeciu wynikéw porzadkowania mozliwe staje sie uzycie pewnych
bardziej zaawansowanych sposobdw i podejs¢.

ZLOZONA METODA POMIARU PORZADKOWEGO

Dana jest macierzrang Mo wymiaracht x t, w ktérej zapisano ran-
gl w parach dla rezultatéw porzadkowania lub poré6wnywania para-
mi.

Macierz rang oparta na pierwszym wariancie porzadkowania (w
szczegdblno$ci przy niespelnionym warunku przechodnosci) lub poréw-
nywania parami (niezaleznie od tego, czy warunek przechodnosci jest,
czy tez nie jest spelniony) to macierz:

M = [ry],
gdzie

r, = { 1, j'eé’li'ai > a
] 0,jeslia; » a,
i#j;1,j=1,..,t¢,
przy czymry; = 0.

Macierz rang oparta na drugim wariancie porzadkowania (szczego6l-
nie w sytuacji, gdy niespelniony jest warunek przechodnio$ci) lub po-
réwnywania parami (bez wzgledu na speinienie tego warunku) to ma-
cierz:

M = [ry],

8 O pewnych innych interesujacych kwestiach zwigzanych z zapelnianiem tablic na
podstawie poréwnarn parami por. W. S. Torgerson, Theory and Methods of Scaling,
New York 1967,s.167, W. Gutjahr,op. cit,, s. 71-72; B. G. Mirkin, op. cit,, s. 169; F.
Sixtl, Messmethoden der Psychologie, Weinheim 1967, s. 155 i nast.
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gdzie

Iy = 1, ]eéll aj ~ a;
0, jesli a; > a,,

1% 41,5 = 1,0t

{ 2,jeslia; & a

przy czymr;; = 1.

Kazde trzy elementy, dla ktdérych spelniony jest warunek przechod-
niosci, nazywa sie tréjka przechodnia.

Dla tréjki przechodniej, w pierwszym wariancie porzagdkowania lub
poréwnywania parami, rangi w parach sa takie, ze:

jesliry = 1lorazry =1,tory = 1.

Dla tréjki przechodniej, w drugim wariancie porzadkowania lub po-
réwnywania parami, rangi w parach sa tego rodzaju, ze:

a) jeSliry = 2orazry = 2,tory = 2,

b) jeslir; = 1orazry = 1,tory = 1,

c) jeslir; =2orazry = 1,tory = 2.

Macierz rang jest macierza przechodnig, jesli dla dowolnych ryj, 1y, Ik
spelnione sa podane zalezno$ci.

Kazde trzy elementy dla ktérych warunek przechodnio$ci nie jest
spelniony, nazywa sie tréjka nieprzechodnia (cykliczna).

Dla tréjki nieprzechodniej rangi w parach sa takie, ze podane zalez-
nosci nie sa spelnione.

Macierz rang jest macierza nieprzechodnia, jesli istnieja takie ryj, ry,
Iy, ktére nie spelniaja owych zaleznosci.

Opiszemy dwie procedury okreslania na podstawie macierzy M upo-
rzadkowania elementéw w zbiorze A pod wzgledem W*. Wzglad W* jest
pewnym korelatem wzgledu W, branego pod uwage w porzadkowaniu
lub poréwnywaniu parami. Mozna go traktowa¢ jako odpowiednik W,
uzyskany w wyniku zlozonego pomiaru porzadkowego.

1. PROCEDURA «

W przypadku rezultatéw porzadkowania lub poréwnywania parami
w pierwszym wariancie rozpatruje sie liczbe elementéw, wobec ktérych
element a; w zbiorze A jest oceniany nie nizej pod wzgledem W.

W przypadku rezultatéw porzadkowania lub poréwnywania parami
w drugim wariancie rozwaza sie liczbe elementéw wyprzedzanych przez
a; lub nieodréznialnych od a; w zbiorze A pod wzgledem W.

Procedura ta opiera si¢ na obliczaniu sumy rang r;; dla i-tego elemen-
tu w zbiorze A na podstawie macierzy M. Sume te oznaczmy nastepuja-
co:

t
i jgl ij
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Wedle tej sumy okresla sie dla i-tego elementu jego rangg ogélna przy za-
fozeniu:

ry <1, jeslic; = ¢y,
przy czymr; = rj, jesli ¢; = ¢;.

Uporzadkowanie elementéw w zbiorze A okreséla si¢ tu, jak z tego wy-
nika, na podstawie sum rang, jakie uzyskuja one przy poréwnaniach z
innymi elementami zbioru A pod wzgledem W. Procedure te okresli¢ mo-
zna jako ,,metode sumy punktéw”, o ile przyjaé nomenklature turniejo-
wa. Jest to procedura, dzieki ktdrej w zbiorze A okresla sie uporzadko-
wanie nie bezposrednio pod wzgledem W, lecz pod wzgledem W*. W de-
finicji wzgledu W* bierze sie pod uwage wzglad W oraz zalozenie przed-
stawionej procedury pomiaru. Zdajac sobie sprawe z dokonywanego
uproszczenia, mozna jednak w dalszym ciagu méwié, iz uporzadkowanie
okresla sie pod wzgledem W, role zalozen procedury pomiaru przyjmujac
milczaco. Dzieki temu w toku analiz mozna méwié caly czas, np. o upo-
rzagdkowaniach pod wzgledem prestizu, jakkolwiek z formalnego pun-
ktu widzenia nie jest to do§é Sciste.

Rozpatrzymy zastosowanie procedury a w sytuacji, gdy macierz M
jest nieprzechodnia.

Przypadek 1. Na podstawie porzadkowania lub poréwnywania
parami w pierwszym wariancie uzyskuje sie dla pigecioelementowego
zbioru A rezultaty, ktérym odpowiada macierz rang:

a ay ag ay ag
a, 0 1 0 0 1 2
a, 0 0 1 1 0 2
My, = ag 1 0 0 1 0 2
ay 1 0 0 0 1 2
as 0 1 1 0 0 2

Aby przekonaé sie, Ze jest to macierz nieprzechodnia, wystarczy od-
nalez¢ jedna tréjke nieprzechodnia. Taka tréjka jest, np. uktad <a,, a,,
az>. Z macierzy mozemy odczytaé, iz element a; oceniony zostal nie nizej
niz element a,, za$ element a, oceniony zostal nie nizej niz element a3, lecz
przy tym element a; oceniony zostal nie nizej niz element a,. Mozna to za-
pisaé tak:

a; » a; = azorazaz ¥ a.

WyobraZzmy sobie, ze sytuacja ta odnosi sie do oceniania zawodéw
pod wzgledem prestizu. Respondent daje tu nastepujace oceny: zawéd
lekarza ocenia pod wzgledem prestizu nie nizej niz zawdéd inzyniera, ten
za$ nie nizej niz zawdéd nauczyciela, przy czym zawodowi nauczyciela
przypisuje prestiz nie nizszy od zawodu lekarza.
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Zastosujmy procedure o do danych z tej macierzy. Uzyskujemy wek-
tor sum rang c;, zapisany w postaci kolumnowej po prawej stronie macie-
rzy. Okazuje sie, ze w tym przypadkuc, =2,¢; =2,c3=2,¢, = 2,¢5= 2.
Wynika z tego, ze procedura a prowadzi tutaj do okres§lenia w zbiorze A
szczegdlnego typu uporzadkowania pod wzgledem W*. Jest to taki skraj-
ny przypadek uporzadkowania, w ktérym wszystkie elementy zbioru sa
miedzy soba nieodréznialne. Stosownie do tego ich rangi ogélne sa row-
ne:r; =TIy =Tr3 =TI, =T;.

Z takim samym skutkiem stosuje sie procedure a do nieprzechodniej
macierzy rang, odpowiadajacej rezultatom porzadkowania lub poréw-
nywania parami w drugim wariancie dla piecioelementowego zbioru A:

a, a a3 a a
a, 1 2 0 1 1 5
a, 0o 1 1 2 1 5
M,, = aj 2 1 1 0 1 5
a, 1 o0 2 1 1 5
as 1 1 1 1 1 5

W tym przypadku tréjka nieprzechodnia jest, np. uklad <a,, a,, az>,
poniewaz a; » a, ~ azoraza; > a;.
Mamy tuc; = 5,¢;=5,¢3=5,¢c4 =95,c5 = 5iwobectegor, =r;=r3=r,
= TIs.

Ogélnie stwierdzi¢ mozemy, iz w pewnych przypadkach procedura
daje w wynikuc¢, = ... = c;orazr;= ... = Iy.

Przypadek 2. Na podstawie porzadkowania lub poréwnywania
parami w pierwszym wariancie otrzymuje sie¢ dla piecioelementowego
zbioru A rezulataty, ktérym odpowiada macierz rang:

a ag ag ay a
a; 0 1 0 1 1 3
g 0 0 1 1 1 3
M21 = Qa3 1 0 0 0 0 1
a, o 0 1 0 o0 1
as 0 0 1 1 0 2

W celu ustalenia, iz jest to macierz nieprzechodnia odnajdziemy ja-
ka$ nieprzechodnia tréjke. Taka tréjka jest, np. uklad <aj, a;, a,>. Na
podstawie macierzy stwierdzamy, iz element a; jest oceniany nie nizej
niz element a,, a ten nie nizej niz element a,, natomiast element a, ocenio-
ny zostat nie nizej niz element a;. Zapiszemy to w nastepujacy sposéb:
azy a; % a,0raza, » a;.

Jesli przyjmiemy, iz sytuacja ta dotyczy oceniania zawodéw pod
wzgledem prestizu, to respondent moze dawa¢ takie oto oceny: zaw6d
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nauczyciela ocenia pod tym wzgledem nie nizej niz zawéd lekarza, ten
ostatni nie nizej niz zawo6d prawnika, z kolei jednak o zawodzie prawni-
ka stwierdza, iz ma on prestiz nie nizszy od zawodu nauczyciela.

Procedura a zastosowana do danych z tej macierzy daje wektor sum
rang ¢;, zapisany w postaci kolumnowej z prawej strony macierzy. Wi-
dzimy, ze ¢, = 3, ¢y, = 3, ¢3 = 1, ¢y = 1, c5 = 2, a zatem uporzadkowanie
okresSlone w zbiorze A pod wzgledem W* jest tego typu, ze pewne ele-
menty posiadaja wyzsze, a pewne inne nizsze rangi, ponadto za$ istnieja
elementy o rangach r6wnych. Odpowiednio bowiem ustala sier; =1,5,r,
=1,5,r3=4,5r,=4,51r; = 3.

Z podobnym skutkiem stosowana jest procedura o do nieprzechod-
niej macierzy rang, odpowiadajacej rezultatom porzadkowania lub po-
réwnywania parami w drugim wariancie dla piecioelementowego zbioru
A:

a; as ds ay a
a, 1 2 0 0 0 3
ay 0 1 2 2 2 7
M22 = ag 2 0 1 1 2 6
a, 2 0 1 1 0 4
a5 5 0o 0 2 1 5

Tréjka nieprzechodnia jest tu, np. uklad <aj, a5, a,>,skoroaz > ag >
ajoraza,~azg. Mamyc;, =3,¢c,=7,c3=6,c,=4,c; =5iwzwiazkuztym
ri=9,r=1r3=2,r,=4,r; = 3.

Mozemy ogélnie zauwazy¢, iz w pewnych przypadkach zastosowania
procedury o wystepuja ¢; # ¢; oraz r; # rj.

2. PROCEDURA B

W przypadku rezultatéw porzadkowania lub poréwnywania parami
W pierwszym wariancie bierze sie¢ pod uwage nie tylko liczbe elementéw,
wobec ktérych element a; w zbiorze A jest oceniany nie nizej pod wzgle-
dem W, lecz réwniez ,,wzgledna wazno$¢” tych elementéw, mierzona li-
czba elementéw, od ktérych one z kolei sa oceniane nie nizej pod tym
wzgledem w zbiorze A, a wigc suma zdobytych przez nie punktéw.

W przypadku rezultatéw porzadkowania lub poréwnywania parami
w drugim wariancie bierze si¢ w rachube liczbe elementéw wyprzedza-
nych przez a; lub nieodréznialnych od a; w zbiorze A pod wzgledem W,
ale ponadto takze ,,wzgledna wazno$¢” tych elementéw, wyrazana licz-
ba elementéw przez nie z kolei wyprzedzanych lub nieodréznialnych od
nich pod tym wzgledem w zbiorze A, a zatem suma zdobytych przez nie
punktéw.
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Procedura ta jest uogélnieniem ,,metody sumy punktéw”. Uporzad-
kowanie elementéw w zbiorze A uzyskuje sie tutaj w wyniku pewnego
postepowania sekwencyjnego, czyli w kolejnych krokach.

Macierza M zadaje sie mianowicie pewne przeksztalcenie, ktérego
punktem wyjscia jest wektor:

C =
1
Zaktada sie wiec, ze poczatkowa wzgledna wazno$¢ i-tego elementu
¢} jest réwna 1.

W pierwszym kroku przeksztalcenie to daje wzgledna waznosé cl,
ktéra jest réwna ¢;, tzn. wektor C! pokrywa sie z wektorem sum punktéw

¢

Ct

W drugim kroku otrzymuje sie wektor C%, w ktérym wzgledna waz-
nos$é i-tego elementu ustala sie dodajac do ci:

a) w wariancie pierwszym: okreslone wektorem C' sumy punktéw,
tj. wzgledna wazno$¢ tych elementéw, w poréwnaniu z ktérymi uzyskat
onranger;=1, a wiec tych elementéw, od ktérych jest oceniany nie nizej,

b) w wariancie drugim: okre§lone wektorem C' sumy punktéw, tj.
wzgledna wazno$¢ tych elementéw, w poré6wnaniu z ktérymi uzyskat on
range ry = 1, a zatem tych elementdéw, z ktérymi jest stawiany na réwni,
oraz podwojone sumy punktéw, tj. wzgledna waznos¢ tych elementéw, w
poréwnaniu z ktérymi ma on range r; = 2, czyli tych elementéw, od kt6-
rych jest oceniany wyzej.

W trzecim kroku postepuje sie analogicznie: komponenty wektora C?
oblicza sie uwzgledniajac w podobny sposéb wzgledna waznos¢ elemen-
téw okre§lona wektorem C? itd.

Przeksztalcenie to mozna zastosowaé, poniewaz macierz M jest macie-
rza nieujemng. Dana macierz jest nieujemna, je$li wszystkie jej elementy sa
nieujemne. Z kolei, by odpowiedzieé na pytanie, jak dlugo nalezy to prze-
ksztalcenie powtarzaé, wprowadza sie pojecie macierzy rozkladalnej i nie-
rozkladalnej. Macierz M nazywa sie macierza rozkladalng, jesli zbiér in-
dekséw L = 1,...,t mozna rozdzieli¢ na dwa niepuste podzbiory L, oraz L,
w ten sposéb, ze r;; = 0 dla wszystkich i nalezacych do L, oraz j naleza-
cychdo L,. W przeciwnym razie macierz M jest macierza nierozktadalna.

Jesli macierz M jest nieujemna macierzg nierozkladalna, to powta-
rzanie przeksztalcenia mozna przerwacé spostrzeglszy, ze na dwoéch ko-
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lejnych wektorach uporzadkowanie elementéw stabilizuje sie. Zatézmy
wiec, iz poczawszy od kroku p uzyskuje sie takie wlasnie wektory. Ozna-
czmy przez ¢ wzgledna waznosé i-tego elementu w tym kroku. Przyjmij-
my nastepnie:

I = r]', ]eéll Csl = C]s, .
przy czymr; =xj, jesli ¢} = c§. Przy zmieniajacych sie w kolejnych krokach
warto$ciach c¢; ranga r; nie ulega zmianie®.

Jak widaé, uporzadkowanie elementéw w zbiorze A okredla sie w tej
procedurze na podstawie przeksztalcenia, ktére mozna okreslié¢ jako
»~metode wzglednej waznos$ci” w turnieju. Jest to procedura, dzieki kté-
rej w zbiorze A okresla sie uporzadkowanie nie bezposrednio pod wzgle-
dem W, lecz pod wzgledem W*. W definicji wzgledu W* bierze si¢ pod
uwage wzglad W oraz zalozenia oméwionej procedury pomiaru. Liczac
sig¢ z dokonywanym uproszczeniem mozna jednak w dalszym ciggu mé-
wié, iz uporzadkowanie okreSla sie pod wzgledem W, role zalozen proce-
dury przyjmujac milczaco. Dzieki temu w trakcie analiz mozna méwié
stale, np. o uporzadkowaniach pod wzgledem prestizu, chociaz z formal-
nego punktu widzenia nie jest to dostatecznie Sciste.

Przedstawimy zastosowanie procedury § w sytuacji, gdy macierz M
jest nieprzechodnia.

Przypadek 1. Rozwazmy macierze M,;, oraz M,;,. Sa to macierze
nieujemne i — co mozna sprawdzié¢ — nierozkladalne. Latwo ustali¢, ze na
podstawie procedury [ uzyskuje sie dla nich uporzadkowanie izomorfi-
czne z tym, do jakiego doprowadzila procedura a.

Ogélnie, procedura f nie zmienia rezultatéw procedury a dla przy-
padkéw, w ktérych ¢, = ... = ¢jorazr, = ... = 1y,

Przypadek 2. Rozwazmy macierze M,, oraz M,,. Sa to macierze
nieujemne i — podobnie — nierozkladalne. Jak sie okaze, opierajac si¢ na
procedurze f§ uzyskuje sie dla nich uporzadkowania rézne od tych, jakie
dawata procedura a.

Ogblnie, procedura 3 moze zmieniaé rezultaty procedury a dla przy-
padkéw, w ktérych wystepuje ¢; # ¢ oraz r; # rj.

Zastosujemy procedure § do danych z macierzy M,, (dla uproszczenia
zapisu wektory podawa¢ bedziemy w postaci wierszowej).

Zakladamy:

C’=[1,...,1].

W pierwszym kroku mamy wektor:

' C'=(3,3,1,1,2]

9 Scisly i pelny matematyczny opis tego przeksztalcenia oraz wyja$nienie, dlaczego
uporzadkowanie elementéw od pewnego kroku zostaje ostatecznie ustalone, podaja m.in.:
C. Berge, Théorie des graphes et ses applications, Paris 1958, wyd.ros.: K. Bierz, Tiero-
rija grafow i jejo primienienija, Moskwa 1962; B. G. Mirkin, op. cit,, s. 168-171; D. S.
Szmerling, S. A. Dubrowskij, T. D. Arzanowa, A. A. Frenkiel, Ekspertny-
je ocenki. Metody i primienienije (Obzor), [w:] Statisticzeskije metody analiza ekspertnych
ocenok,J. N. Tjurin, A. A. Frenkiel, (red.), Moskwa 1977, 5. 331-332.
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W drugim kroku, jako komponenty wektora C?, uzyskujemy:
Z=3+3+1+2=9
E=3+1+1+2=7
c3=1+3=4
2=1+1=2
c2=2+1+1=4

Przeprowadzajac analogiczne obliczenia otrzymujemy w kroku trze-
cim wektor:

C? =[22,17,13, 6, 10],
za$ w kroku czwartym wektor:
= [55, 46, 35, 19, 29].

Stwierdzamy, iz wektory C* oraz C* to pierwsze wektory stablizujace
uporzadkowanie elementéw zbioru A: poniewaz ¢; > ¢, > ¢3 > €5 > Cy,
wobec tegor; = 1,1, = 2,13 = 3,1, = 5,15 = 4.

Warto podkreslié, iz uporzadkowame jakie ustaliliSmy za pomoca
procedury f rézni sie od uporzadkowania, jakie dla macierzy M,, okre-
§liliémy poshugujac sie procedura a.

Uzyjmy procedury B do danych z macierzy M,, (tu réwniez dla upro-
szczenia zapisu wektory podawaé bedziemy w postaci wierszowej).

Zakladamy:

Cl=(1,..,1].
W pierwszym kroku mamy wektor:
=[3,17,6, 4, 5].

W drugim kroku, jako komponenty wektora C?, dostajemy:
ct=34+2x17=117
cs=T+2(6+4+5)=37
ci=6+4+2(3+5H)=26
cj=4+6+2x3=16
ct=5+23+4)=19

W wyniku podobnych obliczeri uzyskujemy w kroku trzecim wektor:

C3 =[91, 159, 114, 76, 85],
w kroku czwartym wektor:
= [409, 709, 542, 372, 419],
za$§ w kroku piatym:
C® = [1827, 3375, 2198, 1732, 1981}.

Spostrzegamy, iz wektory C* oraz C® sa pierwszymi wektorami stabi-
lizujacymi uporzadkowanie elementéw zbioru A: poniewaz ¢, > ¢c3 > ¢;
> ¢, > cy, wobectegor, =4,r, = 1,13 =2,1r, = 5,15 = 3.

Nadmienmy jeszcze, ze przy uzyciu procedury p ustalili§my dla ma-
cierzy M,, uporzadkowanie rézniace sie od tego, jakie okresliliSmy posii-
kujac sie procedura a.

Zat6ézmy, iz macierze M,, oraz M,, przedstawiaja oceny pod wzgle-
dem prestizu przypisane przez respondentéw pewnym zawodom:

a, =lekarz, a, = inzynier, a; = nauczyciel, a, = prawnik, a; = dziennikarz.
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Okazuje sie, ze jesli uporzadkowanie tych zawodéw pod wzgledem
prestizu okre$§lamy dla macierzy M,, za pomoca procedury a, to rangi za-
wodu lekarza i zawodu inzyniera sg réwne miedzy soba i wyzsze od rang
innych zawodéw. Nizsza range od nich ma zawéd dziennikarza. On z ko-
lei pod wzgledem prestizu jest oceniany wyzej niz zawody nauczyciela i
prawnika, ktére sa oceniane miedzy soba tak samo. Znacznie zmienione
uporzadkowanie pod wzgledem prestizu uzyskuje sie¢ za pomoca proce-
dury p. Zawdd lekarza nie dzieli juz z zawodem inZzyniera najwyzszej po-
zycji, na trzecie miejsce wysunal sie zawé6d nauczyciela, czwartg zamiast
trzeciej rangi ma teraz zawdd dziennikarza, natomiast zawdd prawnika
zajmuje ostatnie miejsce na skali prestizu.

Sprébujmy wyttumaczyé sobie te zmiany postugujac sie terminologia
turniejowa. Zawdd lekarza uzyskal co prawda tyle samo ,,surowych pun-
ktéw” co zawdd inzyniera, lecz zdoby! je w poréwnaniach z zawodami, kt6-
re same zdobyly wiecej takich punktéw. Zawdd dziennikarza ma dwa ,,su-
rowe punkty”, lecz zdobyte w poréwnaniach z nisko ocenianymi zawodami
nauczyciela i prawnika, natomiast zawéd nauczyciela, sam wprawdzie
uzyskat tylko jeden punkt, lecz w poréwnaniu z zawodem lekarza, a wiec w
poréwnaniu z jednym z dwéch najwyzej ocenianych zawodéw.

Widzimy takze, ze jes$li uporzadkowanie tych samych zawodéw pod
wzgledem prestizu okreslamy dla macierzy M,, za pomocg procedury a,
to najwyzsza range uzyskuje zawdd inzyniera, druga ranga przypada za-
wodowi nauczyciela, trzecia zawodowi dziennikarza, czwarta range do-
staje zawéd prawnika, a najnizsza, piata ranga przypisana jest zawodo-
wi lekarza. Cze$ciowo odmienne uporzadkowanie pod wzgledem presti-
zu daje procedura 3. Pierwsze trzy rangi przypisane sa tym samym zawo-
dom, przedostatnia range otrzymuje teraz zawdd lekarza, natomiast za-
wod prawnika spada na ostatnie miejsce na skali prestizu.

Pokus$my sie o wyjasnienie tych zmian, uzywajac terminologii turnie-
jowej. Zaw6d lekarza zdoby! mniej ,,surowych punktéw” niz zawdd pra-
wnika. Zawdd lekarza uzyskal jednak punkty za ,,zwyciestwo” nad naj-
wyzej ocenianym zawodem inzyniera. Okazalo sie, iz sg one wiecej warte
niz punkty, jakie zawdd prawnika zdoby! za ,,zwyciestwo” wlasnie nad
zawodem lekarza, najnizej ocenianym, oraz za ,,remis” z zawodem nau-
czyciela.

Przyklady, do jakich sie tu odwotlaliSmy, u§wiadamiaja nam doktad-
nie, w jaki spos6b procedura 3 bierze w rachube ,,wzgledny prestiz” za-
wodéw w danym ich zbiorze. Tym wlaénie, Zze bierze 6w ,,wzgledny pre-
stiz” pod uwage, rézni sie ona od procedury a.

Rozpatrywali§my zastosowania procedury a oraz procedury p w sy-
tuacji, gdy macierz M jest nieprzechodnia. Pomine¢lismy ich zastosowa-
nia w takiej sytuacji, kiedy macierz M jest macierza przechodnia. Anali-
za ta nie wniostaby nic wigcej poza ogélnym wnioskiem, iz uzycie tych
procedur daje tu uporzadkowanie pod wzgledem W* izomorficzne wo-
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bec uporzadkowania pod wzgledem W. To ostatnie daje sie wszakze
okresli¢ bez ich pomocy.

W sensie matematycznym procedura P jest — jak wspominaliSmy —
pewnym uogolnieniem procedury «. Procedura a jest ubozsza, lecz nie
wymaga skomplikowanych obliczen. Daje sie wiec przeprowadzié latwo
i w bardzo krétkim czasie. Procedura f3 jest bogatsza, ale trzeba w niej
dokonywa¢ dos¢ skomplikowanych obliczen. Jak wykazuje praktyka,
zwykle jednak wystarczy tylko kilka krokéw do jej zakorczenia.

ZAKONCZENIE

W rozwazaniach tych podjelismy prébe mozliwie systematycznego
przedstawienia pomiaru danych pochodzacych z porzadkowania lub po-
rownywania parami zawodow pod wzgledem prestizu. ZajmowaliSmy
sie pomiarem danych, ktorych dostarcza jednokrotne porzadkowanie
lub poréwnywanie parami, przeprowadzane przez poszczeg6lnych, z
osobna branych, respondentéw. Zajmowalismy sie wiec matematycz-
nym opisem lub ustalaniem jednostkowych uporzadkowan (hierarchii
lub gradacji) zawodéw pod wzgledem prestizu'®. Nie byl przedmiotem
tych rozwazan pomiar danych, ktére sie otrzymuje z wielokrotnego po-
rzadkowania lub poréwnywania parami, przeprowadzanego przez jed-
nego respondenta, badz tez z porzadkowania lub poréwnywania parami,
ktérego dokonuje wielu respondentéw. Nie interesowal nas wobec tego
matematyczny opis lub ustalanie generalizujacych uporzadkowan (hie-
rarchii lub gradacji) zawodéw pod wzgledem prestizu. Zagadnienie to,
rozlegle i bogate, wymagaloby odrebnego rozpatrzenia.

b x
=

Autor wyraza podziekowanie Panu Docentowi Grzegorzowi Malinowskiemu, ktéry w
pierwotnej wersji tego artykulu ujawnit kilka istotnych formalnych niejasnosci i podpo-
wiedzial, jak je usnunaé. Jego uwagi pobudzity autora do pewnych nowych wiasnych prze-
myslen, dzieki ktdrym - taka autor ma nadzieje - tekst zostal pozbawiony szeregu dalszych
niejasnosci, a nawet bledéw. Ponadto, z my$la o tym, by tekst uczynié bardziej przystep-
nym, autor odstapit od pelniejszego i §cislejszego przedstawiania w artykule niekt6rych za-
gadnien matematycznych.

10 Z matematycznego punktu widzenia rozwazaliS§my przypadki stosunkowo proste.
Na przyklad zadanie rangowania elementéw na podstawie macierzy nieprzechodnich
przedstawialiSmy tylko w jednej z mozliwych odmian, por. D. S. Szmerling, S. A.
Dubrowskij, T. D. Arzanowa, A. A. Frenkiel, op. cit,, s. 332 i nast.



