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1. WSTEP

W obecnej chwili trudno znalezé prace matematyczng, w
ktérej autor nie stosowalby symboliki teoriomnogosciowej
i nie postugiwalby sie pojeciem zbioru. Co wiecej, przy po-
mocy zbioré6w probuje sie definiowa¢ inne, tak podstawowe
pojecia matematyczne jak liczba, funkcja czy relacja. Tak
wiec w matematyce wspoélczesnej pojecie zbioru zajmuje cen-
tralne miejsce, mimo Ze jego historia jest stosunkowo kroétka,
gdyz siega konca lat 70 ubieglego wieku. Warto jednak pa-
mietaé, iz matematycy, logicy i filozofowie postugiwali sie
od dawna rozumowaniami majgcymi charakter teoriomnogo-
Sciowy. Rozumowania te dotyczyly jednak tylko przynalez-
nosci elementu do zbioru i zawierania sie zbiorow ‘.

Za tworce teorii mnogosci jest uwazany Georg Cantor
(1845--1918), ktéry rozpoczal systematyczne badania zbioréow
nieskonczonych. Przez zbiér rozumial on ,kazdg wielo$¢,
ktéra da sie pomysle¢ jako jednosé, tzn. kazdy ogél okreslo-
nych elementéw, kidéry mozna za pomocg jakiego$ prawa po-
wigza¢ (myslowo) w calo$¢” ®. Zbiory zloZone z nieskonczonej
ilosci elementéw Cantor traktowal tak samo jak zbiory skon-
czone. Wprowadzil pojecie réwnolicznosci miedzy zbiorami
i badal wlasnosci tej relacji. Poczatkowo wyniki uzyskane
przez Cantora nie spotkaly sie z przychylnym przyjeciem.
Pojecie zbioré6w nieskonczonych bowiem wzbudzalo rézne
kontrowersje i bylo eliminowane z rozwazan wlasciwie do
konca XIX wieku® Wyjatek stanowig prace G.W. Leibniza,

1 N. Bourbaki, Elementy historii matematyki, Warszawa 1980, 37.

2 Cytuje za: Logika formalna. Zarys encyklopedyczny 2z zastosowa-
niem do informatyki i lingwistyki, pod red. W. Marciszewskiego, War-
szawa 1987, 122.

3 N. Bourbaki, dz. cyt., 38—40.
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w ktéorych mozna znalezé okre$lenia zbiezne z wyrazonymi
pdzniej przez Cantora’ Obawy matematykow i logikéw
przed wprowadzeniem zblorow nieskonczonych olxazaly sie
do pewnego stopnia uzasadnione. Mianowicie w rozwijanej
przez Cantora ,,intuicyjnej”’ teorii zbioréw pojawily sie anty-
nomie, Przede wszystkim sam Cantor stwierdzil, ze nié moze
istnie¢ zbidr wszystkich liczb porzadkowych (paradoks Burali-
-Forti). Podobnie zalozenie, ze istnieje zbidr wszystkich liczb
kardynalnych, czy zbiér wszystkich zbioréw prowadzi do
sprzecznosei. Antynomia Russella za$ (sformutowana w 1902r.)
ukazala, ze nie mozna przy pomocy dowolnej formuly utwo-
rzy¢ zbioru takich przedmiotéw, kidére majg wlasnos¢ wyra-
zong przez te formule. Wszystko to zmusilo do rewizji in-
tuicji, jakie wigzano z pojeciem zbioru i do podjecia préb
okreslenia, czym jest zbior °.

Jak sie wydaje, szczegblne problemy stwarza pojecie zbioru
nieskonczonego. Tak wigc wysitki matematykéw, majgce na
celu wyeliminowanie antynomii, skoncentrowaly sie giéwnie
wokoé! pojecia nieskonczonosci aktualnej. Proby te mozna po-
dzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej zaliczylabym te, w kto-
rych samo rozumienie zbioru pozostaje w zasadzie takie samo
jak u Cantora. Przyjmuje sie istnienie zbioré6w nieskonczo-
nych dowolnych mocy. W drugiej grupie sg takie teorie, w
ktorych zbiér jest rozumiany inaczej niz w cantorowskiej
teorii mnogosci 1 gdzie przyjmuje sie znaczne ograniczenia
dotyczgce istnienia zbioréw nieskonczonych. W tym artykule
przedstawie kilka préb okredlenia jpojecia zbioru zaré6wno w
matematyce klasycznej jak i w mniecantorowskich teoriach.
Wskaze tez, jakie te préby moga mie¢ konsekwencje dla pre-
cyzyjniejszego ujecia zagadnienia, czym jest prawda i istnie-
nie w matematyce. :

¢ Logika formalna, dz. cyt., 121—122, Warto tez dodaé, iz roéwniez
B. Bolzano w swoich Paradoksach nieskoficzono$ci wyrazal podobne do
pogladdéw Cantora idee (Filozofia matemotyki. Antologia tekstéw kla-
sycznych, wybb6r i opracowanie R. Murawski, Poznan 1986, 115—130).

5 Przyczyng paradoksow ,byla niejasno$é, w bardziej skomplikowa-
nych przypadkach, intuicji 1gczonej z pojeciem zbioru. W toku pole-
miki, jaka wywigzala sig¢ dokola antynomii, ckazalo sie wyrazZnie, Ze
rézni matematycy wigzg istotnie rézne intuicje z pojeciem ' zbioru.
Wskutek takiego stanu rzeczy oparcie teorii mnogos$ci wylgcznie na
podstawach intuicyjnych stalo sie niemozliwe”. (K. Kuratowski, A. Mo-
stowski, Teoria mmnogoéci wraz ze wstepem do opisowej teorii mnogos-
ci, Warszavva 1978, 22). . :
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Nalezy tez pamieta¢, iz w jezyku potocznym réwniez uzy-
wa sie slowa ,zbidr” oraz bliskoznacznych z nim terminéow
jak: mnogos¢, zestaw, kolekcja. Ma ono tu dwa odmienne
znaczenia: kolektywne i dystrybutywne. W znaczeniu kolek-
tywnym zbiér jest pewng calo$cig zlozong z przedmiotdéw.
Przykladami zbior6w w tym rozumieniu moga by¢ stos ka-
mieni skladajacy sie z poszczegblnych kamieni, czy lafhcuch
zloZzony z poszczegdlnych ogniw. Zbiér w znaczeniu kolek-
tywnym jest na ogél pewnym obiektem dostepnym spostrze-
zeniu zmystowemu. Teorie takich zbioréw rozwingt w mereo-
logii~ Stanistaw Lesniewski (1886—1939). Zbior w znaczeniu
dystrybutywnym jest zas pewnym abstrakecyjnym tworem
skladajacym sie z elementéw, ktéore same mogg byé obiek-
tami fizycznymi lub tez abstrakcyjnymi. Trzeba pamieta¢, iz
w matematyce uzywa sie pojecia zbioru wylacznie w sensie
dystrybutywnym. Warto tez doda¢, iz istotne dla okreslenia
zbioru sa tylko jego elementy, a nie majg zadnego znaczenia
relacje, jakie miedzy tymi elementami zachodzj.

2. ZBIOR W MATEMATYCE KLASYCZNEJ

Jedng z pierwszych prdéb unikniecia paradokséw bylo utwo-
rzenie przez Russella teorii {ypdéw. Teoria ta, ciekawa z teo-
retycznego punktu widzenia, nie znalazla zastosowania w
praktyce matematyk6w. Znacznie owocniejszg z tego wzgledu
okazala sie aksjomatyzacja teorii mnogosci. Przy pomocy
aksjomatow usiluje sie uchwyci¢ najistotniejsze wlasno$ci
zbiorow, z ktérymi wigZe sie intuicje podobne jak w teorii
mnogosci Cantora.

Najezesciej wykorzystywanym jest uklad aksjomatéw Zer-
melo-Fraenkla (ZF). Pojeciami pierwotnymi sg: zbiér i dwu-
argumentowa relacja przynaleznosci elementu do zbioru.
Przyjmuje sie nastepujace aksjomaty:

(1) ekstensjonalnosci — (X)(¥)((2) (zex = zey)=>x=Y),

(2) pary — (X)) (Ez) () (tez = (t=xVi=Y)),

(3) sumy — (x)(Ey) (2) (zey = (Et) (z e tAtex)),

(4) zbioru potegowego — (X)(E¥)(2)(zey = (1) (tez=>t X)),

(5) zastepowama — dla kazdeJ formuly H{x,y), w ktorej b
nie wystepuje jako zmienna wolna, zachodzi: (X)(Ely) H (x,y)
=(a) (Eb) (y) (y < b = (Ex) (x e aA H (x,3))),

{6) wyrdzniania — dla kazdej formuty H(x), w ktérej b nie
wystepuje jako zmienna wolna, zachodzi: (a) (Eb) (x) (x eb=
xean H(x)),
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(7) zbioru pustego — (Ex)(y) ~ (yex),
(8) nieskonczonosci — (Ex)(0exA(y) (YeX = {y}eX)),
(9) regularnosci — (X)(x 2 0 = ((Ey) (y e xAxny =0)))°.

Zanotujmy, iz schemat aksjomatéw wyrodzniania zapewnia, ze
w systemie nie pojawi sie sprzeczno$¢ typu antynomii Rus-
sella; aksjomat ten bowiem ogranicza mozliwosci tworzenia
zbioréw przedmiotéw posiadajgeych okre$long wlasnose. Za-
kilada sie, ze nie kazda cecha wyznacza zbiér; mozna tviko
wydzieli¢ (wyrdzni¢) z pewnego danego juz zbioru podzbidr
tych jego elementéw, ktére posiadajg interesujgcg nas wias-
no$¢. Aksjomatyka ta jest nieskonczona i niezupelna. Klasa
wszystkich zbioréw zostaje przy pomocy aksjomatéw pary,
sumy, zbioru potegowego i nieskonczonosci ,,zbudowana” po-
czgwszy od zbioru pustego. Mamy tu do czynienia wylgczanie
ze zbiorami, ktérych elementy sg znowu zbiorami i tak skon-
czong ilo§¢ razy (wynika to z aksjomatu regularnosci) az do
zbioru pustego. W takiej teorii mnogosci mozna zinterpreto-
wa¢ liczby naturalne, rzeczywiste i w zasadzie wszystkie po-
jecia matematyki klasycznej.

W badaniach metamatematycznych, w ktérych rozwaza sie
wlasnoSei modeli réznych teorii, w tym teorii mnogosci, takie
podejscie jest czesto niezbyt wygodne. Uzywa sie wiec takich
ukladéw aksjomatéw, w ktorych jako pojecie pierwotne wy-
stepuje klasa. Jest to pojecie szersze niz pojecie zbioru, ktory
mozna okresli¢ jako klase bedgcg elementem jakiej§S innej
klasy. Pozostale klasy nazywa sie klasami wlasciwymi. Jed-
nym z takich systeméw aksjomatycznych jest teoria mnogosci
Morse’a (M). Terminami pierwotnymi sg klasa i relacja przy-
naleznosci elementu do klasy. Przyjmuje sie aksjomat eks-
tensjonalno$ci dla klas, schemat aksjomatéw istnienia klas
(kazda formula o jednej zmiennej wolnej wyznacza klase —
klasa taka moze nie by¢ zbiorem!), aksjomaty zbioru potego-
wego, pary, sumy, zastepowania, nieskonczonosci i regular-
nosci dla zbioréw. Aksjomatyka ta jest nieskonczona i niezu-
pelna. I w tym przypadku uniwersum wszystkich zbiorow
zostaje , wybudowane” nad zbiorem pustym. W systemie M

6 Pierwszy system aksjomatyczny teorii mnogogci podal E. Zermelo
(1908 r.). Aksjomat zastepowania wprowadzili niezaleznie od siebie
D. Mirimanoff, T. Skolem, A. A. Fraenkel. Sformulowania aksjomatow
mozna znalezé na przyklad w pracy: K. Kuratowski, A. Mostowski,
dz. cyt., 10—175. Do tego systemu aksjomatow dodaje sie z reguly aksjo-
mat wyboru, a takze przyjmuje si¢ hipoteze continuum.



[5] POJECIE ZBIORU 3.

na przykilad klasa wszystkich liczb porzgdkowych jest prawi-
diowo okreSlonym obiektem, ktéry staje sie przedmiotem ba-
dania. Wygodniej niz w systemie ZF mozna bada¢ modele
dla teorii mnogosci. Warto tez doda¢, iz w systemie M mozna
udowodni¢ formalng niesprzecznos$¢ teorii ZF. Z tego wzgledu
teoria M jest czesto uzywana w metamatematyce’

Innym systemem aksjomatycznym, w ktérym jako pojecie
pierwotne obok pojecia zbioru i relacji przynaleznosci przyj-
muje sie pojecie klasy, jest uklad aksjomatéow Godla-Bernay-
sa (GB). Cechg charakterystyczng tego systemu jest skonczo-
na ilos¢ aksjomatéw. Zamiast bowiem schematéw aksjomatow
zastgpowania i wyrodzniania przyjmuje sie skonczong ilo$é
aksjomatow konstrukeji klas®

Jeszcze innym typem teorii jest teoria mmnogosci z ato-
mami (ZFA). Terminami pierwotnymi sg: zbiér, atom, re-
lacja przynaleznosci elementu do zbioru. W tym przypadku
cale uniwersum zbiorow zostaje skonstruowane nad zbiorem
atomoéw przy pomocy aksjomatdéw: pary, sumy, zbioru potego-
wego, nieskonczonosci., Paradoksu typu antynomii Russella
unika sie dzieki przyjeciu schematu aksjomatéw wyrédzniania.
System ten pozwala na badanie zbioréw zlozonych z obiektéw,
ktére same nie zawierajg juz zadnych elementéw, przy czym
zaden z nich nie jest zbiorem pustym (jak to ma miejsce
w ZF)°' Wprowadzenie atomow do teorii mnogosci moze ula-
twiaé pewne badania prowadzone nad zbiorami. W szczegdl-
nosci, poprzez konstrukeje tzw. modeli permutacyjnych o wie-
le tatwiej jest pokaza¢ niezalezno$t aksjomatu wyboru od po-
zostatych aksjomatow ZFA, niz udowodnié to samo dla teorii

7 System ten pochodzi od A. Morse’a (1965). Sformutowania aksjoma-
tow znajduja sie na przyklad w pracy: A. Mostowski, Konstruktiw-
nyje mnoziestwa i ich pritozienija, Moskwa 1973, 16—17.

8 System ten zostal stworzony przez J. von Neumanna (1925, 1928 r.),
a nastepnie przeformulowany przez P. Bernaysa oraz K. Godla, ktory
postuzy? sie nim przy dowodzie niesprzeczno$ci aksjomatu wyboru i hi-
potezy continuum (K. Godel, The consistency of the axiom of choice
and the generalized continuum-hipothesis with the axiom of set theo-
1y, Princeton 1940).

9 Atom jest takim obiektem, ktéry nie posiada zadnego elementu
i jest rbéiny od zbioru pustego. Teorie mnogosci z atomami badal
A. A. Fraenkel, a nastepnie A. Mostowski. Sformulowania aksjomatéw
mozna znalezé na przyklad w: T. J. Jech, Trieorija mnoZiestw i mie-
tod forsinga, tlum. z ang., Moskwa 1973, 122—125. Istnienie atomow
zaktada w swojej pracy M. Davis, Applied non-standard analysis, New
York—London—Sydney—Toronto 1977, 36, w ktorej tworzy system
amalizy niestandardowej.
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ZF ®, Z pewnego punktu widzenia teoria ZFA moze wydawac
sie bardziej ,naturalna”, gdyz w praktyce spotykamy sie wlas-
ciwie ze zbiorami zlozonymi z pewnych obiektéw, z atomoéw,
a nie ze zbiorami, ktérych elementy sg znowu zbiorami itd.
W matematyce korzysta sie¢ jednak z teorii ZF, gdyZz ma mniej
terminéw pierwotnych. Dla matematyka bowiem w istocie nie
ma wielkiego znaczenia ,,natura” badanych obiektow, a tylko
relacje miedzy przedmiotami. Mozna wiec te cbiekty tak okre-
§lié, aby byly to zbiory o okreslonych wiasnosciach . .

Wszystkie podane teorie aksjomatyczne sg istotnie niezupel-
ne, tzn. dodawanie do aksjomatéw zdan od nich niezaleznych
nigdy nie da teorii zupelnej. Najczesciej poszerza sig przed-
stawione teorie mnogosci o aksjomat wyboru i hipoteze con-
tinuum, ktére sg czesto wykorzystywane w dowodach twier-
dzen z analizy, algebry, topologii. Bada sie réwniez konse-
kwencje przyjecia aksjomatu konstruowalnosci, badz aksjoma-
tu determinacji czy innych rozmaitych zalozen. Przez ostatnie
‘kilkana$cie lat szczegdlnym zainteresowaniem cieszg sie hipo-
tezy dotyczace tzw. duzych liczb kardynalnych.

Przyjmowane we wszystkich teoriach aksjomaty ekstensjo-
‘nalnosci zapewniajg, iz zbiory sg identyczne, gdy majg do-
kladnie te same elementy. Dzigki temu mozna udowodni¢, ze
istnieje tylko jeden zbior pusty, jeden zbioér, kiéry jest sumg
danej rodziny zbioréw, jeden zbiér potegowy dla danego zbio-
ru itp. Sciste za$§ rozréznienie miedzy przynaleznoécig elemen-
tu do zbioru a zawieraniem sie zbioréw powoduje, ze fermin
zbidér jest rozumiany wylgcznie w sensie dystrybutywnym.

W przedstawionych systemach teorii mnogo$ci mozna utoz-
samiaé zbiér z wlasnoscig, ktorg posiadajg elementy tego zbio-
Tu., Warto podkresli¢, ze w kazdej z zaprezentowanych teorii
mnogo$ci mozna pokazaé istnienie zbioré6w o coraz wigkszych
‘mocach (twierdzenie Cantora). W dowodzie korzysta sie z aksjo-
matéw nieskonczonesci i zbioru potegowego. Przyjmuje sig
wiec, ze istniejg w sensie aktualnym zbiory nieskoniczone, co
moze wzbudzaé roznego rodzaju zasirzezenia.

10 A, Mostowski wykorzystujac modele permutacyine pokazal, ze
aksjomat wylkoru jest istotnie silniejszy niz zdanie moéwiace, ze kazdy
zbiér mozna linjowo uporzgdkowaé (A. Mostowski, Uber die Undbhan-
gigkeit des Wohlordnungssatzes von Ordnungsprinzip, Fund. Math. 32
(1939), 201—252).

11 Opisowi réinych systemo6w teorii mnogoscei i pewnym filozoficznym
problemom zwigzanym 2z pojeciem zbioru jest poSwigcona praca:
A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, Foundations of Set Theory,
Amsterdam 1973.
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Utozsamienie zbioru z wiasnoécig moze w praktycznych za-
stosowaniach klasycznej teorii mnogos’;ci prowadzié do pew-
nych niejasnosci, gdyz nie zawsze daje sie¢ w jednoznaczny
sposob stwierdzi¢, czy jaki§ przedmiot posiada dang wiasnoge,
czy tez nie. Trudnosm te usuwa rozwijana od lat szescdwalq—
tych teoria zbior6w rozmytych. Przez zbiér rozmyty rozumie
sie funkcje ustalajgcq stopien przynaleznosci danego przed-
miotu do zbioru. Teoria ta zyskuje sobie coraz Wieksze prak-
tyczne zastosowania **; jednakze samo rozumienie istoty zbio-
ru jest tu takie samo jak w klasycznej teorii mnogosci.

3. NIECANTOROWSKIE ROZUMIENIA ZBIORU

Zdaniem intuicjonistow *, trudnosci pojawiajgce sie przy
probach ckreslenia, czym jest zbiér w matematyce klasyeznej,
antynomie, ktére powstajg, sg spowodowane stosowaniem ' lo-
giki klasycznej do zbioréw nieskonczonych. Z tego tez wzgle-
du w intuicjonizmie zostaja odrzucone pewne prawa logiki
klasycznej. Inaczej tez ujmuje sie wzajemne zwigzki miedzy
matematyka a logikg. Odmiennie rowniez jest rozumiana isto-
ta matematyki. Wedlug intuicjonistéw matematyka jest swo-
bodnym tworem umystu matematyka. Tworczos¢ ta opiera sig
na intuicji liczby naturalnej. Jezyk, ktéry odgrywa w mate-
matyce klasycznej donioslg role, dla matematyka-intuicjonis-
ty nie ma w zasadzie zadnego znaczenia, sluzy mu tylko do
zakomunikowania konstrukeji innym matematykom, natomiast
nie ma zadnego wplywu na samo tworzenie matematyki. Istot-
ne dla intuicjonisty jest przyjecie zasady, ze wszystkie obiekty
muszg by¢ przez niego w efektywny sposdb skonstruowane
z przedmiotéw, ktore ma do dyspozycji w danym momencie.
Istnienie wiec zostalo powigzane w $cisty sposéb z mozliwos-
cig wykonania konstrukeji. Czesto nawet mowi sig, ze dla in-
tuicjonisty ,istnied” jest rdwnoznaczne z ,by¢ skonstruowa-
nym”. Stad odrzucenie prawa wylaczonego $rodka, podwédjne-
go przeczenia, a co za tym idzie, nie ;przyjmowanie jako pra-
womocnych dowodbéw nie wprost.

Takie rozumienie matematyki powoduje, Ze intuicjonisci nie
przyjmujg istnienia nieskonczonosci aktualnej Mozliwa jest
tylko nieskoniczono$¢ potencjalna. W ten sposoéb z matematy-

12 POJec1e zbioru rozmytego zostalo ’wprowa-dzone przez L. A. Zade-
ha 'w 1965 r

13 POdstawy dla intuicjonizmu. stwo«rzyl L. E. Brouwer. A. Heyting
sformalizowal logike intuicjonistyczng (1939 r.)..
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ki zostaly wylgczone zbiory aktualnie nieskonczone. Zamiast
o zbiorach moéwi si¢ o ciggach, ktére potencjalnie mogg skia-
daé sie z nieskonczonej ilosci elementéw, W zasadzie kolejne
wyrazy ciggu muszg by¢ skonstruowane przy pomocy pewne-
go prawa. Musi by¢ podana efektywna konstrukcja poszcze-
golnych elementoéw ciggu. W takim ujeciu cigg moze byé oczy-
wiscie do pewnego stopnia utozsamiony z efektywnym pro-
cesem jego konstrukcji. Od tej zasady Brouwer dopuszczal
jednak odstepsiwo, wprowadzajac tzw. ciggi swobodnych wy-
bordéw, dla ktérych nie ma z géry narzuconego prawa kon-
strukcji poszczegélnych elementéw. Sposodb okreslenia nastep-
nego wyrazu moze by¢ zupelnie inny niz wyrazéw poprzed-
nich, w szczegb6lnosci moze zaleze¢ od przypadku. Taki cigg
jest wiec nam dany zawsze tylko poprzez swdj skonczony po-
czatkowy odcinek. Ciaggi swobodnych wyboréw byly potrzeb-
ne przy konstrukeji continuum liczb rzeczywistych. Przy ich
pomocy mozna unikng¢ pewnych trudnosci, ktére powstaja
przy Scistym trzymaniu sie zasady, ze kazdy obiekt musi by¢
w efektywny sposob skonstruowany z obiektow juz istnieja-
cych. Tak wiec obok liczb rzeczywistych, ktére sg konsiru-
owane przy pomocy pewnego prawa, pewnej zasady, dopuszcza
sig¢ takie punkty continuum, ktére znajdujg sie jakby nie-
ustannie w procesie tworzenia przy pomocy ciggdéw swobod-
nych wyboréw. Continuum nie jest wiec jakims$ zamknietym
obiektem, skiladajgcym sie z punktéw, tak jak w matematy-
ce klasycznej, lecz jest ciggle w procesie stawania sie, rozwo-
ju. Takie rozumienie continuum liczb rzeczywistych ma oczy-
wiscie ogromne znaczenie dla uprawiania analizy, topologii,
algebry. Wyniki, ktére uzyskuje sie w matematyce intuicjo-
nistyczne], s3 odmienne niz w klasyczne]. Na przykiad wszyst-
kie funkcje, ktorych wartos¢ jest okreslona dla dowolnej licz-
by rzeczywistej, sa funkcjami ciaglymi. Trzeba tez pamietac,
iz pewne zagadnienia rozpatrywane w matematyce klasyczne]
w intuicjonizmie tracg swoj sens (na przyklad hipoteza con-
tinuum), co powoduje znaczne zubozenie problemoéw, kidre
mogg byé¢ rozwigzywane w matematyce intuicjonistycznej.

W takim ,elementarnym’” uprawianiu matematyki intuicjo-
nistycznej mozna w zasadzie oby¢ sie bez pojecia zbioru. In-
tuicjoni$ci wprowadzaig jednak dwa pojecia, na ktére mozna
patrze¢ jak na konstruktywistyczny odpowiednik zbioru. Bli-
skie klasycznemu sposobowi wyznacznia zbiorow jest okresla-
nie gatunku (species). Gatunek zostaje wyznaczony poprzez
podanie charakterystycznej wlasnosci jego elementéow, ktdre
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juz wczesniej zostaly skonstruowane. Natomiast zakres (spread)
jest wyznaczony przez efektywna procedure, ktéra dziala na
skonezonych ciggach zlozonych z liczb naturalnych. Procedu-
ra ta wybiera skonczone ciggi w taki sposéb, ze zostaje utwo-
rzone z nich drzewo. Nieskonczony cigg, ktérego kazdy skon-
czony odcinek poczatkowy znajduje sie w tym drzewie, jest
zakresem .

Przyjecie w intuicjonizmie istnienia tylko nieskonczonosci
potencjalnej powoduje, ze w kazdym momencie naszej kon-
strukeji nowego obiektu mamy do czynienia jedynie ze skon-
czonym jego fragmentem. Do utworzonej juz czeSci zawsze
mozna dolaczyé nowy element. Tak wiec ciagi, zakresy oraz
continuum mozna utozsamia¢ z procesem ich tworzenia.

Jeszcze dalej niz intuicjonisci w ograniczeniach dotyczacych
nieskenczonosci posuwajg sie finitysci, ktérzy odrzucajg istnie-
nie nie tylko nieskonczonosci aktualnej, ale rowniez potencjal-
nej. W konsekwencji, uznaja tylko istnienie zbioréw skohczo-
nych. Na marginesie warto dodaé¢, ze skrajne poglady w tym
zakresie gloszg ultrafinitysci, dla ktérych nawet nie istniejg
duze liczby naturalne rzedu 10°°. Z tego tez wzgledu mozna
moéwi¢ tylko o zbiorach zlozonych ze skonczonej i to nieduze]
liczby elementéow *.

Odmiennie niz w matematyce klasycznej czy intuicjonistycz-
nej jest rozumiany zbiér w teorii rozwijanej przez czeskg szko-
le matematykéw. Dopuszczajg oni mianowicie istnienie tzw.
pélzbiorow (semisets). Sg to klasy, ktére sg podklasami zbio-
row. W klasycznej teorii mnogosci mozna udowodni¢, ze takie
podklasy muszg by¢ zbiorami. Matematycy czescy przyjmujs,
ze istniejg poélzbiory, ktére sg klasami wiasciwymi, nie sg
zbiorami %, Jako argument za przyjeciem istnienia poélzbiorow
moze stuzyé choéby nastepujgcy przykilad. Z teorii ewolucji
wiadomo, ze istnieje skonczony cigg zaczynajacy sie od pew-

4 A, A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, dz. cyt., 257—258.

15 Takie poglady gtosi A. S. Jesenin-Volpin, Le programme ultra-
-intuitiongste des fondements des mathématiques, w: Infinistic Me-
.thods. Proceedings of the Symposium on Foundations of Mathematics.
Warsaw, 2—9, September 1959, Warszawa 1961, 201—223.

16 Teorii pdlzbioréw obszerng monografie poswiecili P. Vopenka,
P. Hajek, The theory of semisets, Prague 1972. Teorie zbioré6w Canto-
ra mozna traktowaé jako rozszerzenie teorii pélzbioréw o aksjomat
moéwiacy, ze kazdy poélzbiér jest zbiorem. Jest to rozszerzenie konser-
watywne, tzn. kazda wlasnos¢ dotyczgea zbiorow jest dowodliwa w te-
orii zbiorow wiedy i tylko wtedy, gdy jest dowodliwa w teorii poi-
zbiorow. .
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nej malpy Charlie, a konczgcy sie ‘na Charlsie Darwinie taki,
ze kazdy element tego ciagu jest ojcem elementu nastepnégo.
Wszystkie malpy z tego ciggu nie mogg utworzyé zbioru. Gdy-
by’ bowiem tworzyly zbiér, musialtby p051adac on ostatni ele-
ment. Poniewaz jednak syn malpy jest réwniez malpg, vnec
w takiej sytuacji sam Darwin bylby malpg . ‘
Pojecie podlzbioru wystepu]e takze w alternatywneJ teorn
mnoégosci (AST), stworzonej rowniez przez czesks szkole ma-
tematykow. W teorii tej mamy do czynienia ze zbiorami z uni-
wersum, ktore sklada sie ze zbioréw skonstruowanych ze zbio-
ru pustego Przyjmuje sie nastepujgce aksjomaty dla ZblOI’OW
(1) ekstensjonalnosci, ,
(2) zbioru pustego, o
(3) konstrukeji zbiorow — (x) (¥)(Ez) (v) (uez = (uex vu=y)),
(4) schemat indukcji — dla kazdej teoriomnogo$ciowe]j formuty
o jednej zmiennej wolnej zachodzi: F(0)A(x)(y) (F(x) =
F (xw{y})) = (x) F(x),
{b) regularno$ci — dla kazdej teoriomnogosciowe] formuly
F(x) zachodzi: jezeli (Ex) F(x), to (Ex) (F(X)A((y ¢ x) ~ F(y)))
Ten fragment alternatywnej teorii mnogoséci nie rézni sie od
teorii mnogosci ZF dla zbioréw skoticzonych. Nietrudne wnio-
ski z przyjetych aksjomatow moéwia, ze podstawowe operacje
na zbiorach w wyniku réwniez dajg zbiory.
- Obok zbioré6w przedmiotem badania sg klasy, czyli obiekty
sktadajgce sie ze zbioré6w i wyznaczone przy pomocy wiasnos-
ci zbioréw. Przyjmuje sie nastepujgce aksjomaty.dla klas:
(6) istnienia klas — dla kazdej wlasnosci H(x) zbioréw z uni-
wersum zbioréw istnieje klasa {x: H(X)}
(7) kazdy zbior jest klasg,
(8) ekstensjonalnosci dla klas.
Oczywiscie istniejg klasy wlasciwe, ktére nie sy zbiorami.
Nalezy w tym miejscu zauwazyé¢, iz klasy wlasciwe w alter-
natywnej teorii mnogosci mogg byé zbiorami z punktu widze-
nia klasycznej teorii mnogosci. Wszystkie klasy tworzg tzw.
rozszerzone uniwersum. Oparta na wymienionych 8 aksjo-
matach teoria jest réwnowazna teorii klasycznej.
Istotng réznice miedzy teorig mnogosci typu cantorowskie-
go a alternatywng teoria mnogos$ci wprowadza aksjomat (9)
orzekajacy, ze istniejg wiasciwe péizbiory.

17 P. Vopenka, Matiematika w altiernatiwnoj tieorit mnoziestw, Mo-
skwa 1983, 35—36.
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Teoria” mocy w' alternatywnej teorii- mnogosci zasadniczo
rézni sie zaréwno od klasycznej jak i intuicjonistycznej. Przez.
klase skunczong rozumie sie takg klase, ktorej wszystkie pod-
klasy: sg-zbiorami. Klasy skoniczone sg wigc zbiorami i nie mo-.
ga zawiera¢ polzbiorow. Klasa, ktora nie jest skonczona, jest
nieskoriczona. W szczegdlnosci wszystkie klasy wlasciwe sg
nieskoniczone, W alternatywnej teorii mnogos$ci przyjmuje
sig istnienie tylko dwoch mocy nieskonczonych: przeliczalnej
i nieprzeliczalnej. Klasa A jest przeliczalna, gdy jest nieskon-.
czona, liniowo uporzgdkowana oraz dla kazdego x e A klasa
{yeA:y<x} jest skonczona. Dla klas przeliczalnych przyj-
muje sie nastgpujacy aksjomat (10) o przediuzaniu funkcji —
dla kazdej przeliczalnej funkcji F istnieje funkcja-zbiér f ta-.
ka, ze F<C{. Z okreS$lenia mocy przeliczalnej i z tego aksjo-.
matu wynika, ze klasy przeliczalne sg poélzbiorami wlasciwy-.
mi,

Wszystkie pozostale klasy nieskohczone sg nieprzeliczalne.
W szczeg6lnosei zbiory zawierajgce pdlzbiory sa nieprzeliczal-
ne. Aczkolwiek mozna przyjaé¢, iz istnieja rézne moce nieprze-
liczalne, to jednak wystarczy ograniczyé sie tylko do jednej.
Gwarantuje to nastepujacy aksjomat (11), jezeli X i Y sg nie-
przeliczalne, to sg roéwnoliczne **. Za motywacje dla takiego
rozumienia klas nieskonczonych uwaza sie nieprecyzyjne po-
jecie aktualnej nieskonczonoSci uzywane w matematyce kla-
sycznej. Zaobserwowano roéwniez, ze zbiory skonczone o bar-,
dzo duzej liczbie elementéw mogg w pewnych sytuacjach ,za-~
chowywat sie” jak zbiory nieskonczone,

Opisany system teorii mnogosci mozna zinterpretowa¢ w ZF.
Jest wiec niesprzeczny, o ile ZF jest niesprzeczna. Dowodd po-
lega na skonstruowaniu ultrapotegi i rozszerzeniu jej o obiek-
ty, ktore bedg klasami wlasciwymi w sensie alternatywnej
teorii mnogosci. Konstrukcja tego modelu moze sugerowac.
podobienstwo miedzy alternatywng teorig mnogo$ci a meto-
dami niestandardowymi klasycznej matematyki. Jednakze za-
mierzeniem tworcow alternatywnej teorii mnogosci nie byla
formalizacja metod niestandardowych, a nowe zupelnie podej-
Scie i stworzenie odmiennej teorii mnogosci, w ktdrej zbior
jest inaczej rozumiany, niz w cantorowskiej teorii mnogosci *.

18 Aksjomaty alternatywnej teorii mnogo$ci wraz z wnioskami z nich
wyplywajacymi sa zawarte tamze, 20—56.

19 A, Sochor. The alternative set theory, w: Set theory and hierar-
chy theory. Conference Bierutowice 1975, Berlin 1976, 261.
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Alternatywna teoria mnogosci moze stanowi¢ podstawe dla
budowania matematyki. W rozszerzonym uniwersum okresla
sie podstawowe struktury matematyczne takie jak: liczby na-
turalne, wymierne, rzeczywiste, bada sie ciaglo$¢ i inne wazne
pojecia matematyczne.

Matematyka intuicjonistyczna i alternatywna tfeoria mno-
gosei sg nieklasycznymi propozycjami ujecia matematyki.
Wprawdzie nie zastgpily teorii mnogosci cantorowskiej, lecz
dajg inne spojrzenie na podstawowe pojecia matematyczne,
a takze same stanowig bardzo ciekawy obszar badan ®.

4. UWAGI W SPRAWIE ISTNIENIA ZBIOROW

Jak widzieliSmy, w matematyce wspodiczesnej nie funkcjo-
nuje tylko jedno $cisle okreslone pojecie zbioru. To tak bar-
dzo podstawowe pojecie jest rozmaicie rozumiane i lgczy sie
z nim rézne intuicje. Jak sie wydaje, w trzech przedstawio-
nych podejsciach (klasycznym, intuicjonistycznym, alterna-
tywnym) istotne roéznice dotyczg rozumienia nieskonczonosci.
Rzutuje to w konsekwencji na sposéb budowania teorii zbio-
row, ktére nie sa skonczone. Pojecie zbioru skonczonego, poza
roznicami dotyczgcymi samego sposobu jego istnienia oraz
okreslania wlasno$ci jego elementéw, jest w zasadzie w kaz-
dym z tych uje¢ takie samo.

W intuicjonizmie w ogble nie dopuszcza sie mozliwosci aktu-
-alnego istnienia obiektu, ktéry skladalby si¢ z nieskonczonej
ilosci elementéw. Kazdy przedmiot matematyczny (ciag, za-
kres, continuum) jest nam dany tylko w skonczonych swoich
fragmentach, a nigdy jako catos¢. W alternatywnej teorii mno-
gosci sytuacja jest bardziej skomplikowana. Ta teoria roézni
sie zaréwno od klasycznej jak i intuicjonistycznej. Opiera sie,
podobnie jak teoria mnogosci typu cantorowskiego, na logice
klasycznej i jest zbudowana w postaci teorii aksjomatycznej,
co umozliwa jej badanie $rodkami uzywanymi w teorii mo-

20 Warto jeszcze wspomnieé o systemach Quine’a, ktoére byly szero-
ko dyskutowane, lecz nie prébowano w oparciu o nie budowaé ma-
tematyki. W systemie NF wystepuje schemat istnienia zbioréw dla
formul stratyfikowanych. Quine wprowadza takzie wszystko obejmuja-
g klase V i dopelnienie — X kazdej klasy X. W teorii Quine’a mozna
udowodnié, ze istniejg zbiory, ktére maja te sama moc, ¢o ich zbiér
potegowy. Jest to wyrazne odejscie od teorii cantorowskiej (W. van
‘O. Quine, Logika matematyczna, Warszawa 1974, 161—164).
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deli i porownywanie z teoriami klasycznymi®, Nalezy tez
ZWrdci¢ uwage, ze uzywa sie w niej wprawdzie termindéw
wzigtych z teorii mnogosci klasycznej — na przyklad nieskon-
czono$¢, klasa przeliczalna, nieprzeliczalna — majg one jed-
nak tu odmienne znaczenie. W szczegblnosci pdlzbiér ma na-
stepujacg wlasnos$é: nie mozna okre§lic jego ostatniego ele-
mentu, jednocze$nie zawiera sie w jakims zbierze (nieprze-
liczalnym), ktory z punktu widzenia klasycznej teorii mno-
gosci moze by¢é skonczony. Przyklady poélzbioréw, ktére poda-
ja auterzy *, moga nasuwaé pewne analogie z pojeciem zbio-
ru rozmytego. W podawanych bowiem przykladach powstajg
trudnosci z wymienieniem wszystkich elementdw posiadajs-
cych dang wiasnos¢. Teoria zbiordw rozmytych usuwa te trud-
nos¢ poprzez wprowadzenie stopnia przynaleinosci elementu
do zbioru, alternatywna teoria mnogosci przez okreglenie pbl-
zbjoru,

Jak sie wydaje, zar6wno w intuicjonizmie, jak i alternatyw-
nej teorii mnogosci probuje sie aproksymowac nieskonczonosc
poprzez zbiory skonczone, dgzac w ten sposdb do usuniecia
paradoksow klasycznej teorii mnogo$ci. Teorie mnogosci opar-
te na cantorowskim rozumieniu zbioru wystarczaja do zinter-
pretowania w zasadzie wszystkich obecnie rozwijanych teorii
matematycznych ®. W tym sensie teoria mmnogosci ZF czy M
jest teorig podstawowsg. Jednoczeénie, jak juz wspomniatam,
kazda aksjomatyczna teoria zbiordéw jest istotnie niezupelna,
a uklady aksjomatéw sz wzajemnie niezalezne. Mozemy wiec
budowaé rozmaite teorie mnogosci. W szczegélnoscei, przyjmu-
jac wlasnosci zbioréw wyrazone na przykiad w aksjomatach
ZF, daje sie utworzy¢ nieskonczonie wiele rozmaitych teorii,
w ktérych pewne wlasnosci zbiordéw beds si¢ miedzy sobg roz-
nity, Wybbér miedzy konkurencyjnymi teoriami bedzie w zna-
cznym stopniu zalezal od matematyka, od tego do jakiego ce-
1t ma mu dana teoria stuzy¢.

%1 Na przykiad teorie M bez aksjomatu nieskonczonosci daje sie zin-
tempretowaé¢ w AST, AST z kolei w ZF oraz w M z wylaczonym aksjo-
matem potegowym. Ta ostainia teoria daje sie zinterpretowaé w AST
(P. Vogpenka, dz. cyt., 147).

22 Tamze, 36.

28 Wyjatek od tej reguly moze stanowié teoria kategonii, ktéra jest
uwazana za teorie ogolniejszg i bardziej podstawowa niz {eoria mno-
gosel. NaleZv takze pamietaé, Ze przy okreslaniu jakich$ pojet przy
pomocy zbiordw ujmujemy tylko czes$é intuicji, ktoére wigza sie z tym '
pojeciem, gdyz taka interpretacja ujmuje tylko formalne wiasnosci ba-
danego pojecia i jego najwazniejsze relacje z innymi pojeciami.

§ — Studia Philosophiae Christianae nr 1
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W odniesieniu do teorii mnogosci traci tez sens pojecie ka-
tegorycznosci w znaczeniu klasycznym * — uniwersum zbio-
réw nie istnieje dla nas jako pewna calo$¢, mamy dostgp tyl-
ko do pewnych jego fragmentdéw. Jak sie wydaje, za taki stan
rzeczy moze byé¢ odpowiedzialna nieograniczona mozliwosé sto-
sowania aksjomatu potegowego. Przy jego pomocy mozna
otrzymywac zbiory o coraz wiekszych mocach nieskonczonych
oraz zbudowaé¢ hierarchie zbiordow *. Hierarchia ta, jakkolwiek
konstruowana przy pomocy tylko aksjomatu zbioru potego-
wego, aksjomatu sumy i aksjomatu nieskonczonosci ze zbio-
ru pustego, nie daje nam w zasadzie wielu mozliwoséci wnik-
niecia w strukture wewnetrzng, a co za tym idzie, zbadania
wlasnosci zbioréw. Warto w tym miejscu dodaé, ze pomyst
Godla, wykorzystany w dowodzie niesprzecznosci hipotezy
continuum i aksjomatu wyboru, opieral sie na wyrazZnym okre-
Sleniu elementéw potegi danego zbioru. Aksjomat potegowy
nie zostal wyeliminowany, ale wskazano, jak majg wygladac
podzbiory danego zbioru (oczywiscie chodzi tu o podzbiory
zbioru nieskonczonego). Ten zabieg pozwolil udowodnié, zZe
w uzyskanym uniwersum zachodzi hipoteza continuum oraz
aksjomat wyboru.

Jak wspomnialam, teoria mnogosci uchodzi za teorie podsia-
wowg, do ktoérej mozna sprowadzi¢ wszystkie pozostate teorie.
Jednoczesnie sama ta teoria jest niezupeilna, nie jestesmy
w stanie zbadaé wszystkich interesujgcych nas wlasnosci zbio-
réow, co wiecej, mamy duzg dowolno$¢ w budowaniu rozma-
itych teorii mnogosci. Taki stan rzeczy powoduje, ze nasze in-
tuicje zwigzane z prawdziwoscia twierdzen matematycznych,
a talkze z istnieniem obiektéw matematycznych wydajg sie nie
nie mie¢ zadnego punktu odniesienia. Prawdziwo$¢ staje sie
bowiem pojeciem wzglednym, gdyz bedzie zalezala od tego,

24 Teoria jest kategoryczna w znaczeniu klasycznym, jezeli posiada
tylko jeden model z dokladnoscig do izomorfizmu. Arytmetyka Peano
re standardowa interpretacja pojecia zbioru i przynaleznosci elementu
do zbioru traktowana jako teoria rzedu drugiego jest kategoryczna. Na
jeszeze inne aspekty zwracajg uwage A. A, Fraenkel, Y. Bar-Hiliel,
A. Levy., Mianowicie w odniesieniu do zbioru liczb naturalnych istnie-
je zupelna teoria (arytmetyka Skolema), kidéra posiada dobrze okreslo-
ne pojecie semantycznej prawdziwosci. Natomiast nie istnieje ogoélaie
akceptowana definicja prawdy dla sformalizowanej teorii mnogosci
(A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel, A. Levy, dz. cyt., 318—319).

% Poniewaz aksjomat potegowy jest niezalezny od pozostatych aksjo-
matéw ZF mozna rozwazaé teorie munogosci bez tego aksjomatu, czy
Z ograhiczong jego wersja.
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w ramach jakiego systemu teorii mnogosci dane zdanie jest
rozpatrywane. Sytuacja taka jest szczegélnie niedogodna
w przypadku teorii, ktére majg za zadanie opisywaé pewne
podstawowe dziedziny obiektdw matematycznych jak na przy-
kiad liczby rzeczywiste czy naturalne. Rozwigzania pewnych
probleméw bedg bowiem zalezaly od tego, jakie przyjmie sie
dodatkowe hipotezy. Najwilasciwsza wydaje sie wiec byé na
gruncie zaksjomatyzowanych teorii matematycznych koheren-
cyjna definicja prawdy. Podobne uwagi mozna odnies¢ i do
pojecia istnienia, gdyz zachodzi konieczno$¢é odwolania sie przy
ustalaniu, czy jakis obiekt istnieje, do uniwersum zbiorow (na
przyklad istnienie zbioru niemierzalnego w sensie Lebesgue’a).

Opisane problemy z rozumieniem prawdy i istnienia w ma-
tematyce wynikajg, jak sie wydaje, z ograniczen jezyka sfor-
malizowanego teorii mnogosci oraz przyjecia, ze istniejg zbio-
ry nieskonczone dowolnych mocy. W matematyce intuicjonis-
tycznej oraz w alternatywnej teorii mnogosci prébuje sie wy-
eliminowa¢ te trudnosci poprzez rdéznorodne ograniczenia na-
kladane na pojecie nieskoniczonosci. Teorie te stawiajg sobie
za zadanie opisywanie jednej dziedziny obiektéw matematycz-
hych. W tym kontekscie na teorie nieklasyczne mozna pa-
trze¢ jak na teorie, dajgce oparcie dla klasycznego rozumie-
nia prawdy i istnienia w matematyce. Przyjmowane jednak
ograniczenia i1 stosowane metody powodujg, iz uprawianie
matematyki w ramach wspomnianych systemoéw znacznie od-
biega od aktualnej praktyki matematykéw. Takze zakres pro-
blemoéw, ktéore moze rozwigza¢ matematyka intuicjonistyczna,
czy matematyka uprawiana w ramach alternatywnej teorii
mnogosci jest znacznie wezszy niz w matematyce klasycznej.

Na zakonczenie warto jeszcze przyjrzeé sie problemowi do-
tyczacemu sposobu istnienia zbioréw. Jak sie wydaje, zagad-
nienie to zalezy w gléwnej mierze od rozumienia istoty ma-
tematyki. Badania nad teorig mnogosci nie mogg tu wiele po-
moce, chociaz dajg pewne podstawy dla proéb wyeliminowania
niektérych opinii na ten temat. Intuicjonizm stworzyl wlas-
ng wizje matematyki, w mysl ktorej matematyka jest swo-
bodnym tworem umysiu ludzkiego. Tak wiec i istnienie obiek-
tow matematycznych jest w takim ujeciu powigzane z umy-
stem czlowieka. Natomiast przy klasycznym rozumieniu zbio-
ru, jak i w alternatywnej teorii mnogosci, zagadnienie istnie-
nia zbioréw nie ma juz tak jednoznacznego rozwigzania.

Klasycznie problem istnienia zbioréw lgczy sie z problemem
uniwersaliéw. Platonizm uwaza sie za wspoélczesng wersje re-
6#
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alizmu skrajnego, a intuicjonizm za forme konceptualizmu *.
Sprawa jednak wydaje sie by¢ bardziej skomplikowana.. W
klasycznym sporze o uniwersalia moéwi sie o sposobie istnie-
nia poje¢ ogélnych. Te rozwigzania moglyby wiec mieé za-
stosowanie do zbioréw zlozonych z indywiduoéw. Natomiast
w matematyce mamy do czynienia ze zbiorami, ktérych ele-
menty sg obiektami matematycznymi. Same te przedmioty
nie maja zas jasnego statusu ontologicznego. Poza tym w can-
torowskiej teorii mnogos$ci tworzy sie zbiory, ktérych elemen-
tami sg podzbiory innego zbioru i tego typu konstrukcja moze
by¢ przeprowadzana bez Zadnych ograniczen dowolnie wiele
razy. Z punktu widzenia matematyka nie ma dla niego wie-
kszego znaczenia, czy rozpatruje zbiér ziozony z jakichs ele-
mentéw (na przyklad liczb naturalnych, ktére zresztg tez moz-
na uwazac za zbiory), czy tez zbidr, ktory powstaje przez wie-
lokrotne wykonanie operacji brania wszystkich podzbioréw
poczynajac od zbioru wyjsciowego. Trzeba tez pamigta¢, ze
z reguly interesujgce dla matematyka sg zbiory nieskoficzone
i to dowolnych mocy. Tak wiec, jak sie wydaje, przeniesienie
sporu o uniwersalia na grunt matematyki (teorii mnogosci)
powinno by¢ poprzedzone takim jego sformutowaniem,: by
obejmowal swym zakresem dowolne zbiory.

Powstaje tez jeszcze jeden wazny problem. Czy sposob
istnienia jakiegos obiektu matematycznego jest taki sam :jak
istnienie zbioru, ktéry ten obiekt reprezentuje? Odpowiedz na
to pytanie nie wydaje sie by¢ tatwa. Napotykamy tu bowiem
rozmaite trudnosci. Przede wszystkim ten sam obiekt mate-
matyczny moze byé reprezentowany przez rozmaite zbiory.
Poza tym przedmioty matematyczne znajdujg sie na réznych
poziomach abstrakeji. Automatyczne poréwnywanie tych po-
ziomow ze stopniami hierarchii zbioréw nie wydaje sie wila-
$ciwe. Tak wiec zagadnienia istnienia przedmiotoéw matema-
tycznych nie mozna redukowaé tylko do problemu istnienia
zbiorow.

26 Czynig tak na przykiad J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy lo-
giki matematycznej i teorii mmnogosci, Warszawa 1984, 280-—283.
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SOME REMARKS CONCERNING THE NOTION OF SET

Summary

The aim of this paper is to present and discuss three different
theories of sets. They are: 1) axiomatic systems of set theory based
on the Cantor’s notion of sef, 2) intuitionistic mathematics, 3) the
alternative set theory. The main difference between these theories is
related to the notion of the infinite.



