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UWAGI O PRZEDMIOCIE MATEMATYKI
1. WSTEP

W jaki sposob istnieje przedmiot matematyki, Jak go poznajemy, te
pytania byly wielokrotnie stawiane i udzielano na nie rozmaitych od-
powiedzi. Te kwestie sa w dalszym ciagu aktualnym i podstawowym
problemem filozofii matematyki. Latwo jest wymieniaé szereg termi-
ndéw, ktérymi w przeszlosci i wspdtczesnie zajmuja si¢ matematycy,
na przyklad: liczby, figury geometryczne, funkcje, zbiory, przestrzenie
geometryczne, struktury algebraiczne, catki, zmienne losowe. Mate-
matyk przyjmuje, Ze to, co bada, w jakis sposob jest mu dane, i w grun-
cie rzeczy taka odpowiedzZ na postawione pytanie jest dla niego zado-
walajaca, gdyz umozliwia mu owocne rozwijanie matematyki. Jednak
dla filozofa matematyki taki minimalizm poznawczy jest wysoce nie-
wystarczajacy.

B. Russell okreslit matematyke ,,jako nauke, w ktorej nigdy nie wie-
my, 0 czym moéwimy i czy to, o czym si¢ tam mowi, jest prawdziwe.
Ludzie, ktoérzy tamali sobie glowe nad podstawami matematyki, za-
pewne znajda pociechg w tej definicji i prawdopodobnie uznaja ja za
stuszng™' . Wypowiedz Russella trzeba odczytywaé w kontekscie sytu-
acji w podstawach matematyki na przetomie wiekow XIX i XX. Jego
opinia byla zapewne przejawem sceptycyzmu, spowodowanego nie-
udanymi prébami znalezienia dla matematyki niepodwazalnych pod-
staw. Wprawdzie kryzys w podstawach matematyki w minimalnym
tylko stopniu zaciazy! nad sama matematyka XX wieku, to wypowiedz
Russella, jak sig¢ wydaje, nie stracila na aktualnosci.

Ciagle na nowo podejmowane proby stworzenia teorii dotyczacych
istoty matematyki nie doprowadzily do wypracowania jednego, po-
wszechnie akceptowanego stanowiska. Z reguly propozycje rozwia-
zanh sa przedstawiane w postaci jednej wszystko obejmujacej formuty,
ktéra nie uwzglgdnia calej zlozonosci problematyki. Zagadnienie to
jest trudne jeszcze z nastgpujacego wzglgdu, matematyka rozwija sig
i zmieniajg si¢ tym samym pojgcia, ktérymi zajmuja si¢ matematycy.

W artykule przedstawig najcz¢$ciej wyglaszane opinie na temat tego,
czym zajmuje si¢ matematyk. Zaproponujg réwniez modyfikacjg ujgé

! Cyt. za: W. R. Fuchs, Matematyka popularna, Warszawa 1972, 198.
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wczesniejszych, ktdra, jak mi si¢ wydaje, lepiej ujmuje cechy charak-
terystyczne matematyki.

2. ILOSC JAKO PRZEDMIOT MATEMATYKI

W przeszlosci najbardziej rozpowszechnionym stanowiskiem byt
poglqd w mysl ktorego matematyka jest nauka o ilosci. W starozytno-
$ci 1 Sredniowieczu to przekoname bylo dominujace, a rowniez wspot-
czesnie mozna sig¢ z nim spotka¢. Obecnie wydaje sig, Ze, zwlaszcza
w XX wieku, stracilo ono swoje uzasadnienie. Warto tez dodaé, ze
1 w przeszlosci stwarzalo powazne trudnosci.

Przekonanie o ilo$ciowym charakterze przedmiotu matematyki w sta-
rozytnosci zostalo ugruntowane przez poglady pitagorejczykow, Pla-
tona i Arystotelesa.

W systemie filozoficznym pitagorejczykdéw problem poszukiwania
arche, postawiony wczesniej przez filozofow jonskich, znalazt specy-
ficzne rozwiazanie. Pitagorejczycy uznali mianowicie liczby i zwiazki
mig¢dzy liczbami za formalny pierwiastek rzeczy, za istotny element
bytu. Wszech§wiat byt przez nich pojmowany jako system liczb. Za$
liczba byla czyms niezmiennym 1 pierwszym w catej naturze’.

Poglady pitagorejczykéw oddziataly w znacznej mierze na koncep-
cjg Platona. Wedlug Platona przedmioty materialne stanowia tylko nie-
doskonate odbicie $wiata idei, ktore sa wieczne, doskonate, niezalezne
od rzeczy i nadaja sens wrazeniom uzyskiwanym ze §wiata przedmio-
tow fizycznych. W systemie Platona przedmioty matematyczne znaj-
dujq si¢ pomigdzy zmyslowo postrzeganymx rzeczami a ideami i ist-
niej niezaleznie od materii i poznajacego podmiotu. Co wigcej, ich
istnienie jest pierwotne w stosunku do obiektéw materialnych. Przed-
mioty fizyczne o ksztalcie na przyktad kuli czy trojkata sa tylko niedo-
skonalymi odbiciami idealnych kul i trojkatow istniejacych odwiecz-
nie. Poznanie tego idealnego $wiata obiektow matematycznych odby-
wa si¢ wylacznie na drodze poznania rozumowego. Poznanie zmystowe
niedoskonatych, istniejacych w $wiecie materialnym odbié idealnych

2 Arystoteles tak streszcza poglady pitagorejczykéw: , pitagorejczycy pierwsi za-
jawszy si¢ naukami matematycznymi nauki te rozwingli, a zaprawiwszy si¢ w nich
sadzili, Ze ich zasady sa zasadami wszystkich rzeczy. [...] dostrzegli tez w liczbach
wlaéciwoéci i proporcje muzyki; skoro wigc wszystkie inne rzeczy wzorowane sa, jak
im si¢ zdawato, w calej naturze na liczbach, a liczby wydaja sig pierwszymi w calej
naturze, sadzili, ze elementy liczb sg elementami wszystkich rzeczy, a cale niebo jest
harmonia i liczba” (Arystoteles, Metafizyka 985 b — 986 a, Warszawa 1983, 17).
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obicktow, nie moze dostarczy¢ nam zadnej warto§ciowej o nich wie-
dzy.

Warto tez doda¢, ze zarbwno w koncepcji pitagorejczykow, jak i Pla-
tona wystgpuje przekonanie, iz ,,zdobycie wiedzy o stosunkach mie-
dzy liczbami pozwoli poznaé zaleznosci wystepujace w rzeczywisto-
§ci™. Uznaje sig wige, ze przyroda daje si¢ poznawaé przy pomocy
matematyki (jako odbicie §wiata idei). Obiekty fizyczne sg powiazane
z matematycznymi, gdyz sa odbiciem tych ostatnich.

W nurcie tradycji zapoczatkowanej przez pitagorejczykow i Plato-
namozna, przyktadowo, umiesci¢ poglady: swigtego Augustyna, uzna-
Jjacego $wiat realny za stworzony przez Boga wedtug idealnych wzo-
0w czy mysli, istniejacych w umysle Bozym; Mikotaja z Kuzy twier-
dzacego, iz w badaniu §wiata widzialnego podstawowa rolg odgrywa
matematyka, dostarczajaca nam narzedzi, ,,dzigki ktérym mozemy so-
bie uswiadomi¢ cala niewspotmiernosé skonczonosci $wiata, w kto-
rym zyjemy i nieskonczonos$¢ rzeczywistosci Bozej™; Leonarda da
Vinci dla ktérego matematyka byta kluczem, otwierajacym wszelkie
dziedziny wiedzy, gdyz $wiat jest skonstruowany wedle tajemnego,
geometrycznego szyfru, ktéry mozna odczytaé poprzez do$wiadcze-
nie’; Kartezjusza, dla ktérego matematyka byla metoda, pozwalajaca
wyjasni¢ strukturg $wiata.

W przytoczonych pogladach wida¢ nawiazanie do koncepcji Plato-
na poprzez stwierdzenie, ze $wiat obiektow fizycznych jest zbudowa-
ny wedhug schematu, szyfru, badz idei istniejacych uprzednio i daja-
cych sig¢ pozna¢ dzigki matematyce. Ta tendencja jest widoczna row-
niez w platonizmie wspotczesnym.

Arystoteles twierdzil, ze samodzielnie moga bytowa¢ tylko jednost-
kowe rzeczy 1 nie istnieje zaden §wiat idei wcze$niejszych w stosunku
do $wiata przedmiotéw materialnych, a tym samym nie istnieje pier-
wotnie idealny $wiat obiecktow matematycznych®. Uznawat jednak,

3R. Palacz, Od wiedzy do nauki. U zrédel nowozytnej filozofii przyrody, Wroclaw
1979, 31.

4 S. Swiezawski, Miedzy Sredniowieczem a czasami nowymi. Sylwetki myslicieli
XV wieku, Warszawa 1983, 181.

$ Tamze, 230-231.

¢, Zaden bowiem przedmiot matematyczny nie jest przyczyna w zadnym z wyroz-
nionych przez nas znaczen w odniesieniu do pierwszych zasad. [...] Przedmioty mate-
matyczne nie sa odiaczalne od rzeczy zmystowych, wbrew temu, co twierdza niekto-
rzy 1 nie s pierwszymi zasadami” (Arystoteles, Metafizyka 1093 b, Warszawa 1983,
386-387).
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podobnie jak wigkszo$¢ myslicieli starozytnosci, ilo$¢ za przedmiot
matematyki. W przeciwienstwie do Platona przyjmowat, ze ilo$¢ zo-
stata wyabstrahowana z przedmiotéw fizycznych. Ciala fizyczne za-
wieraja mianowicie powierzchnie, punkty, linie, ktére w specyficzny
sposob bada matematyk. Te powierzchnie, linie, punkty sa przez mate-
matyka rozpatrywane w oderwaniu od swych fizycznych odpowiedni-
kow. Matematyk bada dlugo$é fizyczna, ale nie jako fizyczna, tylko
oddzielona poprzez akt abstrakcji od swego fizycznego odpowiednika.
Ilo$¢ wyrazona w liczbie, rozciagtosci i ksztalcie moze by¢ rozpatry-
wana w oderwaniu od innych fizycznych wiasciwosci cial material-
nych, mimo ze nie istnieje oddzielnie od nich. Umyst, gdy mysli o obiek-
tach matematyki, ,,mysli o nich, jak gdyby byly oderwane od ciata,
chociaz w rzeczywistosci nie sa one od niego oderwane™. Zatem przed-
miotem matematyki jest realna ilo$¢ badana we wlasciwy dla matema-
tyki sposob. Warte podkreslenia jest to, ze w matematycznym pojeciu
ilo$ci mamy odniesienie do $wiata materialnego i do czynno$ci umy-
shy, jaka jest abstrahowanie.

Do pogladéw Arystotelesa o iloSciowym charakterze przedmiotu
matematyki nawiazuja m. in.: Awicenna, ktory stwierdza, Ze matema-
tyka bada konkretnie istniejace stosunki ilosciowe i relacje; Hugon od

w. Wiktora, ktory uwaza, ze przedmiotem matematyki sa intelligibi-
lia obejmujace roznego rodzaju ilosci i stosunki ilosciowe; Albert Wiel-
ki (z Bollstidt), ktory przyjmuje, Ze przedmiotem matematyki sa przy-
padiosciowe dane iloSciowe tkwiace w danych zmystowych, ale juz
w oderwaniu od zmienno§ci i stawania sie.

Sw. Tomasz z Akwinu przejmuje od Arystotelesa tréjstopniowy po-
dziat abstrakcji, totez na drugim jej stopniu umieszcza matematyke.
Wedlug niego abstrakcja matematyczna pomija materi¢ zmystowa i do- .
tyczy materii inteligibilnej, ktora mozna traktowac jako substrat meta-
fizyczny dla ilo$ci lub jako continuum, ktdre jest materia dla form geo-
metrycznych. Materia ta jest dostgpna tylko dla poznania umystowego
i nie jest spostrzegalna przez zmysty zewngtrzne. Przedmiotem mate-
matyki sa rézne rodzaje ilosci, a mianowicie: figury geometryczne, licz-
by, relacje migdzy nimi. Matematyka jest nauka realna, méwiaca o ilo-
$ciowych aspektach $wiata materialnego.

Poglad $w. Tomasza o iloSciowy charakterze matematyki przejmuja
neotomisci. W szczego6lnosci, A. G. Melsen uwaza, iz przedmiotem

7 Arystoteles, O duszy, 431 b, Warszawa 1972, 100.
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matematyki jest ilo$¢, ktora dzieli na ciagla (quantitas continua) i roz-
czlonkowang (quantitas discreta). Pierwsza forma iloéci jest zwiazana
zrozciagloscia w czasie i przestrzeni rzeczy materialnych, druga z wy-
stgpowaniem wielu jednostek tego samego gatunku. Ilo$¢ ciagla jest
przedmiotem geometrii, a rozcztonkowana — arytmetyki. Wedtug Mel-
sena nawet najbardziej abstrakcyjne galgzie matematyki wspotczesnej
réwniez badaja ilo$¢ z tym, ze to pojgcie trzeba rozumie¢ bardzo sze-
roko, a nie ogranicza¢ si¢ do tego, co mozna zmierzy¢ lub liczyc®.

Z polskich neotomistow stanowisko gloszace, ze matematyka jest
naukg o ilodci, przyjmuje m. in. M. A. Krapiec. Wedtug niego byt ma-
tematyczny uzyskujemy na drodze abstrahowania z bytow jednej tyl-
ko ich wlasciwosci, a mianowicie iloéci, ktora jest przedmiotem mia-
ry’. ,.Intelekt zwraca uwagg wilasnie na tg ilos¢, jako na pewna dosko-
nato$¢ materialnego bytu, 1 poznawczo odrywa ja od konkretu, a nawet
od pewnych pojg¢ ogoélnych™'®. W ten sposéb intelekt tworzy byt ma-
tematyczny, bedacy przedmiotem matematyki, ktory ,,nie bgdac bytem
realnym, jest bytem mys$lnym, majacym swe podstawy w rzeczy (z rze-
czy bowiem zostal wyabstrahowany i do pomiaru rzeczy moze byé
zastosowany)”!!,

W wieku XX stanowisko, ze 1lo§¢ jest przedmiotem matematyki,
zajmuja autorzy marksistowscy. W tym wzglg¢dzie przejmuja oni po-
glad F. Engelsa, ktory okreslajac istot¢ matematyki, stwierdza, ze
,,przedmlotem czystej matematykl sa formy przestrzenne 1 stosunki 110-
§ciowe rzeczywistego §wiata, a wigc materiat bardzo realny”'?. Za En-
gelsem to okreslenie powtarzaja w XX wieku wszyscy autorzy mark-
sistowscy zajmujacy si¢ filozofia matematyki, jednak w roznoraki spo-
sob je modyfikuja, probujac dostosowaé do matematyki wspotczesnej'>.

Wprawdzie poglad, ze przedmiotem matematyki jest ilo$¢, prawie
powszechnie byt akceptowany, to rozmaicie rozumiano istotg i sposdb
istnienia ilosci. W starozytno$ci mozna wyrdzni¢ przynajmniej dwie
koncepcje na ten temat: uwazanie ilosci za byt idealny 1 uznanie ilosci

 A. G. van Melsen, Filozofia przyrody, Warszawa 1968, 193-199.

® M. A. Krapiec, Metafizyka. Zarys teorii bytu, Lublin 1985, 345.

Y Tamze, 345.

' Tamze, 346.

12 F. Engels, Anty—Diihring, w: K. Marks, F. Engels, Dziela t. 20, Warszawa 1972, 40.

13 Zob. A. Lemanska, Przedmiot matematyki w materializmie dialektycznym, w: Z za-
gadnien filozofii przyrodoznawstwa i filozofii przyrody, t.VII, red. M. Lubanski,
S.W. Slaga, Warszawa 1985, 23-53.
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za abstrakcjg majaca podstawg w rzeczy. Ilo$¢ za byt idealny uznawali
Pitagorejczycy oraz Platon. Zwolennikiem drugiego podejscia byt Ary-
stoteles.

Oba powyzsze ujgcia przedmiotu matematyki przewijaty sie przez
calq historig filozofii az do naszych czaséw. Wspoéiczeénie, mimo odej-
$cia od pogladu, ze przedmiotem matematyki jest ilo$¢, w filozofii
matematyki daja si¢ zauwazy¢ nawiazania do uje¢ Platona i Arystote-
lesa. Nalezy podkresli¢, ze koncepcje odno$nie przedmiotu matematy-
ki bardzo czgsto taczy sig $cisle ze stanowiskami zajmowanymi w tzw.
sporze o uniwersalia. Szczegolnego znaczenia ten spor nabrat w kon-
tek$cie pytania, jak istnieja zbiory. Najczg$ciej wyrdznia sig trzy kon-
cepcje na temat sposobu istnienia zbioru: platonizm (realizm skrajny),
konceptualizm (konstruktywizm, intuicjonizm) i nominalizm',

Jak z dzisiejszej perspektywy mozna oceniaé stanowiska, gloszace,
ze przedmiotem matematyki jest ilo§¢? W starozytnosci i $redniowieczu
matematyka to byla przede wszystkim geometria. Arytmetyka ograni-
czala si¢ w zasadzie do umiejgtnosci wykonywania dziatan arytmetycz-
nych. Co wigcej, teorig liczb rzeczywistych zredukowano do geometrii:
teoria liczb to teoria proporcji Eudoksosa, w ktdrej liczbg utozsamiano
z odcinkiem. Badane w geometrii elementarnej bryty i figury sa conti-
nuami'’, stad konieczno$¢ wyrédznienia dwoch rodzajow ilosci: dyskret-
nej, bedacej domena arytmetyki liczb naturalnych i ciaglej, bgdacej do-
mena geometrii.

Poglad, ze przedmiotem matematyki jest ilo§¢, uymowal pewne istot-
ne cechy matematyki staroZytno$ci i §redniowiecza. Wprawdzie z dzi-
siejszej perspektywy w geometrii obok wlasnosci ilo§ciowych, zwia-
zanych z mozliwo$ciami pomiaru objgtosci, powierzchni pdl, dlugo-
§ci, istotne znaczenie maja rowniez wlasnosci jakosciowe badanych
zbioréw, to w powyzsze widzenie przedmiotu geometrii jest, by¢ moze,
uwiklane to, ze Arystoteles rozciagio$¢ potraktowat jako podstawowa
wlasno$¢ ilosciowa bytdéw materialnych, ktora stanowi ,,podloze” dla
innych wlasno$ci. Trzeba rowniez pamigtac, ze poglad o ilo§ciowym
charakterze przedmiotu matematyki sprawil, iz za dyscypliny matema-
tyczne uwazano nie tylko geometrig i arytmetykg, lecz réwniez astro-

14 Zob. np. J. Stupecki, L. Borkowski, Elementy logiki matematycznej i teorii mno-
gosci, Warszawa 1984, 279-283.

'S Continuum jest to zbidr zwarty i spdjny. Intuicyjnie oznacza to, ze stanowi jeden,
ciagly kawatek przestrzeni lub plaszczyzny.
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nomig i muzyke (czy precyzyjniej — teori¢ muzyki), a takze mechanike
1optyke.

Sytuacja w matematyce zmienia si¢ jednak radykalnie z chwila po-
wstania pojgcia funkcji. Pojgcie to zaczglo ksztattowac si¢ poczawszy
od wieku XIV migdzy innymi w pracach Bradwardine'a, a takze Mi-
kotaja z Oresme, a do matematyki wchodzi na stale w wieku XVII.
Funkcjg, podobnie zreszta jak relacjg, trudno uwazaé za pojgcie czysto
ilosciowe, gdyz funkcja informuje nas o zalezno$ci migdzy elementa-
mi jednego wyrdéznionego zbioru (dziedziny) a elementami innego zbio-
ru (przeciwdziedziny). I chociaz w matematyce elementarnej spotyka-
my si¢ z funkcjami zmienne) rzeczywistej o warto$ciach rzeczywistych,
a poczatkowo przy pomocy wykresow—rozkladéw intensywnosci ce-
chy w zalezno$ci od miejsca — czyli tzw. form — probowano uchwycié
wlasnie ilo§ciowo zmiany w natgzeniu cech jako$ciowych, to w ogoél-
nym przypadku elementy dziedziny 1 przeciwdziedziny moga by¢ czym-
kolwiek. W wiekach XVIII i XIX to wlasnie funkcja jest uwazana za
podstawowe obok liczby pojgcie matematyczne, a w matematyce kro-
luje analiza matematyczna, ktorej zadaniem jest badanie funkcji.

Warto jeszcze zatrzymac sig¢ nad miejscem geometrii i arytmetyki
w matematyce wspoltczesnej. Elementarna geometria euklidesowa jest
obecnie w zasadzie teoria ,,zamknigta”. W XX wieku zostaly zbadane
jej podstawy, ujgto ja w system formalny. Obecnie trudno znalez¢ w niej
interesujace nierozwiazane problemy. Oczywiscie z geometrii elemen-
tarnej wyrosto wiele waznych dzialow matematyki wspdlczesnej: geo-
metrie nieeuklidesowe, geometria analityczna, topologia, lecz odeszty
one bardzo daleko od badania figur geometrycznych i, zwlaszcza w to-
pologii, trudno doszukiwa¢ si¢ w nich aspektéw ilosciowych.

Troche inaczej ma si¢ sprawa z arytmetyka, czy lepiej powiedzie¢
teorig liczb naturalnych. W arytmetyce, ktora stanowi obszar intensyw-
nych dociekan, ciagle jeszcze pojawiaja si¢ ciekawe nierozwigzane,
ajednocze$nie czgsto bardzo proste do sformutowania problemy. Ba-
dania w tym zakresie koncentruja sig¢ na dwoch réznych grupach tema-
tycznych. Jedna z nich dotyczy wiasnoéci samych liczb naturalnych
i relacji migdzy nimi, druga odnosi sig¢ do wlasciwosci teorii aksjoma-
tycznych liczb naturalnych i modeli dla nich. Zagadnienia dotyczace
wiasnos$ci liczb naturalnych, ktére przykuwaja uwage matematykow,
z reguty stanowia osobne zagadnienia, ktoérych proby rozwiazania do-
prowadzaja do rozwoju wielu waznych teorii. Czgsto w dowodach
twierdzen z tego zakresu wykorzystuje sig rozmaite dziaty matematyki
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wspotczesnej'é. Stad trudno zagadnienia pojawiajace sig¢ w teorii liczb
traktowac jako problemy dotyczace wylacznie ilosci. Réwniez bada-
nia w zakresie podstaw arytmetyki stanowia zrodto waznych proble-
mow, ukazujacych czgsto nieoczekiwane wlasnosci systemow aksjo-
matycznych i modeli dla arytmetyki Peano (twierdzenia Gédla). Bada-
nia te jednak w naturalny spos6b wykraczaja poza aspekty ilosciowe.

Elementarna geometria i arytmetyka liczb naturalnych stanowia obec-
nie tylko niewielki fragment matematyki. Wspoétczesnie zas rozwijaja
si¢ takie dzialy matematyki, w ktorych trudno jest dostrzec aspekty
ilosciowe. Co wigcej, rowniez w geometrii i arytmetyce istotne zna-
czenie odgrywaja analizy jako$ciowe.

3. STANOWISKO FORMALISTYCZNE W KWESTII PRZEDMIOTU
MATEMATYKI

Na poczatku XX wieku D. Hilbert sformulowal program formaliza-
cji matematyki. Wprawdzie cele, ktdre stawial przed soba, okazaty si¢
by¢ niemozliwe do zrealizowania, to osiagnigte wyniki (m. in. przez
D. Hilberta, P. Bernaysa, J. von Neumanna, W. Ackermanna, G. Gent-
zena) daly podstawy dla przyjgcia pogladu, w mysl ktérego matematy-
ka jest szeregiem teorii formalnych'”. W tym ujgciu pytanie o przed-
miot matematyki traci swj sens, gdyz dla teorii formalnej nie ma zna-
czenia jej przedmiotowe odniesienie, a tylko wynikanie logiczne
z przyjetych (w zasadzie zupetnie dowolnie) aksjomatéw. W tym sen-
sie mozna rowniez rozumieé przytoczona wypowiedz Russella. W for-
malistycznym ujeciu teorie matematyczne sg tylko niezinterpretowa-
nymi rachunkami aksjomatyczno—formalnymi. Tym samym matema-
tyka jest pozbawiona przedmiotu i jest uwazana za gr¢ symbolami, za
jezyk, ewentualnie za uzyteczne narzgdzie, wykorzystywane w innych
naukach.

Zwolennikiem powyzszego widzenia istoty matematyki jest
H. B. Curry. Uwazat on matematykg za naukg o systemach formainych.
Twierdzil, ze nie ma tylko jednego systemu, ktory obejmowatby cala

16 Na przyklad dowod Wilesa z 1995 r. wielkiego twierdzenia Fermata wykorzystu-
je teorig funkgji eliptycznych, zob. A. D. Aczel, Wielkie twierdzenie Fermata. Rozwiq-
zanie zagadki starego matematycznego problemu, Warszawa 1998.

17 Z twierdzen Gédla, jak wiadomo, wynika, Ze calej matematyki nie mozna za-
wrzeé w jednym, zupelnym i niesprzecznym systemie formalnym. W stanowisku for-
malistycznym zatem przyjmuje sig, ze w matematyce mamy do czynienia z wieloma
teoriami formalnymi.
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matematykg (tak jak sadzit Hilbert), ale mamy poszczegdlne rowno-
rzedne teorie'®.

Formalizm wywart istotny wplyw na precyzacj¢ metody matematy-
ki, jej jezyka, struktury teorii'®. Rozwingla sig¢ cata bogata dyscyplina
matematyczna poswigcona badaniom teorii sformalizowanych — meta-
matematyka.

Formalizacja teorii matematycznej pozwala na przedstawienie wiedzy
matematycznej w przejrzystej postaci. Jezeli mamy do czynienia z teoria
aksjomatyczna czy formalna, to stosunkowo tatwo sprawdzi¢, czy nie ma
w niej sprzecznosci, luk lub btednych k6t w rozumowaniach. Formaliza-
¢jazapewnia matematyce $cisto$c, jasnosc, precyzj¢ w wyrazaniu jej twier-
dzen. Nic jednak nie dzieje sig za darmo. Twierdzenia limitacyjne ukazuja
nam szereg ograniczen, ktérym podlega ta metoda. Mianowicie, w nie-
sprzecznej teorii formalnej nie wszystkie wazne pojgcia daja si¢ zdefinio-
wac, mozna tez wskazywac zdania od niej niezalezne.

Aksjomatyzacja i formalizacja jakiejs teorii matematycznej jest z regu-
ty zakonczeniem pewnego procesu ksztaltowania si¢ teorii nieformalne;j,
ktora w swej poczatkowej fazie czgsto jest daleka od §cisle formalnego
wzorca. Wydaje sig, ze dla matematyki charakterystyczne jest raczej po-
stugiwanie si¢ wylacznie rozumowaniami dedukcyjnymi, a nie formaliza-
cja. Matematyka bowiem przede wszystkim interesuje tre§¢ dowodzonych
twierdzen. Czgsto nie jest dla niego wazne to, w jakiej teorii aksjomatycz-
no-dedukcyjnej pracuje, lecz uzyskanie konkretnego wyniku. Matematyk
stawia problem, a nastgpnie poszukuje jego rozwiazania, wykorzystujac
w tym celu wszystkie dozwolone przez paradygmat uprawiania matema-
tyki metody. Stad czgsto poszukuje pewnych wlasnosci obiektéw mate-
matycznych poza ramami teorii $ci$le odnoszacej si¢ do danego proble-
mu. Na przyktad w teorii liczb pierwszych interesujace wyniki uzyskano
postugujac si¢ rachunkiem prawdopodobiefistwa.

I. Lakatos podaje przykfady takich dowodoéw, ktorych nie daje sig
umiesci¢ w systemie formalnym. Szczegolnie interesujacy z tego punktu
widzenia jest dowod Cauchy'ego twierdzenia Eulera o wieloscianach®.
R. Murawski zwraca uwagg na to, ze dla matematyka tak naprawdg

BH. B. Curry, Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics, Amsterdam 1951.

¥ Co wigcej, formalizacja jako narzgdzie Scilejszego wyrazania teorii znalazta za-
stosowanie poza matematyka. Warto wymieni¢ tu proby formalizacji rozumowan w fi-
lozofii.

21, Lakatos, Proofs and refutation. The logic of mathematical discovery, ed. J. Wor-
rall, E. Zahar, Cambridge University Press 1976.



202 MATERIALY [64]

wazna jest prawdziwo$¢ a nie niesprzeczno$¢ w ramach danego syste-
mu formalnego®'. Jesli nawet prawdziwo$¢ jakiego§ zdania matema-
tycznego zalezy od systemu aksjomatycznego (na przykiad prawdzi-
wos$¢ hipotezy continuum), to matematyka z reguly interesuje praw-
dziwo$¢ w konkretnych modelach danej teorii.

Ograniczenia teorii formalnych I rzgdu, wynikajace z twierdzen limi-
tacyjnych, a takze wymienione powyzej argumenty (natury juz praktycz-
nej), powoduja, ze podejmowane sg proby wyjscia poza ograniczenia
narzucane przez logikg I rz¢du poprzez stosowanie metod infinitystycz-
nych lub procedur nierozstrzygalnych. Wykorzystuje sig tez jezyki wy-
zszych rzedéw. Mozna zatem stwierdzi¢, ze formalizacja jest wpraw-
dzie bardzo uzytecznym narzgdziem w pracy matematyka, lecz jest to
tylko narzgdzie, ktore nie moze przesadzac o istocie matematyki.

4. UJECIE STRUKTURALISTYCZNE PRZEDMIOTU MATEMATYKI

W wieku XX podstawowym pojgciem matematycznym stato sig po-
jecie zbioru. Wiele rozmaitych badanych przez matematykéw pojeé
definiuje si¢ jako zbiory o pewnych szczegélnych wlasnosciach®, Z re-
guly matematykow interesuja nie tylko same zbiory jakich$ obiektow,
lecz réwniez relacje miqdzy tymi obiektami. Stad w matematyce wspot-
czesnej wielka rolg przypisuje si¢ pojgciu struktury matematyczne;.
Pojgcie to wystgpuje w wielu roznych dziatach matematyki, przede
wszystkim algebrze, topologii, teorii modeli. Patrzenie na matematyke
przez pryzmat pojgcia struktury matematycznej stato si¢ w filozofii
matematyki bardzo popularne i lezalo u podstaw prac zespotu bourba-
kistow, ktorzy przy pomocy dwoch kluczowych poje¢ dla matematyki
XX wieku: zbioru i struktury matematycznej — probowali wyrazié
wszystkie pozostale pojgcia matematyczne.

Matematyka jest zatem okreslana jako nauka o strukturach matema-
tycznych. Nalezy podkresli¢, ze w tym ujgciu przedmiotu matematyki
struktura jest widziana calosciowo: istotne s relacje migdzy elemen-
tami, a nie same te elementy. Zatem nie jest wazne, czym sa elementy
dziedziny struktury, a istotne staja si¢ same relacje. To relacje nadaja

2 R, Murawski, Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Problemy zu-
pelnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia Gédla, Poznaft 1990, 158-159.

22 Na redukcje matematyki do teorii mnogo$ci mozna patrze¢ jak na wspélczesng
wersje logicyzmu. W przeciwienstwie do prob zredukowania matematyki do logiki
wyrazenie poje¢ matematycznych w terminach teoriomnogosciowych zostato uwien-
czone powodzeniem.
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ksztalt strukturze, za elementy (za kresy relacji) mozemy za$ podsta-
wia¢ cokolwiek. Dla identyfikacji struktury nie ma to zadnego znacze-
nia. Zatem uprawnione jest stwierdzenie, ze liczba naturalna jest okre-
$lona poprzez relacje w pewnej szczegolne;j strukturze (czy doktadniej
w klasie wszystkich struktur izomorficznych migdzy soba). W takim
sensie bycie liczba naturalna jest wlasnoscia czysto relacyjna.

Czym jest struktura matematyczna, jaki jest jej sposdb istnienia sta-
nowia wazne zagadnienia filozoficzne. Najczg$ciej traktuje sie struk-
turg jako byt idealny, a wigc przyjmuje si¢ jaka$ forme platonizmu?’.
W taki sposéb strukturg widza S. Shapiro i M. Resnik. Odrzucaja ist-
nienie jakich$ obiektow matematycznych, ktore traktuja tylko jako
miejsca w strukturze, wyznaczone przez relacje.

S. Shapiro traktuje strukturg jak powszechnik, ktérego wlasnosci sa
niezalezne od matematyka. Dany system obiektow powiazanych rela-
cjami jest tylko ukonkretnionym przyktadem. Co wigcej, wedtug S. Sha-
piro, pewne struktury sg egzemplifikowane w dziedzinie rzeczywisto-
§ci fizycznej. Dlatego zwiazek matematyki z naukami przyrodniczymi
polega na odczytywaniu struktur matematycznych, lezacych u podstaw
niematematycznego uniwersum. Réznica migdzy strukturami matema-
tycznymi a innego typu strukturami polega tylko na innej metodzie ich
prezentacji 1 badania — w matematyce jest to metoda aksjomatyczno—
dedukcyjna. Tym samym struktura matematyczna staje si¢ kazda struk-
tura badana przez matematyka®.

Dla M. Resnika struktura (wzor — pattern) jest niematerialnym, nie-
mentalnym obiektem, istniejacym poza czasem i przestrzenia. Struk-
tury poznajemy poprzez szereg do§wiadczen, ktore M. Resnik okresla
sdoswiadczaniem czego$ jako wzoru”. Potraktowanie matematyki jako
nauki o strukturach moze, zdaniem M. Resnika, wyeliminowa¢ trud-
noéci platonizmu obiektowego, ktore wiaza si¢ z istnieniem réznych
redukcji teorii matematycznych, a takze z wynikami uzyskanymi
w twierdzeniach limitacyjnych?.

» Mozna wyrdzni¢ klasyczny platonizm (platonizm obiektowy), w ktorym przyj-
muje sig realne istnienie obiektéw matematycznych takich jak, na przykiad, liczby
naturalne, i platonizm strukturalistyczny, w ktorym utrzymuje sig, ze realnie istnieja
struktury widziane calo$ciowo.

% S. Shapiro, Mathematics and Reality, Philosophy of Science 50(1983)4, 534-542.

3 M. D. Resnik, Mathematics as a Science of Patterns: Ontology and Reference,
Nods 15(1981), 529-530; tenze, Mathematics as a Science of Patterns: Epistemology,
Nots 16(1982), 95-99.
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Patrzenie na matematykg jako na naukg o strukturach matematycz-
nych zawgza przedmiot jej badan. Dzieje sig tak dlatego, ze po pierw-
sze, nie wszystko, co bada matematyk da sie potraktowac jak strukture
matematyczna. W szczegblnosci, przedmioty badan metamatematyki,
teorii zbioréw fraktalnych, dynamiki chaotycznej, grup skonczonych
(zwlaszcza ich klasyfikacja) skladaja si¢ z obiektow jednostkowych,
w pewnym sensie unikalnych, niepowtarzalnych. Matematyka w tych
przypadkach interesuje przede wszystkim konkretny przedmiot mate-
matyczny, a nie cala struktura, ktorej czgsto w ogdle nie wida¢?. Po
drugie, dla matematyka wazne sa nie tylko same relacje, ale rowniez
w pewnych sytuacjach istotne sa elementy, migdzy ktérymi te relacje
zachodza, gdyz czesto to ,,natura” obiektow wyznacza mozliwe relacje
miedzy nimi. Oczywiscie w wielu przypadkach istotne staja si¢ ogdlne
wlasnosci dziatan (zwlaszcza w algebrze), funkcji (w topologii), rela-
cji (na przyklad w teorii struktur porzadkowych), to czesto rownie
wazne s same obiekty, ktore niejako moga narzucac ,,ksztalt” struktu-
rze. Na przyklad, na liczby rzeczywiste mozna patrze¢ oczywiscie po-
przez pryzmat pewne;j struktury — ciata uporzadkowanego. Historycz-
nie jednak to najpierw matematycy mieli do czynienia z konkretnymi
liczbami rzeczywistymi i dzialaniami na nich; utozsamiali je z punkta-
mi na prostej. Dopiero niedawno zostaly wybrane pewne ich charakte-
rystyczne wlasnosci, ktore okre$laja struktury izomorficzne ze zbio-
rem liczb rzeczywistych.

Matematyk zajmuje si¢ niewatpliwie strukturami matematycznymi,
poszukuje tych struktur. Ich znalezienie w jakim$ obszarze badafi po-
rzadkuje sytuacjg, moze upraszczaé badane zagadnienie, pozwala nam
wyniki uzyskane w pewnym obszarze przenosi¢ do innego, gdy tylko
rozpoznamy, ze mamy do czynienia z podobnymi strukturami. Same struk-
tury w badaniach matematycznych to jednak nie wszystko, réwnie istot-
ne sa konkretne obiekty i ich wlasnoéci. W szczegdlnosci, jeszcze w sta-
rozytno$ci wyszukiwano liczby naturalne o interesujacych z jakiego$
punktu widzenia wlasno$ciach, liczbom tym nadawano nawet nazwy, na
przyklad, liczby doskonale, pierwsze, trojkatne. Obecnie ,,modne” s
badania zbioréw fraktalnych. W tym przypadku réwniez matematyka

2 Omowienie przyktadow takich obiektow matematycznych, ktore sa interesujace
dla matematyka ,.same w sobie”, a nie poprzez ich strukturalne wlasnosci, jest w:
K. Wéjtowicz, Realizm mnogosciowy. W obronie realistycznej interpretacji matema-
tyki, Warszawa 1999, 144-148.
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interesuja konkretne zbiory, na przyktad, wiasnosci zbioru Cantora czy
Mandelbrota. W analizie matematycznej poszukuje sig przyktadow funk-
¢ji 0 szczegoblnych wlasnosciach, na przyktad, funkcji przeksztalcajacej
odcinek na kwadrat, funkcji ciaglej nigdzie nierézniczkowalnej. W geo-
metrii bada si¢ poszczego6lne figury geometryczne, na przyklad, trojkaty
prostokatne, ktorych boki sa liczbami naturalnymi. Wydaje si¢ zatem, ze
przy tworzeniu teorii przedmiotu matematyki nie uciekniemy przed pro-
blemem obiektéw matematycznych.

5. PROBLEM OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH

Powyzej przedstawitam trzy odmienne poglady na temat przedmio-
tu matematyki. Konieczne jest podkreslenie, ze przejscie od traktowa-
nia przedmiotu matematyki jako ilosci do uj¢¢ formalistycznego badz
strukturalistycznego dokonywalo si¢ pod wplywem rozwoju samej
matematyki. Wyrosta z geometrii 1 elementarnej arytmetyki matema-
tyka zwlaszcza w ostatnich dwoch wiekach przeszta gruntowna meta-
morfozg. Jej przedmiot stawat si¢ coraz bardziej abstrakcyjny i coraz
mniej zwiazany z naocznym do§wiadczeniem oraz intuic)a geometrycz-
ng i arytmetyczna. Wraz z tym zmienialy si¢ rowniez koncepcje filo-
zoficzne dotyczace istoty matematyki.

Nieadekwatno§¢ w odniesieniu do matematyki wspodtczesnej stano-
wiska gloszacego, ze przedmiotem matematyki jest i1lo$¢, a jednocze-
$nie trudno$ci z okresleniem istoty obiektéw matematycznych dopro-
wadzily do powstania koncepcji formalistycznej i strukturalistyczne;.
W tych stanowiskach pomija sig obiekty matematyczne takie jak, na przy-
kfad, konkretne liczby, konkretne funkcje, figury geometryczne czy zbiory,
a ujmuje si¢ pewne globalne cechy teorii matematycznych: tylko strong
formalna teorii (w formalizmie) lub aspekty czysto relacyjne (w struktu-
ralizmie). Trzeba jednak podkresli¢, ze aksjomatyzacjg 1 formalizacjg
nalezy uzna¢ za narzgdzia pracy matematyka, narzgdzia wprawdzie bar-
dzo uzyteczne, ale tylko narzgdzia. Z kolei ujgcie strukturalistyczne, jak
to juz podkreslatam, nie moze by¢ zastosowane do wszystkich sytuacji,
ktore staja si¢ przedmiotem badania matematyka. Konieczne zatem sta-
je jeszcze raz postawienie pytania o przedmiot matematyki, a w tym
kontekscie poruszenie zagadnienia, czym sg obiekty matematyczne?

Problem obiektéw matematycznych jest najtrudniejszym zagadnie-
niem w filozofii matematyki. Stad by¢ moze proéby poszukiwania ta-
kich teorii, ktore ten problem omijaja — teoria formalna, czy struktura
matematyczna sa bardziej ,,uchwytne” niz obiekt matematyczny. Pro-
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blem przedmiotu niesie bowiem ze soba pytania ontologiczne: przede
wszystkim o sposob istnienia tych obiektow, a takze o ich istote. Obiekty
matematyczne na pewno nie sa materialne, nie sa zwiazane z czasem
lub przestrzenia, sa, jak méwimy, abstrakcyjne. Czym wiec sa, jaka
jest ich natura, gdzie istnieja?

Powyzsze zagadnienia sa obecnie rozwazane w filozofii matematy-
ki w zwiazku z dyskusja migdzy stanowiskiem realistycznym a nomi-
nalistycznym. Jednym ze zwolennikéw pogladu, w my$l ktorego obiekty
matematyczne sa realne jest W. V. O. Quine. Jest on autorem tzw. ar-
gumentu z niezbgdnosci. Quine stwierdza, Ze teorie matematyczne sta-
nowia integralna cz¢s$¢ teorii fizycznych. Skoro zatem fizyk, akceptu-
Jac, ze teoria fizyczna opisuje jaki§ fragment rzeczywisto$ci, uznaje
istnienie pojgé teoretycznych, to nie moze jednocze$nie odrzucaé ist-
nienia obiektéw matematycznych, ktore rowniez w tej teorii wystepu-
Ja. Matematyka jest niezbgdnym sktadnikiem teorii fizycznych. Nie
widaé rowniez zadnego kryterium, ktére pozwolitoby oddzieli¢ poje-
cia odnoszace si¢ bezposrednio do rzeczywistosci od tych, ktore sa
wylacznie naszymi konstruktami. Zatem realistyczna interpretacja teorii
fizycznych niejako zmusza do przyjgcia, ze istnieja rOwniez obiekty
matematyczne?’. Warto jednak dodal, iz Quine nie chcac wchodzié
w spor o sposob istnienia obiektow matematycznych, programowo nie
wypowiada si¢ w tej kwestii.

Przeciwko pogladom Quine'a wysunigto szereg zastrzezen. Istotne po-
chodza od zwolennikow stanowiska nominalistycznego. Probu]el oni wy-
kazac, ze aparat matematyczny tylko upraszcza rozumowania, natomiast
nie wnosi niczego istotnie nowego do teorii fizycznej. Teorie fizyczne nie
musza opierac si¢ na teoriach matematycznych. Czynione sa nawet proby
przeformutowania teorii fizyki zgodnie z powyzszym pogladem?.

Nie chcac wehodzié w spdr migdzy ujgciami zblizonymi do pogla-
déw Quine'a a stanowiskiem nominalistycznym?, zauwazmy tylko, ze
argument z niezbgdnosci nie wnosi w zasadzie niczego nowego, jesli

2 W. V. Quine, Granice wiedzy i inne eseje filozoficzne, Warszawa 1986, 43-47.

% Najbardziej znane sa proby: H. Field, Science without numbers, Oxford 1980;
tenze, Realism, mathematics and modality, Oxford—Cambridge 1989; M. Balaguer,
Towards a nominalisation of quantum mechanics, Mind 105(1996)418, 209+226.
W Polsce taka probe podjat T. Bigaj, Jakosciowe teorie czasoprzestrzeni, Filozofia
Nauki (1995)4, 33-52.

2 Spor ten referuje K. Wojtowicz, dz.cyt. Autor jednoczesnie podaje wlasne argu-
menty na korzy$¢ stanowiska Quine'a.
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chodzi o kwestig istoty i sposobu istnienia obiektéw matematycznych.
Stanowisko nominalistyczne w filozofii matematyki wydaje si¢ by¢
trudne do obrony. Przeciwko niemu sformulowano szereg zarzutow
opierajacych si¢ na analizie samej matematyki*® i nie wida¢ potrzeby
wychodzenia poza t¢ dyscypling 1 si¢ggania do jej zastosowan. Argu-
ment z niezbgdnos$ci poprzez swoj minimalizm ontologiczny stanowi
tylko jeszcze jedna probg wykazania, ze nominalistyczne wersje mate-
matyki sa skazane na niepowodzenie, natomiast nie moze pomoc przy
rozwigzywaniu zagadnien ontologicznych.

Jak si¢ wydaje, przeniesienie sporu o przedmiot matematyki na za-
stosowania tej dyscypliny nie moze doprowadzi¢ do uzyskania istot-
nych rozstrzygnigé w kwestii sposobu istnienia poj¢¢ matematyki. Pro-
blemy wynikajace z zastosowan (niezwykle skutecznych) matematyki
w naukach przyrodniczych, ekonomicznych, spolecznych tylko w nie-
wielkim stopniu moga rozjasni¢ te kwestie. Konieczna staje si¢ anali-
za samych poje¢ matematycznych, ich tworzenia, roli, jaka odgrywaja
w teoriach matematycznych, a takze jak dane pojgcie jest powigzane
Z innymi.

Podstawowa metoda tworzenia nowych poje¢ matematycznych jest
metoda abstrakcji i idealizacji. Poprzez proces idealizacji i abstrakc;ji
powstaty podstawowe pojgcia geometrii elementarnej. Niedoskonate
linie i ksztatty spotykane w przyrodzie i otaczajace nas na co dzien
zostaly udoskonalone, a nastgpnie oderwane od swoich fizycznych
odpowiednikow. Rowniez pojecia poszczegdlnych liczb naturalnych
zostaty utworzone poprzez abstrakcjg. Liczbg 5 mozemy z tego punktu
widzenia potraktowac jako wspdlna whasno$¢ wszystkich uktadow zto-
zonych z pigciu elementow. Podobnie tworzymy inne pojgcia matema-
tyczne, na przyklad, pierécienia, wydzielajac wspélne wiasnosci dzia-
tan. Warto zauwazyé¢, ze z reguly matematyk, aby utworzy¢ jakie$ po-
jecie, nie musi dysponowaé zbyt duza klasa podobnych do siebie
obiektow, by przypisa¢ im wspolna nazwg. Nalezy podkreslic, ze po-
dobnie tworzymy pojecia w jezyku naturalnym, abstrahujac wspolne
cechy pewnych przedmiotow i zaliczajac je do jednego rodzaju. W ten
sposob powstaty, na przyktad nazwy ogolne: pies, cztowiek, stot.

Proces powstawania poje¢ w matematyce charakteryzuje si¢ jednak
pewna szczeg6lna wlasnoscia, a mianowicie tworzeniem pojg¢ od in-

% Podejmowane proby przeformutowania matematyki tak, aby wyeliminowac z niej
pojecia ogdlne, nie powiodly sig.
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nych pojgé, czyli abstrakcjami wielostopniowymi®'. Latwo bowiem
zauwazy¢, nawet przy pobieznej analizie poje¢ matematycznych, ze
mamy do czynienia z pojgciami na réznych poziomach abstrakeji. Na
przyklad, liczba naturalna 5 jest na nizszym poziomie abstrakcji niz
pojecie zbioru liczb naturalnych, pojgcie funkcji liniowej na nizszym
niz pojecie stycznego pola tensorowego na przestrzeni rézniczkowej.

Z tego punktu widzenia warto przyjrzeé sig¢ blizej sposobom two-
rzenia i funkcjonowania na przyklad pojgé algebraicznych®?. Najwaz-
niejsze pojecia algebry abstrakcyjnej to: struktura algebraiczna, dzie-
dzina struktury, dzialanie, relacja, homomorfizm, kategoria. Wér6d
struktur algebraicznych mozna wyrézniaé rozmaite ich rodzaje, na przy-
klad: polgrupa, cialo, przestrzen liniowa.

Juz nawet pobiezna analiza tego, czym si¢ zajmuje algebraik, po-
zwala dostrzec, ze mamy do czynienia z pojgciami na réznych pozio-
mach abstrakcji. Najnizszy poziom tworza konkretne elementy dzie-
dziny danej struktury algebraicznej. Nast¢pnie mamy zbidr tych ele-
mentow, tworzacy dziedzing konkretnej struktury. W dalszej kolejnosci
sa konkretne dzialania (na przyklad, dodawania liczb catkowitych) i re-
lacje (na przyktad, mniejszodci wérdd liczb rzeczywistych). Nastgpnie
konkretne struktury algebraiczne (na przyklad, pierscien liczb catko-
witych, grupa symetrii kwadratu, permutacje zbioru zlozonego z ele-
mentow {0, 1, 2, 3, 4, 5}). Jeszcze wyzZsze pigtro stanowia pojecia:
polgrupa, grupa, pierscien, przestrzen liniowa, modut.

Na konkretnych strukturach mozna wykonywaé operacje (na przy-
ktad tworzy¢ sumg prosta, strukturg ilorazowa). Bada si¢ rowniez wia-
snosci przeksztatcen jednej struktury w inng. Mamy zatem do czynie-
nia z konkretnymi homomorfizmami (na przyklad z logarytmem natu-
ralnym przeksztalcajacym grupg multyplikatywna liczb rzeczywistych
dodatnich na grupg addytywna liczb rzeczywistych) i z pojgciem ho-
momorfizmu.

Wydaje sig, ze wérdd poje¢ matematycznych mozna wyr6zni€ przy-
najmniej trzy rdzne rodzaje. Jednym z nich sa te pojgcia, ktdre mozna

3 Analizie abstrakcji wielostopniowych w matematyce jest poswigcony artykut
M. Lubanskiego, Zagadnienie abstrakcji wielostopniowych, w: Z zagadnien filozofii
przyrodoznawstwa i filozofii przyrody, t. VI, red. M. Lubanski, S. W. Slaga, Warsza-
wa 1984, 121-132.

3 Szczegbélowa analiza poje¢ algebraicznych zostata przeprowadzona w: A. Le-
maniska, Zagadnienie istnienia obiektéw matematycznych, Studia Philosophiae Chri-
stianae 35(1999)2, 21-32.
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potraktowac jak konkretne obiekty, elementy zbioru lub dziedziny struk-
tury matematycznej. Drugi rodzaj stanowia zbiory obiektow badz kon-
kretne struktury. Trzeci za$ pojgcia ogdlne takie jak, na przyktad: pier-
$cien, struktura, przestrzen liniowa, pole wektorowe.

To pojgcie matematyczne, ktére moze staé si¢ elementem jakiegos
zbioru, jednocze$nie mozna uznac za konkretny obiekt matematyczny.
Co wigcej, poniewaz zbiory rowniez moga sta¢ si¢ elementami nowe-
go zbioru, nie wida¢ wigc powodu, by i zbiory nie mogly zostaé po-
traktowane jak obiekty. Na zbiorach, czy strukturach matematycznych
mozna réwniez wykonywa¢ pewne dzialania, stad zbiory, struktury,
czy inne tego typu pojgcia trzeba potraktowac tak jak konkretne przed-
mioty.

Podsumujmy, w matematyce wspoiczesnej daje si¢ wyszczegolnié
wiele poziomoéw abstrakcji: mozna wskazywac cale szeregi pojgé od
bardziej konkretnych do ogélniejszych: od poszczegdlnych liczb do
struktur algebraicznych, od poszczegolnych figur geometrycznych do
przestrzem topologlcznych itp. Co wigcej, w matematyce wazne sa
zardbwno pojgcia na najnizszych poziomach abstrakcji, ktére mozemy
potraktowac jak konkretne obiekty, jak i relacje migdzy tymi przed-
miotami. Z kolei te relacje z nowego punktu widzenia moga by¢ po-
traktowane jak nowe obiekty. Rozpatrujac poj¢cia matematyczne w kon-
tek$cie procesu abstrahowania, wydaje si¢ konieczne, potraktowanie
przynajmniej czgsci z nich jak przedmiotéw, ktére moga stac sig punk-
tem wyjscia dla dokonywania abstrakcji. Czy mozna zatem mowic o ta-
kim samym sposobie istnienia odno$nie do wszystkich pojg¢ matema-
tycznych by¢ moze konieczne staje si¢ wyrdznienie réznych klas po-
jeé 1roznych ich sposobdw istnienia. Rozwazeniu tego zagadnienia
bedzie po§wigcony nast¢pny paragraf.

6. ISTNIENIE PO_JEC MATEMATYCZNYCH

Roznica w stopniu abstrakcyjnosci pojgé matematycznych powoduje
to, Ze pewne pojgcia sa bardziej konkretne od innych. Wydaje sig, ze
niektore z nich mozna niejako ,,wzia¢ do r¢ki”, na przyktad: liczbg 5,
funkcje y=3x?, relacj¢ mniejszosci wsrod liczb naturalnych, pierScien
liczb catkowitych. Natomiast pojgcia: liczba naturalna, funkcja, rela-
cja, pierscien, przestrzen liniowa, wyrdzniaja cale klasy obiektéw o tych
samych, z jakiego$ punktu widzenia, interesujacych nas wlasnosciach.

Wydaje sig zatem, Ze pojgcia w matematyce mozna podzieli¢ przy-
najmniej na dwie wyraznie rézniace si¢ grupy. Takie pojgcia, ktdre
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mozna uzna¢ za konkretne obiekty 1 takie, na ktore mozna patrzec jak
na pojgcia ogolne.

W pierwszej grupie znajduja sig takie pojgcia jak: konkretne liczby
(na przyklad liczba 5 czy n), konkretne dziatania (na przyktad dodawa-
nie liczb naturalnych), konkretne funkcje (na przyktad funkcja y=3x?),
konkretne struktury algebraiczne (na przyktad pierscien liczb catkowi-
tych, cialo liczb zespolonych). Do drugiej grupy nalezy zahczyc na
przyklad pojecia: liczba naturalna, funkcja, grupa, pierscien, cialo al-
gebraicznie domknigte, dziatanie, homomorfizm. Spelniaja one w ma-
tematyce rolg nazw ogoélnych podobna jak pojgcia: kot, zwierzg, czto-
wiek, stot w jezyku potocznym. W tym konteks$cie pojgcia z grupy
pierwszej mozna potraktowa¢ analogicznie do nazw wlasnych z jezy-
ka potocznego.

Blizsza analiza poje¢ z powyzszych dwoch grup pozwala stwierdzi¢,
ze mamy do czynienia z dwoma wyraznie r6Znymi sposobami ich okre-
$lania i funkcjonowania. Pojgcia z pierwszej grupy sa okreslane przy
pomocy definicji badz wskazujacych dane obiekty, badz podajacych
ich konstrukcje¢. Z kolei pojgcia z drugiej grupy z reguly okreslane sa
przy pomocy definicji aksjomatycznych, podajacych szereg warunkow,
ktore powinien speinia¢ konkretny obiekt, aby by¢ na przyklad funk-
cja, grupa, cialem uporzadkowanym, homomorfizmem. Moze tez by¢
podany schemat konstrukcji, prowadzacy do utworzenia nowego obiek-
tu okreslanego dana nazwa.

Rézne sa tez sposoby funkcjonowania. Obiekty z pierwszej grupy
moga zosta¢ elementami pewnego zbioru, naleze¢ do dziedziny funk-
cji, mozna na nich wykonywac¢ okreslone operacje. Tych wiasno$ci nie
posiadaja pojgcia z grupy drugiej. Na przyklad, konkretne liczby natu-
ralne moga utworzy¢ zbiér liczb naturalnych, konkretne funkcje zmien-
nej rzeczywistej moga utworzy¢ zbior funkcji zmiennej rzeczywistej,
konkretne pierScienie moga utworzy¢ zbidr pierscieni, czy kategorig
pierscieni. Natomiast samo pojgcie funkcji, pierscienia czy liczby nie
moze zostaé elementem jakiego$ zbioru. Zatem w przeciwienistwie do
poje¢ z poprzedniej grupy nie moga by¢ one traktowane jako konkret-
ne obiekty. Pojecia z grupy pierwszej natomiast staja si¢ przyktadami
konkretnych obiektow, ktorym mozna przypisa¢ ogolna nazwg, na przy-
klad, pier$cien wielomianow o wspdtczynnikach catkowitych jest przy-
ktadem pierscienia, przestrzen kartezjanska R’, przyktadem przestrze-
ni topologicznej badz metrycznej, zbior Mandelbrota, zbior Cantora sa
przyktadami fraktali.
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Zatem to, co moze by¢ elementem jakiegos zbioru mozna uwazaé za
konkretny obiekt matematyczny, natomiast to, co jest tylko nazwa dia
pewnej klasy przedmlotow o wspolnych wtasnos$ciach, stanowi poje-
cie na najwyzszym poziomie abstrakcji i odgrywa zupelme inna role
w matematyce.

Kryterium uznania danego pojgcia za konkretny obiekt jest spraw-
dzenie, czy jest mozliwe potraktowanie tego pojecia jako elementu pew-
nego zbioru, wykonanie na nim jakich§ operacji czy manipulacji. Jesli
tego nie jesteSmy w stanie uczynic, to pojecie takie trzeba uznaé za na-
zwg 0g0lna analogiczna do pojgcia ogdlnego w jezyku potocznym. Ta-
kimi pojgciami sa: liczba naturalna, funkcja, relacja, ciato, dziatanie,
przestrzen metryczna. Na tych pojgciach nie mozemy wykonywac mani-
pulacji. Chociaz konkret moze by¢ na bardzo wysokim poziomie abs-
trakcji (juz same pojecia poszezegolnych liczb naturalnych czy kon-
kretnego trojkata sa pojeciami abstrakcyjnymi), to tym rozni sig od poje-
cia-nazwy ogolnej, ze moze stac si¢ elementem zbioru.

Wyréznienie dwoch kategorii pojgé matematycznych sugeruje, ze
w odniesieniu do sposobéw ich istnienia nie mozna stosowac tej samej
formuty. Wydaje si¢ konieczne osobne potraktowanie obiektow mate-
matycznych znajdujacych si¢ w tych réznych klasach i przypisanie im
odmiennych sposobdw istnienia.

Metody okreslania oraz sposoby funkqonowama Pojec z pierwszej
grupy wydan sig prowadzi¢ do wniosku, ze najwlasciwsze jest przypi-
sanie im istnienia oblektywnego mezaleznego od matematyka Mate-
matyk bowiem, badajac te pojgcia, odnosi wrazenie, ze istnieja one
uprzednio, zanim ktokolwiek o nich pomyslat, czy zaczaJ je badac.
Poniewaz jednoczes$nie znaczna czg$¢ tych pojgé nie jest powiazana
z przedmiotami materialnymi, wigc i ich istnienie musi by¢ niezalezne
od swiata fizycznego. W odniesieniu zatem do tych poj¢¢ matematycz-
nych, ktdre sa przez matematykow traktowane jak konkretne obiekty,
opowiadam sig za realizmem skrajnym, za platonizmem.

Pojgcia z grupy drugiej natomiast, wydaja sig, by¢ tworem matema-
tyka. To matematyk wydziela pewne wspéine wlasnosci przedmiotow
matematycznych, faczac je w jedna klasg i nadajac im wsp6lna nazwg.
To matematyk uktada aksjomaty, okre$lajace cechy, ktoére pozwalaja
utworzy¢ dane pojgcie. To matematyk dokonuje abstrakcji i idealiza-
¢ji, z tym, Zze mamy tu do czynienia z procesem, ktérego punktem wyj-
§cia ni¢ sa przedmioty materialne (jak mialo to miejsce w przypadku
tworzenia pierwszych poj¢¢ matematycznych), lecz obiekty matema-
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tyczne. W zwiazku z tym pojgciom z grupy drugiej nalezy przypisa¢
istnienie zwigzane z umystem matematyka. W pojgciach tych bowiem
wyraznie wida¢ rolg matematyka w ich tworzeniu. Opowiadam sig za-
tem w tym przypadku za realizmem umiarkowanym?*, czy nawet kon-
ceptualizmem®. Oczywiscie w odniesieniu do tych poje¢ mamy do
czynienia rdwniez ze swego rodzaju wyemancypowaniem sig, z ich
obiektywizacja. Wida¢ jednak tu istotna rolg, jaka odegral matematyk
uogolniajac i znajdujac wspolne whasnoséci pewnych klas konkretnych
obiektow?’.

Reasumujac, proponujg w odniesieniu do tych poje¢ matematycz-
nych, ktore funkcjonuja w matematyce jak konkretne obiekty, przyjaé
platonizm (realizm skrajny), natomiast odnosnie do poj¢¢, ktore od-
grywaja tylko rolg nazw ogdlnych, przyja¢ realizm umiarkowany lub
konceptualizm.

33 W kontekscie wystgpowania abstrakcji wielostopniowych realizm umiarkowany
nalezy rozumie¢ jako istnienie zwiazane z obiektami matematycznymi, wtorne w sto-
sunku do istnienia przedmiotéw matematycznych, ktére postuzyly za punkt wyjscia
procesu abstrakcji.

3 Obecnie trudno byloby rozstrzygaé miedzy tymi dwoma stanowiskami.

% R. Penrose dzieli struktury matematyczne na ,,dzieta Boze” (God given) i ,dziela
ludzkie” (human made). Te pierwsze maja o wiele bogatsza strukture 1 daja znacznie
wigcej wymkow niz wydawalo si¢ tkwi¢ w zalozeniach wyj§ciowych. Natomiast , dzieta
ludzkie” nie wykazuja takich wlasciwosci. Sg wprowadzane, na przyktad, w dowodach
twierdzen, by uzyskaé konkretny cel (R. Penrose, Nowy umyst cesarza. O komputerach,
umysle i prawach fizyki, Warszawa 1995, 118). Rozroznienic Penrose'a opiera si¢ na
odmiennych podstawach niz zaproponowane przeze mnie w niniejszym artykule.



