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FUNKCJE POJECIA WIELKOSCI W BADANIACH
TEMPORALNOSCI MATEMATYKI

Jednym z wazniejszych probleméw dyskutowanych w ramach
wspdiczesnej filozofii nauki jest kwestia jej temporalnoSci. Zostaio
wypracowanych kilka modeli zmiennoSci nauki w czasie. Trzeba
jednak mocno podkresli¢, ze modele te nie zostaly skonstruowane
dla nauki w ogble, lecz w istocie dla jednej nauki, mianowicie dla fi-
zyki. OczywiScie interesujgca pozostaje nadal kwestia temporalno-
§ci innych nauk, migdzy innymi matematyki. Problem ten starano
si¢ rozwigzag, przenoszgc na teren nauk o matematyce gotowe mo-
dele wypracowane przede wszystkim dla fizyki. Nie stworzono jed-
nak dotychczas wiasciwej dla matematyki teorii jej rozwoju.

Rzecz jasna, przenoszenie modeli zbudowanych dla fizyki na te-
ren badan nad rozwojem matematyki nie moze by¢ bezdyskusyjne.
Klasyczne badania wskazuja na zasadnicza odmienno$¢ przedmio-
towg, gnozeologiczna oraz metodologiczng nauk fizykalnych oraz
nauk formalnych, do ktorych zaliczana jest matematyka. Tradycyj-
nie klasyfikuje si¢ matematyke jako formalna ze wzgledu na przed-
miot, aprioryczng, ze wzglgdu na charakter poznawczy oraz deduk-
cyjng, ze wzgledu na stosowang metod¢. Natomiast nauki
fizykalne, w owym Klasycznym ujeciu, bylyby naukami realnymi,
aposteriorycznymi oraz indukcyjnymi'.

Oczywiscie, sama taka klasyfikacja nie jest bezdyskusyjna. Przed-
stawiciele kierunkéw empirycznych podkre§lajg raczej aposterio-
Iryczny charakter matematyki, za§ w naukach fizycznych stosuje si¢
Wspolczesnie szeroko metode aksjomatyczng. W kontekscie odkry-
C1a naukowego wielu dyscyplin matematycznych, na przyklad ra-
chunku catkowego w siedemnastym wieku, mozna si¢ dopatrzyé
Stosowania metody indukcyjnej i powolnego uogdlniania uzyska-
nych pojedynczych wynikéw. Jednak pomimo dyskusyjnosci klasyfi-
kacji matematyki i fizyki na ogblnym planie nauk, przyjmuje si¢
Mm opracowaniu zasadniczg ich odmiennos¢.

19;25”02%;. Kaminski, Nauka i metoda. Pojecie nauki i klasyfikacja nauk, Lublin



120 MATERIALY [52]

Przeniesienie na grunt badan nad matematyka modeli wypra-
cowanych w badaniach nad rozwojem fizyki, owocuje przeniesie-
niem odno$nych kontrowersji na ptaszczyzng¢ badan nad rozwo-
jem matematyki. I tak dominuje poglad, iz matematyka rozwija
sie kumulatywnie®. Istnieja jednak réwniez prace, w ktorych pod-
kre§la si¢ niekumulatywny, nieciggly rozw6j] matematyki. I tak
mowi si¢ o rewolucjach w matematyce® czy tez o zmianach progra-
mu badawczego w sensie Lakatosa®. Czasem twierdzi si¢, ze rewo-
lucje zachodzily nie tyle w warstwie przedmiotowej, co w filozofii
matematyki®.

Powstaje pytanie, czy w zwigzku z podtrzymywanym przekona-
niem o zasadniczej odmiennoS$ci matematyki i fizyki, dozwolone
jest przenoszenie wynikdw badan nad rozwojem fizyki na teren do-
ciekaf nad zmiennoSciag matematyki. OdpowiedZ pragmatyczna
moze brzmie¢: skoro nie wypracowano dotychczas modeli wtaci-
wych dla rozwoju matematyki, to nie pozostaje nic innego jak sto-
sowna transpozycja.

Wydaje si¢ jednak, ze nic nie zwalnia z obowigzku przeprowa-
dzenia stosownych badaf, ktore doprowadzityby ostatecznie do
zbudowania jakich§ modeli, wtaSciwych dla opisu rozwoju matema-
tyki. Jest rzecza oczywista, ze takie, proponowane badania, musza
siegnac¢ do historii matematyki i, by¢ moze, uda si¢ wowczas wypre-
parowa¢ jakie$ kategorie matematyczne, pozwalajace zbudowac
postulowane modele. Wydaje si¢ tez, ze szczeg0lna uwage nalezy
poswigci¢ tym epizodom z dziejéw matematyki, w ktorych zmienia-
la si¢ ona szczegoOlnie ,intensywnie”, a ktére czasami nazywa si¢ sy-

? W ujeciach kumulatywnych podkresla sig, ze kolejne (dziejowo) teorie mate-
matyczne powigzane s3 ze sobg relacja korespondencji. Dwie teorie matematycz-
ne uwaza si¢ za zwigzane ze soba relacjg korespondencji, gdy pewna poddziedzina
dziedziny przedmiotowej, dla ktorej zbudowana zostata nowa teoria, jest izomor-
ficzna z dziedzing wczesniejszej teorii matematycznej (por. E. Kaluszynska, W.
Mejbaum, Uzasadnianie jako dialog, Studia Filozoficzne 28(1984)7, 30-31).

3 Por. J. W. Dauben, Conceptual revolutions and the history of mathematics, w:
Transformation and tradition in the sciences. Essays in honor of I Bernard Cohen, ed.
E. Mendelsohn, New York 1979, 81-103. Autor uwaza, Ze zastosowane przez niego
pojecie rewolucji naukowych odbiega od znaczenia uzywanego w opracowaniach
Kuhnowskich.

* Por. M. Hallett, Towards a theory of mathematical research programmes, The
British Journal for the Philosophy of Science 30(1979), 1-25; 135-159.

* Por. M. J. Crowe, Ten ,,laws” concemning patterns of change in the history of ma-
thematics, Historia Mathematica 2(1975), 161-165.
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tuacjami kryzysowymi w matematyce. Wymienia si¢ tutaj szczegol-
nie odkrycie niewymierno$ci, powstanie rachunku catkowego i roz-
niczkowego oraz powstanie teorii mnogosci wraz z odkryciem anty-
nomii®.

W niniejszym artykule proponuje si¢ ,,wypreparowanie” z dzie-
jow matematyki pewnego pojecia, ktdre moze okaza¢ si¢ ptodne
w opisie temporalno$ci matematyki. Przy pomocy tego pojecia
przeprowadzi si¢ potem opis zmian zachodzacych w matematyce
w tych okresach, ktére uwaza si¢ za kryzysowe.

Proponowane pojecie to pojgcie wielkosci. Pojawilo si¢ ono juz
u poczatkoéw matematyki, w starozytnej Grecji. Nalezy je traktowaé
jako pojecie pierwotne, ktore w pewnym momencie rozwoju staro-
zytnej matematyki otrzymato swojg uwiktang definicj¢ aksjoma-
tyczng. Nie zostanie ona podana juz w tym momencie, poniewaz
wazne zmiany w matematyce starozytnej zaszly w czasach, kiedy nie
postugiwano si¢ jeszcze takg explicite sformulowang aksjomatyka.
Wazne jest, ze do wielkosci, w zwigzku z rozwojem arytmetyki
i geometrii, w okresie pitagorejskim zaliczano: liczby (naturalne),
stosunki liczb naturalnych (liczby wymierne), jak i wielkosci ciagte,
odcinki, pola, objetosci. Dla starozytnych Grekow — a takze diugo
jeszcze po okresie greckim — matematyka byta nauka o wielko-
Sciach.

OczywiScie mozna oponowaé przeciw traktowaniu pojecia wiel-
kodci jako pewnego kryterium zmiennoSci matematyki. Dzisiaj ra-
czej nie ma zgody co do tego, Ze matematyka jest nauka o wielko-
Sciach. Jest raczej pojmowana — jesli przyjmie sie¢ poprawno$é
redukcji matematyki do teorii mnogosci, proponowana przez N.
Bourbakiego - jako nauka o jakichkolwiek zbiorach i okreslonych
na nich funkcjach (relacjach).

Przeciwko stanowisku odrzucajagcemu przydatno$¢ pojecia
wielko§ci w badaniu temporalnosci matematyki mozna sformuto-
waé dwa istotne argumenty. Po pierwsze ten, ze, jak to juz zazna-
Czono, przez wiele wiekdw rozwoju matematyki, praktycznie do
dziewietnastego wieku, traktowano ja jako nauke o wielkosciach.
Dlatego w badaniach zmiennosci matematyki w czasie takie poje-
¢ie nie tylko moze, ale i powinno by¢ uwzgledniane. Po wtére,

—_——

¢ Por. J. Perzanowski, Podstawy matematyki, w: Mata Encyklopedia Logiki, Wro-
claw 19882, 142.
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prawda jest, Ze matematyke wspolczesnie traktuje si¢ jako spro-
wadzalng do teorii mnogosci — a wigc jako nauke o jakichkolwiek
zbiorach. Jednak z pojeciem zbioru bardzo blisko zwigzane jest
pojecie pewnej wielkoSci, mianowicie liczby kardynalnej, mocy
wyznaczanej przez dany zbidr. Kazdy zbior zatem posiada, czy tez
przynajmniej okreSla, pewna wielko$¢.

W trakcie rozwoju matematyki wyrézniono rozne typy wielkoSci:
wymierne, niewymierne, skonczone, nieskoniczenie wielkie, nie-
skoficzenie male. Nie zawsze wszystkie akceptowano na danym eta-
pie rozwoju matematyki. Wydaje si¢, ze mozna przedstawi¢ model
zmiennoSci matematyki jako dzieje odkrywania i akceptowania,
wzglednie odrzucania (z heterogennych wzgledéw) poszczeg6lnych
typow wielkoSci. Zmiany w akceptacji poszczeg6lnych typow wiel-
kosci bylyby tu traktowane jako pewne zmiany nieciagle w rozwoju
matematyki.

Pierwszy okres w dziejach matematyki, ze wzgledu na podejscie
do zagadnienia wielkoSci, to okres pitagorejski. Pitagorejczycy, acz-
kolwiek byli tworcami systemu geometrycznego’, to gléwny nacisk
ktadli na zbudowang przez siebie arytmetyke. Stworzyli oni arytme-
tyke liczb naturalnych oraz arytmetyke liczb wymiernych, ktore de-
finiowali jako stosunki (pary uporzadkowane) liczb naturalnych.
Tych ostatnich nie nazywali liczbami, poniewaz glosili poglad, iz
liczby to wieloSci jednostek.

Pitagorejczycy byli poczatkowo przekonani, iz przy pomocy
stosunku dwu liczb naturalnych - a zatem przy pomocy liczb wy-
miernych — mozna wyrazi¢ stosunki dwu dowolnych, nalezacych
do tej samej ,kategorii” wielko§ci geometrycznych, a wigc sto-
sunki dwu odcinkéw lub pol dwu figur ptaskich. Zatem — i to jest
istotne dla prowadzonych badan - wielkoSci geometryczne cig-
gle, takie jak odcinki, pola, byly wielko§ciami wymiernymi, wyra-
zalnymi przy pomocy stosunkow liczb naturalnych. To prowadzi-
lo pitagorejezykéw do przekonania, iz arytmetyka liczb
wymiernych i w konsekwencji arytmetyka liczb naturalnych sa
dyscyplinami bardziej ,,podstawowymi” od geometrii. Do aryt-
metyki liczb naturalnych mozna bylo sprowadzi¢ arytmetyke

’ Historycy matematyki zastanawiaja si¢ nie tylko nad tym, czy system ten byt
systemem dedukcyjnym, ale nawet nad tym, czy byt on réwniez systemem aksjo-
matycznym.
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liczb wymiernych i — wedlug pierwotnej koncepcji pitagorejczy-
kow — posrednio geometrig®.

Odkrycie niewymiernosci przez samych pitagorejczykoéw zmieni-
to ich poglad na mozliwo$¢ arytmetyzacji calej matematyki. Przede
wszystkim jednak zmiana dotyczyta tego, ze trzeba bylo uznac ist-
nienie w matematyce wielkoSci niewymiernych, ktorych nie daje si¢
wyrazi¢ przy pomocy stosunku dwu liczb naturalnych. Takie wielko-
§ci zawierala przede wszystkim geometria.

Juz sami matematycy pitagorejscy zaczeli szukaé drog wyjScia
z powstalego kryzysu. Teoretycznie istnialy trzy sposoby wyjScia
z sytuacji kryzysowe;j:

1. rozszerzy¢ pojecie liczby tak, aby mozliwym stato si¢ — przy po-
mocy nowej klasy liczb — ujgcie stosunkoéw wszystkich odcinkow;

2. nie probowaé arytmetyzowaé geometrii, ale jako dyscypling
podstawowa matematyki wybra¢ geometrie 1 geometryzowac aryt-
metyke liczb wymiernych (a zatem i poSrednio arytmetyke liczb na-
turalnych). Za proba geometryzacji arytmetyki liczb wymiernych
przemawialo to, geometria okazala si¢ by¢ ,bogatsza” (o wielkoSci
niewymierne) od dziedziny liczb wymiernych;

3. postugiwaé si¢ w sposdb niescisly niewymierno$ciami, rezy-
gnujac z wypracowanego w szkole pitagorejskiej ideatu dedukceyj-
nego budowania matematyki.

Pierwsza i trzecia z wymienionych drég byly w starozytnej Grecji
nierealizowalne, z réznych zresztg powodow. Jesli chodzi o trzecie
z mozliwych rozwiazan, to byto ono dla starozytnych nie do zaak-
ceptowania z powodu przyjetych zasad metanaukowych. Nie chcie-
li oni bowiem odstapié¢ od ideatu metody dedukcyjnej. O ile trzecia
droga byla przez Grekdw nie do przyjgcia ze wzgledoéw metanauko-

¢ Pitagorejczycy dokonali pewnego spostrzezenia z zakresu akustyki, ktore po-
zwalato znaleZé arytmetyczng podstawe wysokosci dZwigkow. Rozszerzyli oni to
Spostrzezenie na inne dziedziny $wiata fizycznego i twierdzili, ze wszelkie prawi-
towosci §wiata mozna wyrazié przy pomocy liczb naturalnych i ich stosunkow. To
z kolei dato im podstawy do stwierdzenia, iz liczba jest poszukiwanym przez grec-
kich filozofow arché. Mozliwe s dwie interpretacje tego filozoficznego stanowiska
gltagorejczykéw: albo traktowali oni liczby jako materie $wiata zjawiskowego, al-
0 traktowali oni liczby f‘ako forme¢ materit. Oczywiscie pitagorejczycy nie postugi-
Wali si¢ jeszcze arystotelesowskimi terminami ,materia” i ,forma”. Sam Arystote-
les, relacjonujacy poglady pitagorejczykow, wahal si¢ pomigdzy jedna a druga
Interpretacja ich filozofii. Odkrycie niewymiernosci falsyfikowato przekonania on-
tologiczne ‘pitagorejczykéw. Od tego odkrycia datuje si¢ upadek filozoficznego
kierunku w ramach szkoly pitagorejskiej.



124 MATERIALY [56]

wych, to rozwigzanie pierwsze bylo nierealizowalne z powodow
przedmiotowych. Matematyka byta jeszcze w zbyt wczesnym sta-
dium rozwoju, aby podotaé postawionemu zadaniu’.

Pozostata zatem tylko jedna droga dalszego rozwoju matematy-
ki, mianowicie geometryzacja arytmetyki i algebry. W starozytnosci
rozwigzywano wiele problemow algebraicznych przy pomocy apa-
ratury geometryczne;j.

Dla prowadzonych tutaj analiz istotne pozostaje to, ze odkrycie
niewymiernoSci przez pitagorejczykOw doprowadzito do zaakcep-
towania wielkoSci niewymiernych na gruncie matematyki. Stano-
wito to réwniez kres tej matematyki pitagorejskiej, ktora nie prze-
widywala miejsca dla wielkoSci niewymiernych w matematyce.
Wazne jest jeszcze pytanie: jakie przyczyny doprowadzily do po-
wstania nowego typu matematykl" Czy byly to tylko przestanki
»~wewnatrzmatematyczne”, czy tez powody zewnetrzne w stosunku
do matematyki?

Pozornie mogtoby si¢ wydawad, ze przyczyny wprowadzenia nie-
wymiernoSci lezaly wylacznie w obrgbie samej matematyki. Prze-
prowadzono po prostu dowdd, ktory wykazat istnienie wielkosci
niewymiernych. Najprawdopodobniej dowod samych pitagorejczy-
kow zachowat si¢ w pracach Arystotelesa. Trzeba jednak zwrdci¢
uwage, ze jest to dowdd nie wprost. Opiera si¢ na zaakceptowane;j
przez pitagorejczykédw logice. Odwolano si¢ w nim do zasady
sprzeczno$ci podanej po raz pierwszy — tyle, ze w wersji ontologicz-
nej — przez Parmenidesa. Pitagorejczycy byli pod wzgledem akcep-
towanej logiki pod niewatpliwym wplywem Parmenidesa, kt6ry jak
oni sami, dziatal na terenie Wielkiej Grecji.

Nalezy zatem stwierdzi¢, ze przelom w matematyce, zaakcepto-
wanie wielkoSci niewymiernych, dokonalo si¢ réwniez ze wzgledow
zewnetrznych w stosunku do matematyki, z powoddw logicznych
i posrednio ontologicznych. W ten sposob powstata nowa matema-
tyka, odmienna od pitagorejskiego wzorca.

* Eudoksos w czwartym wieku przed Chrystusem zbudowat §cistg teori¢ niewy-
miernosci, przypominajacg teorig przekrojow R. Dedekinda. Teoria niewymierno-
éci Eudoksosa nie byla jednak oparta wylacznie na pojeciu liczb wymxernych Ma-
tematyk ten postuzyt si¢ wielko$ciami niewymiernymi ,wzigtymi” z geometrii. Tak
wigc praca Eudoksosa nie przyniosta peinej arytmetyzacji niewymiernosci. Stalo
si¢ to dopiero mozliwe w dziewigtnastym wieku, dzigki pracom K. Weierstrassa,
G. Cantora oraz R. Dedekinda.
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Bardzo waznym osiggnigciem nowego etapu w rozwoju matematyki
greckiej bylo aksjomatyczne opisanie poj¢cia wielkosci. Dokonat tego
Eudoksos, a jego aksjomaty zostaly powtorzone w Elementach Eukli-
desa. Aksjomaty zawierajagce uwiklang definicje pojecia wielkosci
(ktore jest w tej aksjomatyce pojeciem domyslnym) sg nastgpujgce:

1. réwne temu samemu s3 réwne migdzy sobag;

2. jesli do réwnych doda si¢ rowne, to w sumie bedg rowne;

3. jesli od réwnych odejmie si¢ rowne, to reszty beda rowne;

4. pokrywajace si¢ wzajemnie s3 sobie rowne;

5. cato$¢ jest wigksza od czgSci.

Aksjomaty te, jak si¢ okazuje, pozwalaly na eliminowanie pew-
nych typéw wielkosci z matematyki czasow Eudoksosa. Uwaga ta
dotyczy wielkosci aktualnie nieskoficzenie wielkich.

Juz w matematyce okresu pitagorejskiego mozna si¢ byto spo-
tka¢ z pewnymi formami nieskoficzonosci. Byly to na przyktad nie-
skoficzone procesy w geometrii. Odkrycie niewymiernosci tez mia-
to swoje odniesienie w zakresie nieskonczonosci. Nieskofnczonym
byto na przyklad dziesigtne rozwinigcie pierwiastka z 2. Ale tak na-
prawde mysl antyczna musiala podja¢ zagadnienie nieskoficzonosci
w zwigzku z aporiami Zenona. Paradoksy te maja swoj oczywisty
aspekt filozoficzny i fizykalny. Ale posiadaja one réwniez istotny
aspekt matematyczny. WiaSnie refleksja nad matematycznym zna-
czeniem aporii Zenona kazala wyeliminowa¢ starozytnym pojecie
wielkoSci aktualnie nieskoficzenie wielkich z matematyki.

To, dlaczego eliminowano wielko$ci aktualnie nieskoficzenie
wielkie z matematyki, mozna pokaza¢ na podstawie dyskusji aporii
z0lwia. Z aporii tej wynika, ze Achilles, ktory w mitologii greckiej
uchodzit za szybkobiegacza, nigdy nie dogoni zblwia, ktory jest
uosobieniem powolnosci. Niech bowiem Achilles znajdzie si¢ w od-
leglosci @ za zOlwiem i niech biegnie od niego k razy szybciej.
W momencie, kiedy Achilles dojdzie do punktu, z ktorego wycho-
dzit z6tw, a zatem przejdzie odcinek a, 261w, ktory jest k razy wol-
niejszy przejdzie odcinek a/k. Nastepnie kiedy Achilles przejdzie
odcinek a/k, wowczas Z6tw zdazy juz pokonaé odcinek a/k?; itd. Za-
W(Size pomigdzy Achillesem a zélwiem pozostanie réznica wigksza
0d zera.

Niech jednak bedzie tak, jak w rzeczywistoSci zjawiskowej:
W pewnej chwili ¢ Achilles dogania z6lwia. Drogi przebyte przez
Achillesa oraz przez zotwia mozna zapisaé nastgpujaco:
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Sy=a+alk +alk? +...

S; =alk + alk? + a/l’ +

Fatwo zauwazy¢ pewng paradoksalng wlasno$¢ obydwu zbiorow
odcinkow. Z jednej strony Achilles powinien przebiec do momentu
spotkania zotwia doktadnie tyle samo odcinkéw co ten drugi, bo-
wiem kazdemu odcinkowi o diugosci a/k” przebytemu przez Achil-
lesa odpowiada odcinek a/k"*! drogi z6iwia. Natomiast z drugiej
strony istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna przyporzadkowuja-
ca kazdemu odcinkowi przebytemu przez zotwia réwny co do dtu-
gosci odcinek drogi, ktory musi przebiec Achilles. Zawsze n-temu
odcinkowi drogi zétwia odpowiada rowny co do diugosci n+1 odci-
nek drogi Achillesa. Pierwsza czg¢$¢ drogi Achillesa, ta o dtugosci a,
nie jest w tym przyporzadkowaniu wzi¢ta pod uwage. Zatem do
momentu spotkania, Achilles musi przeby¢ o jeden odcinek drogi
wigcej niz z0tw. Jest to odcinek pierwszy, ten o diugosci a.

Jesli teraz oznaczy sig liczbe odcinkéw pokonanych przez zotwia
literg § i pamigta si¢ o tym, ze wedlug pierwszego sposobu oblicza-
nia liczba odcinkdw przebytych przez Achillesa wynosita 8, za$ we-
dtug drugiego 1+f, to otrzyma si¢ rownosc:

p=1+p

Rownos¢ ta stanowi pogwalcenie pigtego aksjomatu opisujgcego
wiasnoSci wxelkosm AkSJomat ten stwierdza, ze ,,catoSC jest wigk-
sza od czeSci”. Natomiast réwno$¢ wynikajaca z analizy aporii
Achilesa i z6lwia prowadzi do wniosku, ze w niektorych wypadkach
calo§¢ nie musi by¢ wigksza od czgSci.

Starozytni myS§liciele analizowali przyczyny tej paradoksalnej
wiasnoSci zbioru odcinkéw przebytych przez zétwia. Oczywistym
jest, ze liczba f jest liczba nieskonczona. Stad konkluzja, ze to wia-
Snie wielkoSci nieskoficzone ,,zachowujg” si¢ odmiennie od wielko-
Sci skonczonych i inaczej niz wskazuja to aksjomaty opisujgce wia-
snoSci wielkoSci. Wniosek byl nastgpujacy: nalezy wielkoSci
nieskoficzone eliminowa¢ z matematyki. Generuja one bowiem pa-
radoksy, takie jak te, ktore zawieraja w sobie aporie Zenona.

Rzecz jasna, eliminacja wielkoSci nieskonczonych z matematyki
starozytnej byta pewnym procesem. W zwigzku z trudno$ciami
ujawnionymi przez paradoksy Zenona, toczyly si¢ zaciekle dyskusje
nie tylko matematykow, ale i filozofoéw. Zagadnienie nieskoficzo-
nosci zaliczano bowiem roéwniez do tematyki filozoficznej. Osta-
tecznie to filozof Arystoteles sformutowat stanowisko starozytnych
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wobec nieskonczonosci. Odrzucil on istnienie nieskoficzonosci ak-
tualnej. DopusScil natomiast istnienie nieskoficzonosci potencjalne;j.
Mozna ja sobie wyobrazi¢, jako stale rosngca wielkosé, ktéra jed-
nak w kazdej chwili pozostaje skoficzona.

Mozna zatem stwierdzi¢, ze zasadniczo odrzucenie wielkosci ak-
tualnie nieskofczenie wielkich zostato spowodowane przyczynami
~wewnatrzmatematycznymi”. Akceptacja pigtego aksjomatu Eu-
doksosa nie pozwalata na dopuszczenie w matematyce wspomnia-
nych wielkoSci. Zarazem rozstrzygnigciu tej kwestii towarzyszyly
rébwniez zazarte dyskusje filozoficzne.

Matematyka starozytna dysponowala jeszcze innym narz¢dziem,
ktore pozwalato nie tylko zidentyfikowa¢, ale i wyeliminowa¢ nie-
pozadane wielkosci. Narzedzie to stworzone zostalo réwniez przez
Eudoksosa. Chodzi o aksjomat, ktory zostat p6Zniej nazwany imie-
niem Archimedesa. Aksjomat ten orzeka, ze jeSli dane sa dwie
wielkoSci a i b, to musza istnie¢ liczby catkowite m oraz n, takie, ze
ma>binb > a.

W istocie aksjomat Archimedesa moze stuzy¢ do okreslania
wielkosci aktualnie nieskoficzenie wielkich oraz aktualnie nieskon-
czenie matych. Niech bgdzie dana jakakolwiek liczba naturalna, na
przykiad 1. Jesli dla wielkoSci ¢ nie istnieje liczba naturalna n, taka,
ze nl > ¢, wowczas ¢ jest wielkoscig aktualnie nieskoficzenie wiel-
ka. Natomiast, jesli dla wielkoSci # nie istnieje liczba naturalna m,
taka, ze my > 1, wowczas 7 jest wielkoscia aktualnie nieskonczenie
maty. Wielkosci, ktore nie spefniaja aksjomatu Archimedesa, nazy-
wa si¢ wielkoSciami niearchimedesowymi. Pozostale wielkosci to
wielkoSci archimedesowe, skoficzone. Matematyka starozytna zaj-
mowata si¢ tylko i wylgcznie wielko$ciami archimedesowymi.

Jak fatwo zauwazy¢, aksjomat Archimedesa eliminowat z mate-
matyki starozytnej wielko$ci zaréwno aktualnie nieskoficzenie wiel-
kie, jak i mate. Z nieskoficzenie wielkimi matematyka starozytna
zetkneta si¢ przede wszystkim w aporiach Zenona. Ale réwniez
Wielkodci aktualnie nieskoficzenie mate byty matematykom grec-
kim znane. Zaliczaly si¢ do nich katy rogoksztaitne. Przykiad moze
Stanowi¢ chociazby kat zawarty pomiedzy fukiem okrggu oraz
Styczng do okregu. Kat taki, powigkszany dowolng ilo§¢ razy, nie
bedzie wickszy od kata pomig¢dzy styczng do okrggu, a dowolna
Prostg przecinajaca styczna w punkcie stycznoSci. Starozytni mate-
Matycy dotkneli rowniez zagadnienia wielko$ci nieskoficzenie ma-
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lych, wypracowujac zalagzkowe metody analizy matematyczne;.
Wtasnie w pracach Eudoksosa i Archimedesa opracowane zostaly
pierwsze metody analityczne. I wia$nie ci uczeni, formutujac aksjo-
mat Archimedesa, wyeliminowali wielkosci aktualnie nieskoficze-
nie mate z matematyki starozytnej. Wydaje si¢, ze o wyeliminowa-
niu wielkoSci aktualnie nieskonczenie malych zadecydowat ,lek
przed nieskoficzono$cia”, ktory zapanowat w §rodowisku matema-
tykow i filozofow starozytnych w zwigzku z ujawnieniem paradok-
sow nieskorficzono$ci w aporiach Zenona.

Generalnie mozna stwierdzié, ze ostatecznie w czwartym wieku
przed Chrystusem uksztaitowat si¢ nowy, inny od pltagore]sklego
wzorzec uprawiania matematyki. Zadecydowat o tym odmlenny niz
w czasach pitagorejskich stosunek do niektorych typéw wielkosci.
Przede wszystkim w tym okresie, w ramach aksjomatyki Eudokso-
sa, opisano podstawowe wlasnoSci wielkoSci. Obok wielkoSci wy-
miernych zaakceptowano w matematyce istnienie wielkoSci niewy-
miernych. Aksjomat Archimedesa pozwolil na wyodrebnienie
wielkoSci aktualnie nieskonczenie wielkich oraz aktualnie nieskon-
czenie malych. Obydwa te typy wielkoSci ze wzgledu na przyczyny,
ktore ujawniono powyzej, eliminowano z matematyki. Okazuje si¢
tez, ze akceptacja wzglednie odrzucenie poszczegdlnych typow
wielkoSci, mialy zarbwno swoje przyczyny w obrebie samej mate-
matyki, jak rowniez przyczyny pozamatematyczne, ktdre posiadaty
charakter logiczny wzglednie ontologiczny.

Nowy wzorzec matematyki, ktéry uksztaltowat si¢ w czwartym
wieku przed Chrystusem przetrwat az do siedemnastego wieku n. e.
W tym okresie intensywnie rozwijala si¢ matematyka arabska, zna-
ne tez sa osiagnigcia matematyki europejskiej, Sredniowiecznej.
Zasadniczo jednak rozwijano w Sredniowieczu nadal te tematy,
ktore sformutowano juz w matematyce greckiej, popitagorejskie;.
Dla prowadzonych w niniejszym opracowaniu badan istotne jest
jednak to, ze w zakresie akceptacji, wzglednie negacji poszczeg6l-
nych typow wielkosci, poczawszy od czwartego wieku przed Chry-
stusem nic si¢ nie zmieniato. Nadal akceptowano, obok wielkosci
wymiernych, wielko§ci niewymierne, a takze odrzucano wszelkie
formy wielkosci aktualnie nieskoficzonych. Wydaje sig, Ze ten okres
w dziejach matematyki, ten typ jej uprawiania, mozna nazwa¢ ma-
tematyka Eudoksosa. To wtasnie Eudoksos przyczynit si¢ do opisu
aksjomatycznego wielkoSci oraz do wyodrgbnienia niektorych ty-



[61] PRACE PRZEGLADOWE 129

poéw wielkosci, a sformutowany przez niego aksjomat Archimedesa
stuzyl do eliminacji wielkosci aktualnie nieskoficzenie wielkich
i nieskoficzenie matych. Matematyka Eudoksosa panowata do po-
czatku siedemnastego wieku.

Dopiero wiek siedemnasty przyniost istotny przelom zwigzany ze
sposobem uprawiania matematyki. Jak si¢ okazuje, ten istotny
przetom byl nieodtgcznie zwigzany ze zmiang postawy uprawiajg-
cych matematyke wobec jednego z typow wielkosci. Po raz kolejny
zatem pojecie wielkosci funkcjonuje jako dobre narzedzie w opisie
temporalnoSci matematyki.

W wieku siedemnastym, dzigki pracom kilkunastu uczonych, po-
wstawal stosunkowo szybko rachunek rézniczkowy i catkowy. Roz-
woj tego rachunku byt miedzy innymi spowodowany potrzebami
zastosowan matematyki w fizyce, przede wszystkim w mechanice.
Ta ostatnia rozwijala si¢ szczegdlnie burzliwie, w zwigzku z postula-
tami Galileusza, ktory zerwat z jakoSciow fizyka Arystotelesa i po-
stulowal matematyzacje fizyki. Rachunek rézniczkowy i catkowy do
tego stopnia zwigzany byl z mechanika, ze badania w ramach anali-
zy byly czgsto prowadzone przy pomocy jezyka mechaniki.

Nalezy u$wiadomiC sobie, ze matematycy w siedemnastym
i osiemnastym wieku nie postugiwali si¢ jeszcze definicjami granic,
ktére ujmowane bytyby przy pomocy liczb rzeczywistych. Nie zaryt-
metyzowano jeszcze wowczas takze teorii liczb rzeczywistych. Dla-
tego tez w okreSlaniu podstawowych poje¢ analitycznych w wieku
siedemnastym i osiemnastym trzeba si¢ bylo odwotywaé do pojgcia
wielkoci nieskonczenie malych. Z goéry nalezy zaznaczy¢, ze
W okresie tym panowalo ogromne zamieszanie w okresleniu pod-
staw rachunku rézniczkowego. Istota spordw dotyczyla tego, czy
rachunek rézniczkowy i catkowy oparty jest na wielkoSciach poten-
cjalnie czy tez aktualnie nieskoficzenie matych. W pierwszym wy-
padku postugiwano by sie w matematyce jeszcze wielkoSciami ar-
chimedesowymi, choé nieustannie malejagcymi. Natomiast
w drugim przypadku akceptowano by juz jako podstawe centralne;
dyscypliny matematycznej w siedemnastym i osiemnastym wieku
Wwielkosci niearchimedesowe. Zatem zaakceptowano by w tej mate-
matyce te wielkoSci, ktore byly usuwane z matematyki Eudoksosa.

Warto w tym miejscu wskazaé na niektore szczegdly dyskusji, do-
tyczace tych wielkosci, na ktorych opierata si¢ analiza w siedemna-
Stym i osiemnastym wieku. I tak I. Newton, analizujac pojecie
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pierwszej pochodnej, méwil o nim jako o stosunku, w ktorym ,,zni-
kaja” niektore wielkoSci. Powstaje pytanie, czym byly dla angiel-
skiego filozofa, fizyka i matematyka owe ,,znikajace” wielkosci. I.
Newton twierdzil, ze s3 one wyobrazalne jako nieograniczenie ma-
lejace przez caly czas. Moze powstaé podejrzenie, ze chodzi w tym
miejscu o nieskoficzenie mata wielkoS¢ zmienng, w rozumieniu
wspoélczesnej matematyki. By¢ moze chodzifo I. Newtonowi o zaak-
centowanie, Ze w okresleniu pojecia pochodnej pojawiajg si¢ wiel-
kosci potencjalnie nieskonczenie male, a wigc Ze ma si¢ w tym wy-
padku caly czas do czynienia z wielkoSciami archimedesowymi.

Natomiast inni tworcy analizy stali raczej na stanowisku, Ze ana-
liza ufundowana jest na wielkoSciach niearchimedesowych, wielko-
Sciach aktualnie nieskoficzenie malych. Gtéwnym propagatorem
takiego stanowiska byt G. de I'Hospital. Uzywat on takich sformu-
towan, z ktorych wynikato, iz jest przekonany o realnosci wielkoSci
aktualnie nieskoficzenie mafych, ktérymi, jego zdaniem, postugiwa-
no si¢ w rachunku rézniczkowym i catkowym®.

Ostatecznie zwycigzylo w siedemnastym i osiemnastym wieku
przekonanie prezentowane przez G. de 'Hospitala. Wigkszo$¢ ma-
tematykOw tego okresu glosifa opinig, ze u podstaw rachunku cat-
kowego i rozniczkowego leza wielkoSci niearchimedesowe, aktual-
nie nieskoficzenie mate. Te opinie pozwalajg zasadnie wyodrebnic¢
matematyke siedemnastego 1 osiemnastego wieku jako odrgbny
okres w dziejach matematyki. Matematyka wspomnianego okresu
jest inng matematyka niz ta, ktdrej podstawy tworzyl Eudoksos.
Zas, co istotne dla prowadzonych w niniejszym opracowaniu ba-
daf, kryterium pozwalajgcym wyr6zni¢ nowy okres w dziejach ma-
tematyki jest wiaSnie akceptacja na gruncie 6wczesnych prac wiel-
koSci niearchimedesowych, aktualnie nieskoficzenie matych. Tych,
ktdre w okresie poprzednim byly odrzucane na podstawie aksjoma-
tu Archimedesa.

' ,Zwyczajna analiza zajmuje si¢ tylko wielkoSciami skoficzonymi; ta niniejsza
siega tak daleko jak sama nieskorficzonos§é. Poréwnuje ona nieskoficzenie mate
réznice wielkosci skoficzonych, odkrywa relacje pomigdzy tymi réznicami. W ten
spos6b ujawnia stosunki pomigdzy wielko$ciami skor’xczonymi, ktore s3 jak gdyby
nieskoriczone w porownaniu z nieskoficzenie ma Kml wielko§ciami. Mozna by na-
wet powiedziec, ze ta analiza wychodzi poza nieskoriczonosc: bowiem nie ograni-
cza si¢ ona do meskonczeme matych rozmc lecz odkrywa relacje migdzy roznica-
mi tych réznic”. G. de 'Hospital, Analyse des infiniment petits pour Uintelligence des
lignes courbes, Przedmowa, Paris 1696.
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Warto jeszcze w tym miejscu uwypukli¢ przyczyny zmian, ktére
zaszly w matematyce siedemnastego wieku. Akceptacja wielkosci
niearchimedesowych miata niewgtpliwie swoje podstawy ,we-
wnatrzmatematyczne”. W tym wia$nie okresie podjeto watki anali-
tyczne prac starozytnych, przede wszystkim Eudoksosa i Archime-
desa. Ze wzgledow przedmiotowych — braku SciSle arytmetycznych
podstaw teorii liczb rzeczywistych — konieczne bylo postuzenie sig,
przynajmniej w opinii wigkszosci dwczesnych badaczy, wielkoScia-
mi niearchimedesowymi w rozwijajacej si¢ analizie. Jednak sama
analiza, rachunek rozniczkowy i catkowy powstaly, jak to juz wspo-
mniano, nie tylko ze wzgledow ,,wewnatrzmatematycznych”. Nowe,
iloSciowe, a nie jakosciowe podejscie do zagadnien przyrodoznaw-
stwa, miafo rowniez ogromny wplyw na rozwoj tej galezi matematy-
ki, w kt6rej — przynajmniej zdaniem 6wczesnych naukowcow - po-
jawily si¢ wielko$ci niearchimedesowe. Matematyke tego okresu
mozna by nazwa¢ matematyka Leibniza i Newtona. Ci bowiem
uczeni najbardziej przyczynili si¢ do rozwoju analizy. Ze wzgledu
jednak na stosunek do wielkosci niearchimedesowych najbardziej
reprezentatywny wydaje si¢ by¢ G. de I’'Hospital. Dlatego mozna
roboczo 6w okres matematyki nazwa¢ matematyka de I’'Hospitala.

Kolejny etap w rozwoju matematyki mozna réwniez wyodrebnic,
przyjmujac jako kryterium zmiang¢ w zakresie akceptacji niektorych
typow wielkoSci. To okres matematyki dziewigtnastego wieku. Cha-
rakteryzowat si¢ on, w przeciwienstwie do poprzedniego, wyelimi-
nowaniem wielkoSci aktualnie nieskoficzenie malych z podstaw ra-
chunku rézniczkowego i calkowego i akceptacja na gruncie
matematyki wielkoSci aktualnie nieskonczenie wielkich.

To wtasnie w dziewigtnastym wieku, giéwnie dzigki pracom B.
Bolzano, A. Cauchy ego oraz K. Welerstrassa udato si¢ przede
Wszystkim oprze¢ analizg matematyczng na pojeciu granicy i na po-
jé;cm zbieznodci. Co istotne dla prowadzonych tutaj dociekan, uda-
lo si¢ zdefiniowaé te podstawowe pojecia anahzy w kategorlach
liczb rzeczywistych. Byt to pierwszy z dwu etapéw procesu arytme-
tyzacji analizy w dziewigtnastym wieku.

Drugi etap polegat przede wszystkim na zbudowaniu modelu
liczb rzeczywistych w dziedzinie liczb wymiernych. Prace te wyko-
nali réownolegle K. Weierstrass, G. Cantor i R. Dedekind. Dwaj
p1erws1 postuzyli si¢ zblizong do siebie metoda nieskoficzonych cia-
80w zbieznych liczb wymiernych, przy pomocy ktérych definiowali
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liczby rzeczywiste. Natomiast R. Dedekind do zdefiniowania liczb
rzeczywistych uzyt tzw. przekrojow liczb wymiernych, ktore nazwa-
ne zostaly jego imieniem. Metoda ta przypominata sposob okresle-
nia niewymierno$ci Eudoksosa, nie odwolywata si¢ jednak do nie-
wymiernych wielko$ci geometrycznych.

Weczesniej udato si¢ w szkole K. Weierstrassa zdefiniowac¢ liczby
catkowite przy pomocy liczb naturalnych i liczby wymierne przy po-
mocy liczb catkowitych. Zatem w wyniku procesu arytmetyzacji
mozna byto w dziewigtnastym wieku sprowadzi¢ cala analiz¢ — po-
przez pojecia granicy i zbieznosci — do arytmetyki liczb rzeczywi-
stych, te za$§ do arytmetyki liczb naturalnych. Tym samym mozna
bylo zasadnie twierdzi¢, ze analiza matematyczna oparta jest na
arytmetyce liczb rzeczywistych, a poSrednio, na arytmetyce liczb
naturalnych.

Istotne dla prowadzonych tutaj badaf jest to, ze wyeliminowano
w dziewigtnastym wieku z podstaw rachunku rézniczkowego i cal-
kowego pojecie wielkosci niearchimedesowych, aktualnie nieskon-
czenie matych. Pojecie to okazato si¢ by¢ zbedne dla ufundowania
tak istotnego dzialu matematyki, jakim jest analiza.

Co wigcej, niektorzy uczeni, przede wszystkim G. Cantor, zacze¢li
twierdzi¢, ze wielko$ci aktualnie nieskoriczenie mate sg nie tylko
niepotrzebne dla ufundowania podstaw rachunku rézniczkowego
i catkowego, ale ze po prostu takie wielkosci nie istniejg. G. Cantor
usifowal nawet konstruowaé dowody nieistnienia wielkosci aktual-
nie nieskonczenie malych. Tym samym staraf si¢ on wyeliminowac
wielkoSci niearchimedesowe, aktualnie nieskoficzenie male, nie tyl-
ko z podstaw rachunku rézniczkowego i catkowego, ale i z calej
matematyki'.

W kazdym razie matematyka dziewigtnastego wieku pozbyta si¢
wielkosci aktualnie nieskoficzenie matych z podstaw rachunku roz-
niczkowego i calkowego. Niektorzy za§ matematycy — jak G. Can-
tor — negowali w ogdle istnienie wielkosci aktualnie nieskoficzenie
malych.

W matematyce dziewigtnastego wieku dokonata si¢ jeszcze jed-
na zmiana orientacji w zakresie akceptacji pewnego typu wielkosci.

' Por. G. Cantor, Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten, 407-409, w: G. Can-
tor, Gesammelte Abhandlungen mathematischen und Philosophischen Inhalts,
Hrsg. E. Zermelo, Berlin 1932.
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Zaakceptowano mianowicie istnienie innych wielkosci niearchime-
desowych, mianowicie wielkoSci aktualnie nieskofczenie wielkich.
Owa akceptacja wigz¢ si¢ z powstaniem teorii mnogosci.

Geneza teorii zbiordw nieskonczonych, czyli teorii mnogosci,
zwiazana byla z rozwigzaniem przez G. Cantora pewnego szczego-
lowego problemu z zakresu analizy. Niemiecki matematyk zajat si¢
pytaniem, kiedy dana funkcja jest rozwijalna w sposdb jednoznacz-
ny w szereg trygonometryczny. Udowodniono, ze jest tak w przy-
padku, kiedy funkcja taka jest ciggta w catej dziedzinie. G. Cantor
badal, czy takie jednoznaczne rozwinigcie jest mozliwe, gdy w dzie-
dzinie funkcji istnieja ,,punkty wyjatkowe”, czyli takie, w ktorych
funkcja nie jest ciagla. Uogolnit wyjSciowe twierdzenie na sytuacje,
kiedy takich punktow jest skonczona, a potem nieskonczona ilos¢.
Postawit pytanie, czy punktéw wyjatkowych jest wiecej niz liczb na-
turalnych. Z zagadnienia $cile analitycznego wyodrebnif si¢ pro-
blem poréwnywania mocy zbiordw, ktére byly nieskoficzone. G.
Cantor przyjal istnienie zbiordéw aktualnie nieskoficzonych i stwier-
dzit, ze istnieja zbiory nieskonczone o roéznej mocy. Podat definicje
zbioru nieskoficzonego jako takiego, w ktédrym podzbi6r wlasciwy
jest réwnoliczny ze zbiorem. Tym samym podwazyt aksjomat Eu-
doksosa, stwierdzajacy, Ze ,,calos¢ jest wigksza od czesci”. Niemiec-
ki matematyk twierdzil, ze zbiory o takich wtasno$ciach nalezy
wprowadzi¢ do matematyki. Udato mu si¢ przy pomocy pojecia
zbioru zbioré6w zdefiniowaé liczby naturalne oraz pozaskonczone:
kardynalne i porzadkowe. Tym samym wielkosci niearchimedeso-
we, aktualnie nieskonczenie wielkie, znalazly si¢ w matematyce.
Za§ sama teoria mnogoSci stala si¢ czeScig matematyki, bowiem jak
twierdzit G. Cantor, arytmetyka liczb naturalnych, a wiec i w konse-
kwencji cata matematyka dziewigtnastego wieku, byta redukowalna
do teorii mnogosci.

Z przedstawionego przegladu wynika, ze zaakceptowanie zbio-
16w aktualnie nieskonczonych, i w konsekwencji wielkosci aktual-
nie nieskoficzenie wielkich, w matematyce kofica dziewi¢tnastego
wieku nastgpito z powodow ,,wewngtrzmatematycznych”. Dopro-
Wadzily do tego badania szczegOtowego problemu z zakresu anali-
zy. Oczywiscie taka akceptacja nie byta bezproblemowa. Towarzy-
Szyla jej zacieta dyskusja filozoficzna na temat nieskoficzono$ct
aktualnej, prowadzona przede wszystkim przez G. Cantora i jego
Przeciwnika, L. Kroneckera. Jednak to przede wszystkim wzgledy
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~wewnatrzmatematyczne”, przedmiotowe, zadecydowaly o akcep-
tacji w owym okresie wielkoSci aktualnie nieskoficzenie wielkich.
Tym samym, ze wzgledu na nowe podejScie do zagadnienia wiel-
kosci, powstat w dziewig¢tnastym wieku nowy typ uprawiania mate-
matyki. Zb¢dne dla ufundowania podstaw rachunku rézniczkowe-
go i calkowego okazaly si¢ wielkoSci aktualnie nieskoficzenie mate.
Zaakceptowano natomiast wielkosci aktualnie nieskoficzenie wiel-
kie. Matematyke wspomnianego okresu mozna by zasadnie okre-
§li¢ matematyka Cauchy’ego-Weierstrassa-Cantora.
Nalezy jeszcze wspomniel, Ze na przelomie dziewigtnastego
1 dwudziestego wieku nastapif w matematyce, a w zasadzie w podsta-
wach matematyki, krotkotrwaly kryzys. Wigzat on si¢ z odkryciem
antynomii w przedaksjomatycznej teorii mnogosci. Kryzys ten jed-
nak zostal bardzo szybko opanowany. Przyczynit si¢ do tego E. Ze-
rmelo, aksjomatyzujac teori¢ mnogosci, oraz B. Russell i A. N. Whi-
tehead, ktérzy zbudowali teori¢ typow, traktowana wspolcze$nie
jako teori¢ obejmujaca (przynajmniej) fragment teorii mnogosci.
Okazuje si¢, ze rowniez dla opisania krotkotrwatego kryzysu przy-
datne moze by¢ to narzedzie, jakiego dostarcza pojecie wielkosci.
Istnieje powszechna zgoda co do tego, ze powodem antynomii gene-
rowanych przez przedaksjomatyczng teori¢ mnogosci bylo dopusz-
czenie w niej zbior6w - a wigc i zwigzanych z nimi mocy, liczb kardy-
nalnych, czyli wielkosci — zbyt duzych. Eliminacja antynomii polegata
w istocie na ograniczeniu mocy, czyli wielko$ci zbioroéw. Zbiory zbyt
duze — i w konsekwencji — wielkoSci zbyt duze, zostaly z teorii mno-
godci i z ufundowanej na niej matematyki wyeliminowane.
Dotychczasowy przeglad zmiennoSci matematyki w czasie suge-
ruje, ze w poszczegllnych okresach opowiadano si¢ za jednym,
okre§lonym typem matematyki. Zasadniczo po okresach kryzyso-
wych i okresach dyskusji zgadzano si¢ na to, jakie wielkoSci moga
byé w matematyce akceptowane, a jakie nie. Natomiast koniec wie-
ku dziewigtnastego i poczatek wieku dwudziestego przynidst zmia-
n¢ tej sytuacji. Roznice pogladéw na temat podstaw matematyki
doprowadzity w tym czasie do powstania odmiennych w istocie ma-
tematyk. Jedna to matematyka klasyczna, stosujgca logike klasycz-
ng, akceptujaca teori¢ mnogosci tradycji cantorowskiej i zermelow-
skiej. Natomiast druga matematyka, intuicjonistyczna, nie
akceptuje logiki klasycznej, odrzuca migdzy innymi zasadg wylg-
czonego Srodka, nie akceptuje tez tradycyjnej teorii mnogosci. Wy-
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daje si¢, ze te dwa typy matematyki wyroznia si¢ wiaSnie ze wzgle-
du na takie kryteria, jak stosowana logika i teoria mnogosci. Jesli
jednak przyjrze¢ si¢ dyskusji G. Cantora z L. Kroneckerem, w cza-
sie ktorej ten drugi ujawnil poglady praintuicjonistyczne, to okazu-
je si¢, ze mozna obydwa wspomniane typy matematyki wyodrebnic¢
réwniez przy pomocy tego Kryterium, jakie stanowi stosowane w tej
pracy pojecie wielkosci.

Przede wszystkim praintuicjonizm, i potem intuicjonizm, nie zga-
dza si¢ na dopuszczenie do matematyki wielkosci aktualnie nieskon-
czenie wielkich. Czasami jedynie czyni si¢ wyjatek dla liczby kardy-
nalnej ¥o. L. Kronecker mial tez zdecydowane opory co do wielkoSci
skoficzonych niewymiernych. To réwniez wiazalo si¢ z odrzucaniem
przez niego zbiordw aktualnie nieskoniczenie wielkich. L. Kronecker
zauwazyl, ze K. Weierstrass i G. Cantor w swoich definicjach liczb
rzeczywistych postugiwali si¢ nieskoficzonymi ciggami podstawowy-
mi liczb wymiernych. Jaka$ forma nieskoniczonosci okazata si¢ byé
niezbedna dla okreSlenia liczb rzeczywistych. Skoro negowato si¢
nieskoficzone zbiory, nalezalo tez konsekwentnie zanegowac istnie-
nie liczb niewymiernych, co tez L. Kronecker czesto czynil.

Okazuje si¢ wiec, ze matematyke intuicjonistyczng daje si¢ okresli¢
nie tylko ze wzgledu na stosowana przez nig logike czy teori¢ mnogo-
§ci. Mozna jg rowniez wyodrebnic ze wzgledu na akceptowane w niej
wielkosci. Rygorystyczny intuicjonizm nie dopuszcza wielkosci aktual-
nie nieskoficzenie wielkich ani tez wielkoci niewymiernych.

Stosunek do réznego typu wielko$ci pozwala tez wyrdznié ostatni
etap rozwoju matematyki, ktéry mozna by okresli¢ matematyka hil-
bertowskg. Zazwyczaj, gdy moéwi si¢ o programie D. Hilberta, pod-
kresla si¢ zawarty w tym programie postulat stworzenia metamate-
matyki. Aby jednak zbudowanie metamatematyki bylo mozliwe,
konieczne byto wpierw zaksjomatyzowanie teorii matematycznych
1, przelozenie” ich na jezyk formalny. Te punkty zawieral réwniez
program D. Hilberta. Program formalizmu dopuszczal zajmowanie
S1¢ jakimikolwiek przedmiotami, byle ich podstawowe wiasnosci
byly podane przy pomocy niesprzecznej aksjomatyki. W istocie za-
tem program ten implicite pozwalat na postugiwanie si¢ w matema-
tyce jakimikolwiek wielkosciami. Matematyka hilbertowska
dopuszcza, podobnie jak matematyka Cauchy’ego-Weierstrassa-
-Cantora, wielkosci skoficzone, niewymierne i aktualnie nieskon-
Czenie wielkie. Ale zaakceptowane w niej zostaly takze — ze wzgle-
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déw przedstawionych powyzej ~ wielkosci aktualnie nieskoficzenie
male w budowaniu podstaw rachunku rézniczkowego i catkowego.
Stato si¢ tak wtedy, gdy A. Robinson zbudowal ~ oczywiscie przy
pomocy stosownej aksjomatyki — analize niestandardows. Analiza
ta postuguje si¢ wielko§ciami aktualnie nieskoficzenie malymi.

Wydaje sie, ze akceptacja w tym typie matematyki wszystkich ty-
pow wielkosci dokonana zostala ze wzgledow metamatematycznych.
Dopuszcza si¢ w niej po prostu wszelkie pojecia, ktdrych podstawo-
we wiasnosci daje si¢ opisa¢ przy pomocy stosownych aksjomatow.

W celu zbudowania wiaSciwego dla matematyki modelu tempo-
ralnodci odwolano si¢ w niniejszym opracowaniu do wprowadzone-
go w starozytno$ci matematycznego pojecia wielkoSci. Pokazano,
ze juz w czasach starozytnych pojecie wielkoSci opisywano przy po-
mocy stosownej aksjomatyki i wyrdézniono wowczas rozne typy wiel-
kosci. Zauwazono tez, ze — przynajmniej do dziewigtnastego wieku
- matematyke pojmowano jako nauke o wielkoSciach. Za$ przy
pewnych dodatkowych zatozeniach mozna by i1 wspo6iczesng mate-
matyke traktowacé jako nauke o wielkoSciach.

Nastepnie zdefiniowano pojecie nieciggtoSci w rozwoju matema-
tyki. Przyjeto, Ze zmienia si¢ ona w sposob nieciagly wowczas, kiedy
zmienia si¢ zakres akceptowanych w niej typow wielkoSci. Dalszy
cigg badaf mial na celu wykazanie, ze wprowadzone poj¢cie niecig-
glodci rozwoju matematyki pokrywa si¢ z wieloma wydarzeniami
w dziejach tej nauki, ktdre tradycyjnie uwaza si¢ za momenty kryzy-
sowe. Mozna tu wyliczy¢: odKkrycie niewymiernosci, powstanie ra-
chunku catkowego i r6zniczkowego oraz powstanie teorii mnogosci
wraz z odkryciem antynomii. W zasadzie tylko kryzysu zwigzanego
z powstaniem geometrii nieeuklidesowych nie daje si¢ opisac przy
pomocy zaproponowanego modelu.

Okresy pomiedzy nieciagtoSciami w rozwoju matematyki mozna
by nazwaé ,epokami” w rozwoju matematyki. Wyrdzniono przy po-
mocy zastosowanego Kryterium nastgpujace epoki: pitagorejczy-
kow, Eudoksosa, de 'Hospitala, Cauchy’ego-Weierstrassa-Cantora
oraz Hilberta. OczywiScie narzuca si¢ w tym miejscu nazewnictwo
proponowane przez T. Kuhna, a wigc by poszczegélne epoki na-
zwa¢ paradygmatami matematyki. To jednak sugerowatoby w spo-
sOb bezzasadny, ze pomigdzy poszczegblnymi epokami zachodzily
rewolucje w sensie Kuhnowskim. Takiego uzasadnienia niniejsze
opracowanie nie zawiera.
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Mozna oczywiscie dyskutowaé nad stusznoScig otrzymanej w ten
sposdb periodyzacji matematyki. I tak na przykfad, czasami twier-
dzi si¢, ze wyodrebniony tutaj jako osobna epoka, okres matematy-
ki de 'Hospitala byl tylko czasem permanentnego kryzysu, ktory
prowadzil do wiasciwego ,,ustabilizowanego” okresu matematyki
Cauchy’ego-Weierstrassa. Wowczas jednak caty rozwoj matematyki
- od odkrycia niewymiernoSci do zdefiniowania liczb rzeczywistych
przez niemieckich matematykoéw w dziewi¢tnastym wieku — mozna
by uwaza¢ za okres permanentnego kryzysu, wewnatrz ktGrego nie
dokonywalo by si¢ zadnej periodyzacii.

Okreslenie niecigglosci w rozwoju matematyki jako zmiany w za-
kresie akceptacji poszczeg6lnych wielkodci pozwala tez odpowie-
dzie¢ na pytanie, dlaczego matematyka si¢ zmienia. Przyczynami
przemian sg — przy przyjeciu takiego modelu - powody zmian w za-
kresie akceptacji poszczegblnych typow wielkosci. W niniejszym ar-
tykule pokazano, ze zmiany te sa wynikiem splotu heterogennych
czynnikéw. Najczgsciej dokonuja si¢ one ze wzgledow ,wewnatrz-
matematycznych”, ale bywaja tez powody natury logicznej, ontolo-
gicznej, metamatematycznej, a takze takie, ktére wynikajg z po-
trzeb matematyki stosowane;.

Prezentowany model nie pozwala stwierdzi¢, ze matematyka roz-
wijala si¢ zawsze w sposob kumulatywny, odkrywajac i dolgczajge
do zakresu swoich badai nowe typy wielkosci. W starozytnosci zna-
no juz bowiem wszystkie podstawowe typy wielkosci, ale ze wzgle-
du na ,lgk przed nieskonczonoscia” celowo ograniczono badania
matematyki do wielkosci archimedesowych. Rezygnowano rowniez
w niektérych okresach z pewnych wielkoéci, ktore wczeéniej wyda-
waly si¢ by¢ ,,dobrze zadomowione w matematyce”. Tak byto z nie-
archimedesowymi wielkoSciami aktualnie nieskoficzenie matymi,
ktére wyeliminowano z podstaw rachunku rézniczkowego w dzie-
wigtnastym wieku, dzieki skonstruowaniu definicji granicy.



