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1. Wstep. 2. Matematyka—nauka aprioryczna? 3. Watki empirystyczne. 4. Algorytmy
kwantowe. 5. Algorytmy kwantowe a problem wiedzy matematyczne;.

1. WSTEP

W niniejszym artykule stawiam problem natury dowodu mate-
matycznego (i ogdlniej: natury wiedzy matematycznej) w $wietle
pewnych teoretycznych wynikoéw wspotczesnej informatyki, doty-
czacych tzw. algorytmow kwantowych. Problem 6w mozna sformu-
lowaé¢ w formie nastgpujacego pytania:

e Czy wyniki teoretyczne dotyczace algorytméw kwantowych
rzucaja nowe $wiatlo na filozoficzna dyskusj¢ dotyczaca empirycz-
nych aspektéw wiedzy matematycznej?

Temat jest ztozony, a wigc nawet wstgpna prezentacja musi z ko-
niecznos$ci by¢ stosunkowo obszerna. Dlatego skupig si¢ tutaj na na-
kresleniu niezbgdnych preliminariow, ukazaniu tta problemu i jego
sformutowaniu, nie za$§ na szczegotowej analizie problemu.

2. MATEMATYKA — NAUKA APRIORYCZNA?
Epistemologiczny spor migdzy racjonalizmem a empiryzmem znaj-

duje swoje odbicie w sporze dotyczacym natury wiedzy matematycz-
nej. W tradycji filozoficznej dominuje poglad, przypisujacy jej status

! Artykut zostat napisany w ramach grantu badawczego Status wiedzy matema-
tycznej w swietle wynikow teorii obliczen i metamatematyki, N N101 094136.
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wiedzy czysto rozumowej. Czgsto wigc wiedza matematyczna bywa
okreslana jako: ,,wiedza aprioryczna”, ,,uzyskana na drodze czysto
rozumowej”, ,.konieczna”, , dotyczaca prawd wiecznych”, ,,nieem-
piryczna”, ,analityczna”, ,,dotyczaca bytow idealnych”, ,prawdzi-
wa we wszystkich mozliwych $wiatach” efc. Tkwi za nimi pewna
wspolna wizja matematyki jako wiedzy czysto racjonalnej, zasadni-
czo roznej od wiedzy uzyskanej na drodze nauk empirycznych.

Klasycznym przyktadem przedstawiciela ,.treSciowej” koncepcji
dowodu matematycznego (w mys$l ktorej podstawa poznania mate-
matycznego jest zdolnos¢ rozumu do ujmowania pewnych funda-
mentalnych prawd jako oczywistych — i zarazem do akceptowania
pewnych krokéw dedukcyjnych jako oczywistych) jest Kartezjusz.
W mysl jego koncepcji poznanie matematyczne (i nie tylko, ale tu in-
teresuje nas gtdwnie matematyka) stanowi pewien akt o charakterze
czysto intelektualnym. Oprocz ,,widzenia oczyma rozumu” oczywi-
stosci prawd musimy takze by¢ w stanie wyprowadzi¢ z nich wnioski
— ale rowniez tutaj mamy do czynienia z odwotaniami do intuicyjne-
g0 postrzegania prawomocnosci owych operacji. Wizja Kartezjusza
jest bardzo odlegta od wizji formalistycznej: dowody matematyczne
w ujeciu Kartezjusza nie maja charakteru symbolicznych, formal-
nych manipulacji, lecz ich podstawa jest intuicyjny wglad.

Warto podkresli¢ (jest to istotne dla dyskusji dotyczacej natury
dowodu matematycznego), ze Kartezjusz zada, aby kazdy poszcze-
g6Ilny etap dowodu byl dla nas absolutnie jasny: ,,Je$li w szeregu
rzeczy, deqcych przedmiotem badania, napotyka si¢ co$, czego
nasz umyst nie moze dos$¢ dobrze uja¢ intuicyjnie, nalezy przy tym
zatrzymac¢ si¢ i nie badac¢ rzeczy nastgpnych, ale powstrzymywacé
si¢ od daremnej pracy”. Jednak zada jeszcze czego$ wiegcej: tego,
aby moéc dostrzec struktur¢ dowodu w jednym akcie intelektualnym.
Kartezjusz pisze bowiem: ,,Dla uzupetnienia nauki nalezy wszystkie
1 poszczegdlne rzeczy, ktore odnosza si¢ do naszego celu, przeglad-
na¢ ciaglym i nieprzerwanym ruchem mysli i obja¢ je w dostatecz-
nym i uporzadkowanym wyliczeniu. Taki poglad jest z pewnoscia

2 R. Descartes, Prawidla kierowania umystem,; poszukiwanie prawdy przez swiat-
to przyrodzone rozumu, thum. z tac. i franc. L. Chmaj, PWN, Warszawa 1958, 36.

3 Tamze, 31. Kartezjusz pisze tez o rozumowaniach: ,,Dlatego przebiegng je kil-
kakrotnie swego rodzaju ciagtym ruchem wyobrazni, ktéra widzi od razu cztony po-
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bliski sercu wielu matematykow, ktorzy podkreslaja koniecznos¢ ro-
zumienia idei dowodu, a nie jedynie poszczegolnych krokow dowo-
dowych. Matematykowi jest o wiele tatwiej zaakceptowac¢ dowad,
ktorego strukturg (jako pewnej catosci) ogarnia, niz dowod, ktory
postrzega jako ciag poprawnych krokow, ktore jednak nie sa powia-
zane pewna wspolng idea*.

Poglady Kartezjusza mozna uzna¢ za modelowe dla pewnego
stylu myslenia o matematyce, wiedzy matematycznej i zrodtach tej
wiedzy. Podstawowa role odgrywa w tej wizji posiadanie intelektu-
alnego wgladu — czyli swoistej intuicji matematycznej. Do takiej ka-
tegorii intuicji matematycznej, czyli swoistej zdolnosci poznawczej
umozliwiajacej wglad w $wiat prawd matematycznych, odwotywat
si¢ rowniez Godel®. Jest on matematycznym realista: jego zdaniem,
matematyczna rzeczywisto$¢ jest od nas niezalezna, nie jest bynaj-
mniej wytworem naszego intelektu. Godel zdecydowanie odrzuca
wigc psychologistyczne interpretacje matematyki. Rzeczywistos¢

szczegblne w chwili, gdy do innych przechodzi, az sig¢ nauczg od pierwszego stosunku
do ostatniego tak szybko przechodzi¢, iz bede mogt niemal zupelnie bez pomocy
pamigci objaé jednym spojrzeniem calos¢” (tamze, 31-32).

4 Q. Bassler w pracy The surveyability of mathematical proof: a historical per-
spective, Synthese (2006)148, 99—133, analizuje problem, czy dowody matematyczne
daja sig ,,ogarnac”, rozrdzniajac ,,ogarnialno$¢ lokalng” (oczywisto$¢ poszczegdlnych
krokow) od globalnej (oczywistos¢ rozumowania jako catosci, ktore intuicyjnie uj-
mujemy). Postulat globalnej ogarnialnosci dowodéw matematycznych przypisu-
je wihasnie Kartezjuszowi. O Cartesian story pisze takze Fallis w pracy Intentional
gaps in mathematical proofs, Synthese (2003)134, 45-69 — nazywajac tak koncepcje,
w mysl ktorej dowody matematyczne sa pozbawione luk, za§ matematyk jest w stanie
uja¢ wszystkie kroki dowodowe.

5 Mowi o tym wyraznie w nastgpujacym fragmencie: ,,Pomimo ich [obiektow
teorii mnogos$ci — K.W.] oddalenia od danych zmystowych mamy co$§ w rodzaju
percepcji obiektow teorii mnogosci, co wida¢ z faktu, ze aksjomaty narzucaja sig
nam jako prawdziwe. Nie widz¢ powodu, aby mie¢ mniej zaufania do tego rodzaju
percepcji, tj. do intuicji matematycznej, niz do percepcji zmystowej, ktora pozwala
nam budowac teorie fizyczne, w oczekiwaniu, ze przyszte dane zmystowe bgda
z nig zgodne, i co wigcej oczekiwac, ze problem, ktdry teraz nie jest rozstrzygalny,
jest mimo to sensowny i moze zostac rozstrzygnigty w przysztosci”. K. Godel, What
is Cantor’s Continuum Problem?, w: Philosophy of Mathematics, red. P. Benacer-
raf, H. Putnam, Prentice—Hall, Englewood Cliffs, New Jersey 1964, 258-273, 271.
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matematyczna mozemy poznawac i opisywac, za$ dostep poznawczy
do owej obiektywnej sfery bytow matematycznych zapewnia nam
wlasnie intuicja matematyczna — swoista zdolnos¢ naszego umystu.
Dzigki temu pewne zdania matematyczne mozemy uznaé za pier-
wotne, podstawowe prawdy.

Nie ma tu miejsca na szczego6towa analize¢ stanowiska Gdodla,
w szczegblnosci tego, jak doszedt do swej silnej i radykalnej formy
matematycznego platonizmu. Warto jednak wspomnie¢, ze Godel
przyjmuje swoisty postulat o charakterze metodologicznym, w mysl
ktorego dopuszczalne (a nawet konieczne!) jest wzmacnianie zato-
zen, tworzenie coraz silniejszych systemow pozwalajacych na roz-
wiazywanie otwartych (a nierozwiazywalnych stabszymi srodkami)
probleméw. Nalezy przy tym podkresli¢, ze nie chodzi tutaj wy-
tacznie o formalne wyprowadzanie wnioskow w danych systemach
aksjomatycznych. Rozwiazywanie problemow moze polegac takze
na poszukiwaniu coraz silniejszych aksjomatow, wykraczajacych
poza dotychczas przyjmowane formalizmy. Jest to mozliwe dzigki
odwotaniu do intuicji matematycznej. Godel pisze wigc, ze ,,zdania
teorioliczbowe nierozstrzygalne w danym formalizmie sq zawsze
rozstrzygalne przez oczywiste wnioskowania niewyrazalne w da-
nym formalizmie. Jesli chodzi o te nowe wnioskowania, to okazuja
si¢ one by¢ rownie oczywiste jak te, ktore dane sa wewnatrz forma-
lizmu. Nie jest wigc raczej mozliwe sformalizowanie rozumowan
matematycznych nawet w dziedzinie teorii liczb, jednak przekona-
nie, o ktorym mowi Hilbert pozostaje nienaruszone™®.

Godel twierdzi, ze nasza intuicja podlega rozwojowi. Dzigki
temu mozemy coraz lepiej rozumie¢ sens pojg¢ matematycznych
i ustanawia¢ nowe aksjomaty’. Mozna wigc mowi¢ o swoistej ot-
wartosci (niewyczerpalnos$ci) naszej intuicji, ktéora pozwala nam

¢ K. Godel, Undecidable diophantine propositions, w: Collected Works, vol.3.,
red. S. Feferman i. in., Oxford University Press 1995, 164—175. Godel nawiazuje tu-
taj do optymistycznych stwierdzen Hilberta, w mysl ktorych w matematyce nie ma
problemoéw zasadniczo nierozwiazywalnych.

7 W tym kontek$cie mowi si¢ niekiedy o programie Godla. Sam Godel poszu-
kiwat aksjomatow, ktore miatyby pomoéc w rozwigzaniu hipotezy continuum. Por.
np. K.Wojtowicz, O tzw. programie Gédla, Zagadnienia Filozoficzne w Nauce
XXVIII-XXIX(2001), 100-117.
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na intuicyjne ujecie pewnych tresci wymykajacych si¢ formaliz-
mom. Przy dyskusji tego problemu Godel odwotuje si¢ do udo-
wodnionych przez siebie twierdzen. Przypomnijmy, ze zgodnie
z Il twierdzeniem Godla nie mozna udowodnié¢ niesprzecznosci
arytmetyki w niej samej (dotyczy to rowniez teorii silniejszych
od arytmetyki, ktére spetniaja pewne warunki techniczne)?. Po-
stugujac sie standardowymi oznaczeniami (por. ostatni przypis), 11
twierdzenie Godla mowi, ze Con(PA) jest niedowodliwe wewnatrz
PA. Zarazem jednak mamy silne poczucie prawdziwosci owego
zdania: skoro stwierdza ono, ze PA jest niesprzeczna, a jest w PA
niedowodliwe, to znaczy, ze naprawde PA jest niesprzeczna (bo
gdyby PA byla sprzeczna, to datoby si¢ w niej udowodni¢ kazde
zdanie, w szczegdlnosci zdanie Con(PA)). Intuicyjnie postrzega-
my wigc prawdziwo$¢ zdania Con(PA), cho¢ owej prawdziwosci
nie mozemy formalnie udowodnié. Intuicja prowadzi nas zatem
do sformutowania nowej teorii: dotaczamy do PA jako nowy ak-
sjomat zdanie Con(PA), otrzymujac teori¢ T—PA+Con(PA) Owa
teor1Q T postrzegamy intuicyjnie ]ako nie mmej Wlarygodnq od te-
orii PA®. Skoro za$ teori¢ T uznajemy za nie mmej Wlarygodnq
niz PA, to rowniez zdanie Con(T) powinni§my uznaé¢ za nie mniej
wiarygodne od (juz wcze$niej zaakceptowanego) zdania Con(PA).
Jednak zdanie Con(T) nie jest dowodliwe w ramach teorii T (zgod-
nie z II twierdzeniem Gddla, gdyz stosuje si¢ ono nie tylko do PA,
ale rowniez do teorii silniejszych). Powtarzajac rozumowanie,
ktore przeprowadziliSmy w stosunku do zdania Con(PA), mozemy
rowniez zdanie Con(T) uznaé¢ za nie mniej wiarygodne od teorii

§ Dalej bedziemy sie postugiwaé skrotem PA dla arytmetyki (od Peano Arith-
metic), za$§ zdanie wyrazajace niesprzecznos$¢ arytmetyki oznaczaé¢ przez Con(PA).
W ogélnym wypadku teorii T, zdanie wyrazajace jej niesprzeczno$¢ oznaczamy
przez Con(T). Nie wnikam tu w szczegdty techniczne dotyczace kodowan, aryt-
metyzacji sktadni efc., nalezy jednak podkresli¢, ze dzigki tej procedurze mozliwe
jest wyrazanie metamatematycznych faktow dotyczace PA wewnatrz PA (bo tylko
wtedy jest sens stawiaé pytanie, czy Con(PA) daje si¢ udowodni¢ w PA).

® Intuicyjnie: je$li uznamy teori¢ PA za niesprzeczna, to mamy prawo do PA
dotaczy¢ zdanie wyrazajace jej niesprzecznos$¢. Sgk w tym, ze to zdanie Con(PA)
nie jest twierdzeniem PA, a nowym, silniejszym aksjomatem. Jednak na poziomie
intuicji mamy petne prawo 6w nowy aksjomat dotaczy¢.
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T. Tym samym teori¢ T, = T+Con(T) mozemy uzna¢ za réwnie
wiarygodna, co T. Taka argumentacja stosuje si¢ rowniez do ko-
lejnych teorii z ciagu teorii: T,=T +Con(T,), T,=T,+Con(T,) etc.
Za kazdym razem odwotujemy si¢ do naszej intuicji, ktora pozwala
nam dostrzec intuicyjny sens i wiarygodno$¢ owych zdan. Te roz-
wazania pokazuja, iz systemy formalne nie sa w stanie adekwatnie
uchwyci¢ naszych przekonan — zawsze bowiem mozemy odwotac
si¢ do pozateoretycznego, intuicyjnego rozumienia sensu pojec
matematycznych.

Godel w wyrazny sposodb wpisuje si¢ wige w nurt tradycji racjo-
nalistycznej. W takim duchu formutowane sa tez jego argumen-
ty na rzecz matematycznego realizmu. Abstrahuja one catkowicie
od problemu zastosowan matematyki w naukach empirycznych.
Za$ kryteria prawdziwo$ci zdan matematycznych nie maja nic
wspolnego z empiria — prawdy matematyczne i prawdy empirycz-
ne maja bowiem inne zrodta i dotycza innych sfer rzeczywistosci.
,»WypowiedZz matematyczna nie méwi nic na temat fizycznej ani
psychicznej rzeczywistosci istniejacej w przestrzeni i czasie, po-
niewaz jest prawdziwa juz na mocy znaczen wystepujacych w niej
poje¢, niezaleznie od $wiata rzeczy”'?. Rola matematyki w pro-
cesie tworzenia wiedzy fizycznej (z ktorej oczywiscie Godel so-
bie doskonale zdawat sprawe) nie ma znaczenia z punktu widze-
nia argumentacji Godla''. Wiedza matematyczna za$ zdobywana
jest na drodze czysto intelektualnych aktow.

10 K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their
implications, w: Collected Works, vol.3., dz. cyt., 304-323, 320.

" Godel twierdzi wprost: ,,Mozna powiedzie¢, ze 99,9% wspodtczesnej ma-
tematyki zawiera si¢ w pierwszych trzech szczeblach hierarchii mnogos$ciowe;.
A zatem z praktycznego punktu widzenia, cala matematyka moze zosta¢ zreduko-
wana do skonczonej ilosci aksjomatow. Jest to jednak jedynie pewien historyczny
zbieg okolicznoSci (historical accident), ktory nie ma znaczenia dla samej zasady”.
K. Godel, Some basic theorems on the foundations of mathematics and their impli-
cations, art. cyt., 304-323, 307.
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3. WATKI EMPIRYSTYCZNE

Wizji matematyki Kartezjusza czy Godla nie moga oczywiscie
zaakceptowacé empirys$ci. Nie przypisuja oni rozumowi statusu od-
rgbnej wladzy poznawczej, ktora daje nam wiedzg niezalezna od em-
pirycznych zrodet. Dotyczy to w szczegdlnosci rowniez wiedzy
matematycznej. Ich zdaniem, ta wiedza musi by¢ w pewien (cho¢-
by posredni) sposob ugruntowana w doswiadczeniu zmystowym.
Do przyjecia pogladu o takich empirycznych zrodtach wiedzy ma-
tematycznej moze nas sklania¢ istnienie glebokich zwiazkow mig-
dzy matematyka a naukami empirycznymi, dla ktéorych matematyka
stanowi potgzne narzedzie. Nalezy pamigta¢ o tym, ze tworzenie no-
wych poje¢, koncepcji i teorii matematycznych miato silny zwiazek
z rozwojem fizyki (oczywistym przyktadem jest rachunek ro6znicz-
kowy i catkowy). Te obserwacje prowadza nas w naturalny sposob
do pytania o empiryczne aspekty wiedzy matematyczne;j.

Skrajnym przyktadem matematycznego empirysty byt Mill, ktory
uwazal matematyke za wiedzg empiryczna, zawierajacga uogolnie-
nia wynikow obserwacji. I tak na przyklad prawa arytmetyki — zda-
niem Milla — wyrastaja z codziennej praktyki liczenia przedmiotow.
Geometria za$§ dotyczy po prostu fizycznych wlasnosci naszej prze-
strzeni fizycznej, a jej zrodtem jest obserwacja. Oczywiscie wszelkie
obserwacje sa obarczone bledem — ale stosujemy idealizacje i abstra-
hujemy od nieistotnych wlasnosci badanych przedmiotow. W trakcie
tworzenia w1edzy matematycznej dokonujemy uogolmen W wymku
ktorych zapominamy o pierwotnych zrodtach nasze] wiedzy i zaczy-
namy sadzi¢, ze wiedza ta ma charakter aprloryczny Wiedza ma-
tematyczna ma jednak charakter Wledzy emplryczneJ i tym samym
nie moze mie¢ charakteru wiedzy apriorycznej, pewnej i czysto
racjonalne;j.

Stanowisko Milla jest skrajne, jednak oczywiscie nurt empi-
rystyczny w matematyce ma reprezentantow, ktoérych stanowiska
sa znacznie lepiej uzasadnione. Przyktadem jest Quine. Jest on kon-
sekwentnym empirysta. W mysl jego koncepcji, punktem wyjscia
W procesie tworzenia naszej wiedzy sa dane zmystowe, ktore nastep-
nie sa poddawane ,,teoretycznej obrobce”, aby uzyska¢ mozliwie
spojny obraz §wiata. W tym porzadkowaniu danych odwotujemy si¢
do mechanizmu postulowania istnienia przedmiotéw — przyktadem
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jest postulowanie istnienia przedmiotow fizycznych jako zrédet na-
szych wrazen. Zaktadamy przeciez, ze podobne wrazenia zmystowe
wiaza sig z tym samym, obiektywnie istniejacym i trwajacym w cza-
sie przedmiotem. Procedura reifikacji umozliwia nam stworzenie
prostszego i operatywnego obrazu $§wiata'2.

Quine postuguje si¢ metafora sieci, do ktorej pordwnuje system
naszych przekonan o $wiecie. Poszczegdlne zdania tego systemu
tworza co$ w rodzaju wezlow w tej sieci — i dotyczy to zarowno zdan
obserwacyjnych, jak i takich, ktore zawieraja terminy teoretyczne
1 matematyczne. Mozna wigc powiedzie¢, ze rowniez wiedza mate-
matyczna stanowi fragment takiego calosciowego systemu przeko-
nan (ugruntowanego w empirii)'3.

Zabieg reifikacji ma miejsce na kazdym poziomie tworzenia wie-
dzy — w przypadku wiedzy zdroworozsadkowej postulujemy istnie-
nie przedmiotoéw makroskopowych, w przypadku wiedzy naukowe;j
postulujemy istnienie przedmiotow teoretycznych, ale tez — i to nale-
zy podkresli¢ — przedmiotow matematycznych. Takie wzbogacanie
ontologii wystepuje na kazdym etapie tworzenia naszej wiedzy, zas
ostatecznym kryterium przyjecia danej teorii jest jej zgodnos¢ (od-

12 Wygodniejszy jest np. obraz fizykalistyczny niz fenomenalistyczny — i dla-
tego wybieramy ten pierwszy. Quine pisze o tym tak: ,f.aczac oddzielne doznania
zmystowe 1 traktujac je jako percepcje jednego przedmiotu, ujmujemy bogactwo
naszych doznan w prostym i operatywnym schemacie pojeciowym. Przyporzad-
kowywanie danych zmystowych przedmiotom zewngtrznym jest (...) podyktowane
zasada prostoty: wczesniejsze i pozniejsze wrazenie okraglosci taczymy z ta sama
moneta lub z dwiema r6znymi monetami, kierujac si¢ postulatem maksymalnej pro-
stoty naszego cato$ciowego obrazu $wiata”. W. van O. Quine, O tym, co istnieje,
w: Z punktu widzenia logiki, ttum. z ang. B. Stanosz, PWN, Warszawa 1969, 31.

13, Catoksztalt naszej tzw. wiedzy czy tez przekonan, od najbardziej przypadko-
wych prawd geografii i historii az po najglgbsze prawa fizyki atomistycznej, a nawet
czystej matematyki i logiki formalnej, jest tworem cztowieka i styka si¢ z do§wiad-
czeniem tylko wzdtuz swoich krawedzi. Mowigc inaczej, nauka jako cato$¢ podob-
na jest do pola sily, ktéorego warunkami brzegowymi jest doswiadczenie. Konflikt
z dos§wiadczeniem na brzegach pola powoduje odpowiednie przystosowania w jego
whnetrzu. (...) Zadne poszczegolne $wiadectwo do§wiadczenia nie jest zwiazane z ja-
kim$ okre$lonym zdaniem z wngtrza pola; zwiazek ten ma co najwyzej charakter
posredni, za sprawa rownowagi pola jako catosci”. W. van O. Quine, Dwa dogmaty
empiryzmu, W: Z punktu widzenia logiki, dz. cyt., 65.
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powiednie teoretyczne dopasowanie koncepcji) z doswiadczeniem
(czyli ze strumieniem wrazen zmystowych). Oznacza to w szcze-
golnosci, ze kryteria istnienia przedmiotow wykraczaja poza obser-
wowalno$¢'. Dotyczy to takze przedmiotow matematycznych i ma
istotne znaczenie z punktu widzenia dyskusji ontologicznej. Quine
twierdzi, ze skoro w przyjmowanych przez nas teoriach wystepuja
zdania stwierdzajace istnienie obiektow matematycznych, to trzeba
konsekwentnie przyjac¢ istnienie obiektow matematycznych!.

Z punktu widzenia tematyki niniejszego artykutu nalezy zwroci¢
uwage na fakt, ze w mysl koncepcp Quine’a w1edzy matematycz-
nej nie mozna oczywiscie uznaé¢ za wiedzg aprioryczna. Punktem
wyjscia naszej wiedzy sa dane zmystowe: one podlegaja owej ,,te-
oretycznej obrobce”, w ktorej w szczegodlnosci pojawiaja si¢ wypo-
wiedzi dotyczace matematyki. Wiedza matematyczna wyrasta zatem
— w posredni sposob — z doswiadczenia empirycznego, a nie z zadne-
go czysto intelektualnego ogladu. Nalezy tu tez podkresli¢, ze Quine
przypisuje status wiedzy wiasnie (a nie jedynie status niezinterpre-
towanego systemu formalnego) tylko tym fragmentom matematyki,
ktore maja zastosowanie w naukach empirycznych!'®.

4. ALGORYTMY KWANTOWE

Nie ulega oczywiscie watpliwos$ci, ze matematyka jest niezbgdna
dla zdobywania wiedzy fizycznej. Pojawia si¢ jednak pytanie niejako
odwrotne: czy wiedza fizyczna moze by¢ przydatna w zdobywaniu
wiedzy matematycznej? Uszczegdtowiajac, zapytajmy: czy moze-

4, Przedmioty fizyczne sa pojeciowo wnoszone do sytuacji jako wygodne og-
niwa posredniczace — nie przez definiowanie ich w terminach doswiadczenia, lecz
jako nieredukowalne byty postulowane”. Tamze, 67.

15 Quine odwotuje si¢ do tzw. kwantyfikatorowego kryterium istnienia. W szcze-
g6Inosci nie rdéznicuje sposobow istnienia, odrzuca wige wyjasnienia statusu on-
tycznego obiektow matematycznych odwotujace si¢ do takich rozréznien.

16 Podstawa argumentu z niezbgdno$ci Quine’a sa dwa zalozenia: (1) ontologia
teorii naukowych winna by¢ przyjmowana w cato$ci na podstawie kryterium kwan-
tyfikatorowego; (2) matematyka jest niezbedna w naukach empirycznych (czyli
nie jest mozliwe takie sformutowanie teorii empirycznych, w ktorych brak bytoby
odniesient do obiektow matematycznych).



80 KRZYSZTOF WOJTOWICZ [10]

my wykorzysta¢ prawa fizyki, aby wspomagaly nas w zdobywaniu
nowej wiedzy matematycznej? Chcg tu zwroci¢ uwage na pewne
istotne w kontekscie tego zagadnienia punkty, zwiazane z dowodami
komputerowymi oraz z tzw. kwantowg teorig obliczen.

Postawione tu pytanie wiaze si¢ z problemem standardow mate-
matycznej argumentacji - kiedy uznamy ja dostatecznie przekonuja-
ca, aby na jej podstawie przyjqc nowe twierdzenie? Takie sformuto-
wanie pytania moze Wydac si¢ nieco zaskakujace: przemez badane
w teorii dowodu pojgcie dowodu formalnego jest jasne i klarow-
ne: jest to stosowny (najczeSciej skonczony) ciag formut a.,...,0 ,
taki, ze... (tu nastgpuje wyliczenie stosownych regul wnioskowania
charakteryzujacych dany system logiczny). Oczywiscie w takim ro-
zumieniu pojecia dowodu nie ma miejsca na odwotania do intuicji
w sensie Kartezjusza czy Godla, wyeliminowane sg czynniki subiek-
tywne. Na dowod patrzymy jak na obiekt czysto syntaktyczny, o jego
prawomocnosci decyduje wylacznie zgodnos$¢ z regutami sktadnio-
wymi, za$ w trakcie prowadzenia samego dowodu nie jest konieczny
zaden wglad w tre$¢ operacji.

Jednak taka wizja dowodu matematycznego jest odlegta od co-
dziennej praktyki matematycznej. Dowody, jakie znamy z wyktadow
czy publikacji naukowych, sa oczywiscie $ciste, precyzyjne, pozba-
wione luk. Jednak nie sa to dowody formalne w rozumieniu teorii do-
wodu. Dowod formalny jest raczej pewna idealizacja standardowego
pojecia dowodu. Mamy oczywiscie przekonanie, ze jest to poprawna
idealizacja — tzn. ze kazdy standardowy dowod matematyczny daje
si¢ sformalizowa¢ w odpowiednim jezyku formalnym (przy czym
takie najogolniejsze ramy dopuszczalnej formalizacji — przynaj-
mniej standardowo — wyznacza teoria mnogosci ZFC). Pojawia si¢
jednak zasadne pytanie: kiedy powinni$my zaakceptowaé dany (nie-
sformalizowany) dowdd matematyczny jako przekonujacy?'’” A jesz-
cze inaczej: jakie argumenty matematyczne sa przekonujace? I gdzie
sa granice matematycznej argumentacji? Kiedy mamy prawo uznac,
ze faktycznie wzbogaciliSmy naszaq wiedz¢ matematyczng o nowe,

17 Odpowiedz, iz powinni$my uznaé za ,,legalne” takie dowody, ktore daja sig
sformalizowa¢, niewiele mowi: skad bowiem mamy wiedzie¢, czy dowod daje sig
sformalizowa¢, nie formalizujac go faktycznie? Chodzi nam o podjgcie takiej decy-
zji bez faktycznego formalizowania dowodu.
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wtasnie udowodnione twierdzenie? Problem ten z punktu widzenia
klasycznej koncepcji matematyki jako wiedzy czysto apriorycznej
ma dobrze okre§lone rozwiazanie (w duchu kartezjansko-godlow-
skim): to nasz intelektualny wglad pozwala nam na akceptacj¢ da-
nego dowodu jako poprawnego'®. Trudno uzna¢ takie rozwiazanie
za bezdyskusyjne — rozumienie dowodu matematycznego podlegato
bowiem pewneJ ewolucji i precyzacji, i dzi$ ktadziemy w1qkszy na-
cisk raczej na jego formalna poprawno$¢ niz na nasze intuicje’®.

Problem granic dopuszczalnej matematycznej argumentacji na-
biera szczegolnej aktualnos$ci w zwiazku z praktycznymi i teoretycz-
nymi osiagni¢ciami informatyki. Standardowym przyktadem prob-
lemu, jaki pojawia si¢ w konteks$cie tych dyskusji, jest zagadnienie
czterech barw. Chodzi o postawione juz w 1852 roku przez Francisa
Guthrie pytanie, czy kazda mapg¢ mozna pokolorowac czterema ko-
lorami tak, aby zadne dwa sasiadujace panstwa nie byty tego same-
go koloru. Hipoteza czterech barw glosi, ze tak wtasnie jest. Przez
wiele lat uzyskiwano wyniki czastkowe, dotyczace ograniczonej ilo-
$ci panstw; dowodd ogolny potwierdzajacy hipoteze podano dopiero
w roku 1976%.

8 Oczywiscie nie w takim naiwnym sensie, ze matematyk patrzy na dowod,
zamyka oczy i oto nagle przeszywa go intuicyjne poczucie jego poprawnosci. Ko-
nieczne jest przesledzenie catego toku rozumowania, wszystkich poszczeg6lnych
krokow dowodowych efc. Jednak na poziomie tych analiz odwotujemy si¢ do pew-
nych czysto apriorycznych zasad, a ostatecznie musimy zgodzi¢ si¢ na prawomoc-
no$¢ pewnych krokow argumentacyjnych.

 Problemowi tej ewolucji rozumienia pojecia dowodu matematycznego po-
$wigcone sa prace: K. Wojtowicz, Dowdd matematyczny z punktu widzenia formali-
zmu matematycznego. I, Roczniki Filozoficzne 55(2007)2, 123-138; tenze: Dowodd
matematyczny z punktu widzenia formalizmu matematycznego. 11, Roczniki Filozo-
ficzne 55(2007)2, 139-153.

2 K. Appel, W. Haken, Every planar map is four colorable, part I: discharging,
Illinois Journal of Mathematics 21(1977), 429-490; K. Appel, W. Haken, J. Koch,
Every planar map is four colorable, part II: reducibility, Illinois Journal of Mathe-
matics 21(1977), 491-567. Twierdzenie o czterech barwach nie jest jedynym, ktore
zostato udowodnione za pomoca komputera, ale ograniczg si¢ do tego przyktadu,
gdyz jest dostatecznie klarowny (i ten wlasnie przyktad jest najczgsciej przywoty-
wany w dyskusjach filozoficznych).
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Dowod Appela, Hakena i Kocha wpisywat si¢ w dotychczasowy
nurt badan, korzystajac z technik wypracowanych przez zmagaja-
cych si¢ z problemem matematykoéw. Miat jednak szczegoélny cha-
rakter — w nieuchronny sposéb odwotywat si¢ do wynikow obliczen
komputera. Okazato si¢ bowiem, ze twierdzenie o czterech barwach
mozna udowodni¢ w ten sposob, ze sprawdzi si¢ zachodzenie pew-
nego warunku dla bardzo wielu szczegdlnych przypadkow (w pierw-
szej wersji blisko 1500) — a w kazdym z tych przypadkéw obliczenia
byly(by) zbyt Zzmudne i skomplikowane, aby mozna je byto kiedy-
kolwiek przeprowadzi¢ rgcznie. Pierwszy program komputerowy
wymagal okoto 1200 godzin pracy komputera. P6zniej algorytmy zo-
staty poprawione, a komputery staly si¢ szybsze —nie zmienia to jed-
nak faktu, ze wykonanie tej pracy jest poza zasiggiem cztowieka.

Nie ulega watpliwosci, ze w takim dowodzie odwolujemy si¢
do wyniku dziatania pewnego elektronicznego urzadzenia — a wigc
do wyniku pewnego eksperymentu fizycznego. Pojawia si¢ tu szereg
naturalnych pytan o charakterze filozoficznym i metodologicznym:
Czy faktycznie dysponujemy dowodem twierdzenia o czterech bar-
wach? Czy komputerowy dowod twierdzenia o czterech barwach
stanowi nowy rodzaj dowodu matematycznego? Czy twierdzenie
o czterech barwach jest nowym typem twierdzenia matematycz-
nego, za§ wiedza o 4-barwnosci map stanowi nowy typ wiedzy
matematycznej?

Entuzjasci dowodéw komputerowych sklonni sa udzieli¢ odpo-
wiedzi pozytywnej na pierwsze, a negatywneJ na pozostate pytania.
Ich zdaniem, dowod komputerowy nie niesie w sobie zadnej spe-
cyfiki — nie r6zni sig¢ co do swej istoty niczym od dowodu za po-
mocg kartki i otdéwka. Znamy bowiem zasadg¢ dzialania komputera
(podobnie jak znamy zasadg dziatania kartki i otowka — np. wie-
my, ze kartka samodzielnie nie dopisuje zadnych znakéw). Dowod
komputerowy jest catkowicie przejrzysty — wiemy, co si¢ dzieje
w dowolnym momencie obliczenia (a w kazdym razie potencjalnie
mozemy si¢ tego dowiedziec¢, przegladajac wydruk). Dowod kompu-
terowy jest nawet lepszy niz dowod ludzki — bo komputery rzadziej
si¢ myla w obliczeniach. W tym wigc sensie dowdd komputerowy
nie niesie w sobie zadnej nowej jakos$ci; zas pojawienie si¢ tego typu
dowodu nie ma zadnego znaczenia z punktu widzenia dyskusji doty-
czacej apriorycznej versus empirycznej genezy i natury matematyki.
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A gdyby uzna¢, ze uzycie komputera ma znaczenie dla tej dyskusji,
to konsekwentnie nalezatoby uzna¢, ze réwniez uzycie otdéwka ma
takie znaczenie.

Z kolei przeciwnicy uznania dowodéw komputerowych za pet-
noprawne dowody matematyczne wskazuja na fakt, ze nasz dostep
do zachowania komputera istotnie si¢ r6zni od dostgpu do zachowa-
nia kartki i otéwka. Wprawdzie mamy silnie potwierdzone hipotezy
dotyczace dzialania komputera (opieramy sig tutaj na naszym zaufa-
niu do praw fizyki i techniki, w szczegodlnosci elektroniki), jednak
oczywiscie nie jesteSmy w stanie z cala pewnoScia stwierdzi¢, jak
przebiega obliczenie. Nie mozemy przeciez przejrze¢ catosci obli-
czenh. Nasze zaufanie do twierdzenia o czterech barwach nie moze
wiec by¢ wigksze niz zaufanie do praw fizyki. To jednak powodu-
je, ze oto nagle twierdzenie matematyczne przestaje mie¢ charakter
aprioryczny, a staje si¢ hipoteza empiryczna potwierdzang w wyniku
pewnego testu (a wlasciwie wielu testow). Nie mozemy mie¢ jednak
catkowitej pewnosci, ktora powinniSmy mie¢ w przypadku wiedzy
apriorycznej.

Niezaleznie jednak od tego, co sadzimy na temat twierdzenia
o czterech barwach, uwazam, ze istotna jakosciowa zmiana w dys-
kusji pojawia sig, kiedy zaczniemy rozwazac problematyke algoryt-
mow kwantowych. Przypus¢my bowiem — na potrzeby dyskusji —
7e uznajemy argumentacj¢ zwolennika dowodu o czterech barwach
za przekonujaca: wprawdzie faktycznie nie sprawdzamy obliczen
krok po kroku (bo w koncu po to mamy komputer, aby nie musie¢
tego robi¢), to jednak w przypadku watpliwo$ci mozemy przejrzec
dowolnie wybrany fragment dowodu. Mozna powiedzie¢ swobod-
nie, ze w dowolnym momencie mozemy zatrzymac¢ komputer i zaj-
rze¢ do $rodka. Wygodnie w tym kontek$cie mowi¢ o teoretycznym
modelu komputera, czyli o maszynie Turinga?!. Wprawdzie nie §le-

2 Maszyng Turinga mozna wyobraza¢ sobie jako potencjalnie nieskonczona
tasmg, na ktora ,,patrzy” glowica. Glowica moze odczytaé z tasSmy symbol, zastapic¢
go innym i wykona¢ ruch; moze przy tym nastapi¢ zmiana stanu wewngtrznego
maszyny. Krok dzialania maszyny Turinga mozna zatem symbolicznie przedstawié¢
jako przejscie: (q,, sj) — (q,,8, R), gdzie q — stan wewngtrzny, s — symbol, R — ruch
w lewo lub ruch w prawo lub pozostanie na miejscu. Maszyna Turinga wykonuje
kolejne kroki tej postaci, az do zatrzymania si¢ maszyny — wtedy na tasmie znajduje
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dzimy wszystkich krokow obliczenia maszyny Turinga dowodzacej
twierdzenia o czterech barwach, ale przeciez w kazdej chwili moze-
my maszyng zatrzymac, sprawdzi¢ jej stan wewngtrzny i nastgpnie
dalej pusci¢ w ruch. Sytuacja wyglada jednak inaczej w przypadku
algorytmoéw kwantowych.

Zanim przejde do omowienia tego modelu obliczen, zauwaz-
my, ze przy algorytmlcznym rozwiazywaniu problemow podlega-
my pewnym ograniczeniom o charakterze praktycznym: po prostu
niektore problemy, ktore teoretycznie daja si¢ rozw1qzac Za pomo-
ca komputera (tzw. problemy rozstrzygalne), wymagaja zbyt wiele
czasu, aby faktycznie takie obliczenie przeprowadzi¢. Standardowy
przyktad (jeden z wielu tego typu) to problem sprawdzania, czy dana
formuta klasycznego rachunku zdan jest tautologia. Metoda zeroje-
dynkowa (tabelkowa) jest bardzo prosta z pojeciowego punktu wi-
dzenia: po prostu trzeba obliczy¢ wartos¢ logiczng tej formuly dla
wszystkich warto$ciowan. Algorytm sprawdzajacy tautologiczno$¢
musiatby wigc oblicza¢ wartos¢ logiczng formuty dla kolejnych
wartosciowan. Jednak algorytm ten ma wyktadnicza ztozonos¢: dla
formul zawierajacych n zmiennych musimy sprawdzi¢ 2" warto$-
ciowan. Dla n=10 jest to 1024, jednak dla n=300 ilo$¢ przypadkéw
przekracza ilo$¢ czastek elementarnych we wszech§wiecie. A wigc
cho¢ algorytm sprawdzania tautologicznosci jest pojeciowo bardzo
prosty, to z praktycznych powodow nie jest on uzyteczny dla bar-
dziej skomplikowanych formut.

Tu warto wspomnie¢ o problemie, ktory okazat si¢ bardzo inspiru-
jacy dla kwantowej teorii obliczen — a mianowicie problemie fakto-
ryzacji, czyli rozktadu liczby na czynniki pierwsze. Jest oczywiste,
ze znacznie latwiej jest pomnozy¢ dwie liczby przez siebie (np. 17
123) niz znalez¢ czynniki pierwsze np. liczby 391. W ogdlnym przy-
padku, czas potrzebny na przeprowadzenie rozktadu liczby na czyn-
niki pierwsze wykladniczo zalezy od rozmiaru tej liczby. Z obli-
czeniowego punktu widzenia problem faktoryzacji jest problemem
trudnym (ztozonym). Ten fakt wykorzystywany jest w krytografii
i dzigki niemu mozemy bezpiecznie kodowaé informacje.

si¢ wynik obliczenia (niekiedy maszyna si¢ nie zatrzymuje, tylko prowadzi oblicze-
nie w nieskonczonos¢, czyli ,,petli sig”).
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W roku 1994 Peter Shor podat algorytm, ktéry jest w stanie szybko
roztozy¢ dana liczbg na czynniki pierwsze. Jednak nie byt to algo-
rytm klasyczny, ale algorytm kwantowy. Nie da si¢ go zaimplemen-
towa¢ na zwyktym komputerze, wymagalby on komputera kwanto-
wego (ktory na razie nie zostal jeszcze skonstruowany). Algorytm
kwantowy — jak sama nazwa wskazuje — odwoluje si¢ do praw me-
chaniki kwantowej. Postaram si¢ w uproszczony sposoéb wyjasnic¢
istotg tego modelu obliczen.

Podstawowym pojeciem klasycznej teorii obliczen (lub teorii in-
formacji) jest bit — czyli jednostka informacji. Bit moze przyjmo-
waé jeden z dwoch stanow 0 lub 1. Kwantowym odpowiednikiem
bitu jest tzw. kubit. W przeciwienstwie do klasycznych bitow (ktore
przyjmuja tylko jedna z dwoch wartosci 0 lub 1), specyfika $wiata
kwantowego pozwala kubitom znajdowac si¢ rOwniez w tzw. super-
pozycji stanow 0 i 1 — czyli pewnej ich kombinacji (typ tej kombina-
cjijest opisany przez dwa wspoétczynniki o i ). Jesli zatem stany 01 1
wyrdznimy jako tzw. stany bazowe (czgsto zapisujemy je w postaci
|0) oraz | 1)), to kazdy kubit mozna zapisa¢ w postaci kombinacji
ol O)+[3| 1). Trudno poda¢ intuicje, ktore kryja si¢ za takim opisem,
gdyz wspotczynniki o oraz 3 sa liczbami zespolonymi. Spetniaja one
dodatkowo warunek |o|2+] B|2=1 (gdzie z| oznacza modut danej
liczby zespolonej z?2). Warunek ten zwigzany jest z postulatem doty-
czacym pomiaru kwantowego, o ktorym wspomng pozniej. Z punk-
tu widzenia teorii obliczen wazne jest natomiast to, ze aby opisac
stan jednego kubitu, musimy poda¢ dwa parametry, bedace liczbami
zespolonymi?,

2 Ow modut liczby zespolonej to po prostu dtugosé wektora (liczba zespolona
z ma zawsze posta¢ z=a+bi, gdzie i jest jednostka urojona, czyli liczba, ktorej
kwadrat wynosi —1: i>= —1). Liczbe zespolona wygodnie utozsami¢ z wektorem
na ptaszczyznie, ktorego poczatek lezy w (0,0), zas koniec w punkcie (a,b). Modut
z, czyli dlugo$¢ tego wektora, obliczamy zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa:
2| = @ +5%

% Fizyczna realizacja klasycznego bitu to np. moneta, ktora lezy do gory ortem
lub reszka, lub przegrodka, ktora jest pusta albo nie (w obu wypadkach mozliwe
sa tylko dwa stany). Fizyczna realizacja kubitu jest np. foton, ktoérego spin opisuje-
my. Oprocz dwoch stanéw bazowych (|0) oraz | 1)), taki foton moze przyjmowac
szereg wartosci ,,mieszanych”.
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W obliczeniach kwantowych odwotujemy si¢ nie tylko do poje-
dynczych kubitow, ale takze do ich ukladéw — tzw. rejestrow. Opis
rejestrow jest bardziej ztozony. Przypusémy, ze mamy rejestr dwoch
kubitow, z ktorych pierwszy jest w stanie a0|0>+a 1| 1), za$ drugi
W stanie b0| 0)+b ,| 1). Woweczas stan catego rejestru mozemy zapi-
sa¢ po prostu jako iloczyn obu tych stanow:

(a,l0y+a, [ 1))(b,10y+D | 1))

Po wykonaniu zwyktego mnozenia czynnikow (jak w przypadku
wyrazen algebraicznych) otrzymujemy:

a,b,0y0) + a0b1’y0)| 1)+ a1b0ﬂ1)|0) +ab | 1)[1)

Uproécimy notacje, piszac |00) zamiast |0Y/0), 101) zamiast
10Y[1) ete. Otrzymujemy zapis:

a,b, 100y +ab [01)+ab 10y +ab |11)

Wektory 00), |01), [10), [11) stanowia wicc baze uktadu (re-
jestru) 2-kubitowego®. Wektor a b, |00y + ab, lo1) + a1b0| 10)
+ab 1| 11) odpowiada wiec uktadowi dwoch kubitéw, z ktorych
pierwszy jest w stanie a0| 0)+ a,| 1), za$ drugi w stanie b0| 0)+ b, F’1>
Ogolnie, stan kazdego dwukubitowego uktadu bedziemy zapisywaé
w postaci sumy: ¢, 100) + 001|01> + c10| 10) +c,, [11) (Fdzie Zespo-

. 00 L ; 5
lone wspotczynniki ¢, ¢,, c,, ¢, spelniaja warunek |c +|cm|

00 “or TI10 00 |

+|C00| 2_|_|CH | 2=1),

W przypadku rejestru trzech kubitow a0| 0)+a 1| 1), b0| 0)+b 1| 1),
cO|0>+c, 1) sytuacja wyglada podobnie. Je§li chcemy opisaé stan
calego tego uktadu, wystarczy je przez siebie pomnozy¢ jak zwykle
wyrazenia algebraiczne. Szczeg6ly techniczne nie sa tu istotne, waz-
ne jest natomiast to, ze dla opisania uktadu 3—kubitowego potrzeba

2 Uktad dwoch kubitéw bedzie zatem traktowany jako cato$¢, i jako catosé
jest w superpozycji stanow |00), [01), [10), | 11) (ze wspélezynnikami ab,,ap,
alb()’ albl)'

% Nalezy tutaj dodaé, ze nie zawsze stan uktadu dwoch kubitéw daje si¢ za-
pisa¢ w formie iloczynu. Taki zapis mowi nam bowiem, ze oto pierwszy kubit
jest w okreslonym stanie i drugi tez jest w okre§lonym stanie. Tymczasem — nie-
zaleznie od tego, jak dziwne to moze si¢ nam wydawaé — niekiedy nie ma sensu
mowic¢ o stanach poszczegdlnych kubitow. Mozna jedynie moéwic o stanie uktadu
jako catosci. MoOwimy wowczas o stanach splatanych — i ten efekt kwantowy nie ma
klasycznego odpowiednika.
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nam 2°=8 parametrow?. W ogdlnym przypadku, uktad n kubitow
wymaga do opisania 2" parametrow. Jest to przyczyna, dla ktorej
komputerowa symulacja ewolucji uktadu kwantowego jest bardzo
trudna. Liczba parametrow niezbgdnych do opisania takiego uktadu
ro$nie bowiem bardzo szybko; aby opisa¢ ewolucj¢ uktadu n ku-
bitéw konieczne byloby opisanie jednoczesnej ewolucji 2" parame-
trow. W przypadku wigkszych warto$ci n jest to niemozliwe z prak-
tycznego punktu widzenia.

Czym jest algorytm kwantowy? Klasyczne algorytmy operuja
na ciagach 0-1. Algorytmy kwantowe operuja na kubitach, a ele-
mentarne operacje to tzw. bramki kwantowe. Taka bramka dokonuje
modyfikacji kubitu, zgodnie z ogdlnym schematem V- a0| 0)+ a 1| 1)
- b0| 0)+ b 1| 1). Oznacza to, ze kubit, ktory przed przejsciem przez
bramke byt w stanie a 0| 0)+a, [ 1), po przejsciu przez tg bramke znaj-
dzie si¢ w nowym stanie b0| 0)+ b 1| 1).*7 Z czysto fizycznego punk-
tu widzenia taka bramka kwantowa moze by¢ np. przejscie fotonu
przez potprzepuszczalne lustro, jednak nas interesuje tu jedynie teo-
retyczna strona zagadnienia.

Zgodnie z tym, co juz powiedziano wczesniej, opis ewolucji ukta-
du kwantowego jest bardzo ztozony — aby opisa¢ ewolucj¢ uktadu »
kubitéw musimy symulowac¢ ewolucj¢ 2" wspotczynnikow. A zatem
komputerowy opis procesu fizycznego (np. zachowania si¢ grupy
100 fotonow w urzadzeniu optycznym) wymagatby opisu ewolucji
219 wspotezynnikow, co jest oczywiscie praktycznie niemozliwe.
Ewolucji stosunkowo prostego nawet uktadu fizycznego odpowiada
niezwykle ztozone obliczenie. To utrudnia — a nawet uniemozliwia
— komputerowa symulacj¢ tej ewolucji. Mozna jednak na ten fakt
spojrze¢ z zupehie innego punktu widzenia, traktujac to jako okazje
do tego, aby niejako zaprzac natur¢ do pracy. Z taka idea wysta-

26 Otrzymujemy (po dokonaniu oczywistych uproszczen — zamiast [0y 1)]0)
piszemy |010) etc.) nastepujacy wynik: aoboco| 000) + ab,c, 1001) + aob[co| 010) +
abc 1011+ ab,c,1100)+abc 1101y +ab.c,1110)+ab ., 111). Wektory |000),
[001), [010), [011), |100Y, [101), | 110), [ 111) tworza baze rejestru 3-kubitowego
i og6lny stan uktadu 3—kubitowego mozna zapisa¢ jako: a,, 1000) + a, 1001) +

a, 10100 +a |011)a, 1100 +a, |101Y+a, |110)+a T111>.

010 011 100 101 110 111
»” Pomijam tutaj nieistotne dla naszych rozwazan warunki techniczne.

001
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pit Feynman blisko 30 lat temu. Punktem wyj$cia jest obserwacja,
ze zachodzi odpowiednio$¢:

e ewolucja ukladu kwantowego < (zlozone) obliczenie

Oznacza to, ze wyniki owych bardzo dlugich obliczen odpowia-
daja koncowym stanom ewolucji uktadu kwantowego. W szczegol-
nosci oznacza to, ze tego, czego mozemy dowiedzie¢ si¢ w wyniku
symulacji komputerowej, mozemy znacznie szybciej dowiedzie¢
sig, po prostu obserwujac 6w uktad.

No c6z — nie ma nic dziwnego w fakcie, Ze np. zamiast oblicza¢
na komputerze, gdzie upadnie pocisk, mozemy po prostu przepro-
wadzi¢ odpowiedni eksperyment fizyczny. Czgsto 6w eksperyment
pozwala na znacznie szybsze znalezienie odpowiedzi — i tak bywa
tez w przypadku fizyki klasycznej. Jednak szczegdlnie wyraznie
ow efekt jest widoczny w wypadku komputerowej symulacji ukta-
dow kwantowych. W wielu wypadkach taka symulacja nie ma naj-
mniejszego sensu, bo zanim by si¢ zakonczyta, to w migdzyczasie
wyginglaby ludzkos¢. Jednak pomyst Feynmana byt genialny w swej
prostocie: wyobrazmy sobie, ze jest jaki$ naturalny trudny problem
obliczeniowy (np. rozktad liczby na czynniki pierwsze) i ze da si¢
znalez¢ taki uktad kwantowy, ze 6w problem obliczeniowy stano-
wi jego symulacj¢. Innymi slowy: moze si¢ zdarzy¢, ze skadinad
ciekawy (i obliczeniowo trudny) problem jest rOwnowazny opisowi
ewolucji jakiego$ uktadu kwantowego. Skoro jednak przy przejsciu
uktad kwantowy — symulacja komputerowa na ogét tracimy wyktad-
niczo duzo czasu, to znaczy, ze przy przejsciu odwrotnym (symula-
cja komputerowa — uklad kwantowy) mozemy zyskaé wyktadniczo
duzo czasu. W szczegdlnosci, zamiast wykonywac np. 2'% krokow
symulacji komputera, wystarczy przeprowadzi¢ proste doswiadcze-
nie z uktadem 100 kubitow. Wazne jest to, ze wynik owego kwanto-
wego eksperymentu bedzie po prostu odpowiadat wynikowi owego
obliczenia. Tym samym nasz problem obliczeniowy bedzie mogt zo-
sta¢ rozwiazany dzigki stosownemu doswiadczeniu kwantowemu.

Oczywiscie, podstawowe pytanie, jakie si¢ pojawia w tym kontek-
$cie, brzmi: czy faktycznie istnieja kwantowe odpowiedniki natural-
nych probleméw obliczeniowych? Nie chodzi przeciez o trywialny
1 bezuzyteczny fakt, ze kazde doswiadczenie kwantowe odpowiada
obliczeniu, ktére jest symulacja owego doswiadczenia. Chodzi nam
o to, aby — majac dany juz uprzednio pewien problem obliczenio-
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wy — moc zaplanowac stosowny eksperyment kwantowy dajacy nam
wyktadniczy zysk czasowy. Ot6z odpowiedz jest pozytywna, a naj-
bardziej spektakularnym przykladem jest wspomniany juz algorytm
Shora z roku 1994, dzigki ktéremu mozna szybko roztozy¢ liczbe
na czynniki pierwsze. Oznacza to w szczegdlnosci, ze gdyby 6w al-
gorytm zostal zaimplementowany, klasyczne protokoty kryptogra-
ficzne odesztyby do lamusa. Stworzenie owego algorytmu wyw01a10
ogromne zainteresowanie i dalo bardzo silny impuls rozwojowi te-
orii obliczen kwantowych. Nalezy jednak od razu doda¢, ze algo-
rytmy kwantowe sa czysto teoretyczne — budowa komputera kwan-
towego napotyka na nieprzezwycigzalne — jak na razie — trudnosci
techniczne.

5. ALGORYTMY KWANTOWE A PROBLEM WIEDZY MATEMATYCZNEJ

Nas interesuje tu jednak filozoficzny aspekt ewentualnego zasto-
sowania takich algorytmoéw. Wyobrazmy sobie, iz jaki§ matematycz-
ny problem P zostanie rozwiazany dzig¢ki uzyciu algorytmu kwan-
towego. Z punktu widzenia dyskusji filozoficznej nie jest istotne,
czy jest to problem stynny, czy malo znaczacy (cho¢ oczywiscie
bardzo spektakularne byloby stworzenie algorytmu kwantowego
rozwiazujacego wazny otwarty problem matematyczny). Istotne
jest natomiast pytanie, jaki bylby status tak uzyskanej wiedzy. Sama
procedura zastosowania algorytmu kwantowego do rozwiazywania
problemu matematycznego przebiegataby nastgpujaco:

(1) Przygotowujemy uklad (rejestr) kwantowy w odpowiednim
stanie poczatkowym.

(2) Uruchamiamy algorytm kwantowy (a $cisle: jego fizyczng im-
plementacj¢ w komputerze kwantowym).

(3) Po zakonczonej ewolucji dokonujemy pomiaru stanu
koncowego.

(4) Na tej podstawie ustalamy, czy postawiona przez nas hipoteza
matematyczna jest prawdziwa.

A zatem to eksperyment kwantowy stanowilby argument
na rzecz matematycznej tezy T. Jaki jest status tak uzyskanej wie-
dzy? Czy jej akceptacja jako pelnoprawnej wiedzy matematycznej
jest do pogodzenia z pogladem gloszacym aprioryczny status ma-
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tematyki? Co powiedzieliby przywotani wczesniej przedstawiciele
matematycznego aprioryzmu, tacy jak Kartezjusz czy Godel?

Uzycie komputera kwantowego w dowodzie podwaza kartezjan-
ska koncepCJQ »jasnosci i wyrazno$ci” widzenia kazdego kroku ro-
zumowania matematycznego. Kartezjusz pisat wszak o przegladaniu
rozumowan ruchem mysli, o tym, ze konieczne jest nie tylko rozu-
mienie poszczegdlnych krokdw, ale takze swoiste ogarnigcie catosci
jako takiej. Ten warunek wydaje si¢ nie by¢ spelniony w przypadku
dowodow komputerowych, a juz zwlaszcza w przypadku algoryt-
mow kwantowych, gdzie nie jesteSmy w stanie nawet teoretycznie
sprawdzi¢, jak przebiega obliczenie. Zatrzymanie obliczenia niszczy
je — a gdyby$my chcieli je odtwarza¢ niejako krok po kroku, uru-
chamiajac wciaz na nowo i sprawdzajac kolejne etapy, to bedziemy
otrzymywac¢ losowe wyniki (poniewaz pomiar kwantowy ma cha-
rakter probabilistyczny). W tym wigc sensie nie wiemy, w jakim do-
ktadnie stanie znajduje si¢ komputer kwantowy dowodzacy naszego
twierdzenia.

Czy jednak warunek surveyability dowodu jest kluczowy dla
apriorycznej koncepcji matematyki? Nie jest on wyartykulowany
w tak wyrazny sposob u Gddla — co wigcej, Godel w swoich ana-
lizach abstrahuje od problemu dtugosci dowodu i tego, czy jest on
praktycznie wykonalny. Interesuje si¢ raczej teoretyczna strong za-
gadnienia. Czy jednak zgodzitby si¢ na to, ze nowa wiedzg matema-
tyczna mozemy uzyskaé, uruchamiajac urzadzenie probabilistycz-
ne i czekajac, czy na wyswietlaczu pojawi sig 0 czy 1? Wydaje si¢
to by¢ bardzo odlegle od koncepcp intuicyjnego oglqdu pQ]QC mate-
matycznych Warto przypomniec, ze Godel czerpal inspiracje z pism
Husserla i uwazat fenomenologi¢ za obiecujaca metode w analizie
znaczen poj¢¢ matematycznych. Czyzby redukcje ejdetyczna moz-
na byto zastapi¢ eksperymentem fizycznym, w ktérego przebieg
nie ma si¢ nawet teoretycznie pelnego wgladu? Szczegoétowa ana-
liza tych kwestii wykracza poza ramy niniejszego artykutu, jednak
uwazam tg problematyke za wazna z punktu widzenia fundamental-
nego sporu w filozofii matematyki, jakim jest spor o zrodta wiedzy
matematycznej.
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QUANTUM COMPUTATION THEORY AND THE
APRIORICITY OF MATHEMATICS

Summary

In the article I discuss the problem of the nature of mathematical knowledge
in the context of quantum computation theory. The main question is, if theoretical
results concerning quantum algorithms shed a new light on this discussion. I shortly
present the “received view” concerning mathematical knowledge (in the tradition
of Descartes or Godel), present the main ideas of quantum computation theory, and
formulate the problem.



