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JUSTYNA MAJEWSKA
METODY ODPORNEJ ESTYMACJI DLA MODELI KLASY GARCH

Modele GARCH sa obecnie najczesciej stosowanymi modelami do pro-
gnozowania zmiennosci (volatility) w finansowych szeregach czasowych
z uwagi na uwzglednianie grubych ogonow rozkladow stdp zmian czy zjawiska
grupowania wariancji.

Parametry modeli heteroskedastycznych moga by¢ szacowane metoda
najwigkszej wiarygodnosci. W przypadku spelnienia zalozenia o normalnosci
rozkladu metoda ta pozwala na uzyskanic asymptotycznie efektywnych ocen
parametréw. Metoda quasi najwickszej wiarygodnosci (QML) stala si¢ standar-
dowa metoda estymacji modeli klasy GARCH. I cho¢ metoda ta daje zgodne
oszacowania parametréow nawet gdy rozklad nie jest rozkladem normalnym
zarzuca si¢ jej wysokie wartosci blgdow prognoz (RMSE) oraz nieefektywnosc,
zwigkszajaca si¢ wraz z poziomem odchylenia si¢ od normalnosci (Harvey
1984, Jacquier 1in.1994).

Wybdr metody estymacji parametréw modelu GARCH przeklada sig¢
na oszacowanie zmiennosci — kluczowego parametru w wycenie opcji 1 zarza-
dzaniu ryzykiem. Odkad modele GARCH zostaly zastosowane do modelowania
finansowych szeregdow czasowych zaobserwowano, Ze szeregi reszt tych modeli
nadal wykazuja grube ogony. Widoczne jest to rowniez, cho¢ w nieco mnigj-
szym stopniu, w powstalych rozszerzeniach modeli GARCH. Tlumaczy¢ to
mozna wystgpowaniem w finansowych szeregach czasowych obserwacji odsta-
jacych, tzw. outliers. Szczegdlne znaczenie maja zjawiska jednorazowe (addi-
tive outliers, AO), stanowiace istotne pojedyncze odchylenie od przewidywanej
wartosci badanego zjawiska tylko w jednym okresie, nieplywajace na wartosci
szeregu w nastgpnych okresach.

Efekt wplywu ouliers na estymacj¢ klasy modeli (G)ARCH byl niejedno-
krotnie analizowany. Na uwagg zasluguja prace dotyczace estymacji parame-
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trow tych modeli w obecnosci punktéw odstajacych z zastosowaniem odpor-
nych metod.

Jednym z podejs¢ jest iteracyjne ,,przycinanie” punktow odstajacych 1 do-
pasowywanie modelu do pozostalych danych do momentu wyeliminowania
wszystkich punktéw odstajacych (Franses 1 Ghijsels, 1999). Inne propozycje
koncentruja si¢ wokol zastosowania estymatorow odpornych na punkty odstaja-
ce. Na uwage zasluguja Park (2002), ktory zaprezentowal estymator oparty na
regresji odpornej LAD, Mancini (2005), Muler 1 Yohai (2002, 2007), ktorzy
zaproponowali pewne modyfikacje odpormnych M-estymatoréw oraz Rieder,
Ruckdeschel, Kohl (2002), ktérzy wyszli z propozycja klasy odpornych esty-
matorow w celu minimalizacji blgdu sredniokwadratowego w sasiedztwie zabu-
rzen.

Gléwnym celem pracy jest zaprezentowanie wybranych odpornych metod
estymacji dla standardowego modelu GARCH. Dokonamy poréwnania tych
metod z szeroko stosowana metoda — quasi najwigkszej wiarygodnosci w opar-
ciu o analiz¢ empiryczna. Autor chce przekonac, ze modyfikacje metody naj-
wigkszej wiarygodnosci w przypadku warunkowej heteroskedastycznosci daja
lepsze wyniki w oparciu o odporne metody estymacji niz gaussowska QML
estymacja.

Wybrane metody odpornej estymacji dla klasy modeli (G)ARCH
Ogdlne zalozenia estymacji odpornej

W modelach szacowanych na podstawic szeregow danych finansowych
skladniki losowe rzadko spelniaja zalozenie o normalnosci rozkladu.
W konsekwencji estymatory metody najmniejszych kwadratow sa nicefektyw-
ne. Oszacowania wariancji sg niepoprawne, w efekcie czego moc standardowo
uzywanych testow jest niska. Jezeli estymatory majq nieskonczone wariancje
nie powinnismy uzywa¢ klasycznych procedur testowych. Problemy zwigzane z
estymacja przy wystgpowaniu obserwacji odstajacych doprowadzily do rozwi-
ni¢cia odpornych metod estymacji. Metody odporne sa obecne w statystyce
matematycznej od ponad pol wicku, zas glownym celem statystyki odpornej jest
nic tylko dostarczanie narzgdzi pozwalajacych na oceng odpornosci klasycz-
nych metod statystycznych, ale zaréwno dostarczanie nowych estymatorow i
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testow, ktére charakteryzuja si¢ odpornoscia na pewne odstegpstwa od zalozone-

go modelu.

Wedlug Hubera (1981) odporne metody estymacji winny posiadac nast¢pu-
jace dwie wlasnosci:

H1) Estymacja powinna by¢ efektywna gdy wszystkie obserwacje z proby po-
chodza z zatozonego modelu.

H2) Zastapienic niewiclkiej czesci obserwacji obserwacjami odstajacymi po-
winno mie¢ nieznaczny wplyw na wynik estymacji.

Tylko nieliczne estymatory proponowane w literaturze spelniaja obydwie
wlasnosci. W przypadku warunkowej heteroskedastyczno$ci mozna wyrdznic
rézne podejsécia jak radzi¢ sobie z obserwacjami istotnic roéznigcymi si¢
od pozostalych. Pierwsze podejscie polega na identyfikacji 1 korekcie obserwa-
¢ji odstajacych przed estymacja parametréw rownania warunkowej wariancji.
Odpome metody moga by¢ zastosowane do estymacji parametrow réwnania
wariancji i/lub do oszacowania poczatkowej wariancji. W pracy skupimy si¢ na
oszacowaniu metodami odpornymi parametrow modelu GARCH(p.q).

M-estymacja oraz BM-estymacja

Model GARCH jest powszechnie znany, jednak dla wprowadzenia ozna-
czen podajemy podstawowa specyfikacje modelu GARCH(p,q).
Niech 7, bedzie stopa zwrotu zdefiniowana jako: r =log(p, /p, ). 8dzie
p: jest cena instrumentu finansowego. Model GARCH(p,q) (Engle, Bollerslev,
1986) jest zdeﬁniowany nastepujaco:
=E[r, |Q, ]+¢,.€ =20,z ~iid(0,1), E[e] | Q,,]=0, (1)
Gcz =0, +§a‘i£t—i +§Bict2—i t=1.,T, )

gdzie €, jest informacja dostgpna do czasu -1 oraz
0,>0,0,20i=1..p, f,20i=1,.,q.
Hall 1 Yao (2003) pokazali, ze jawna postac O't2 przybicra forme:

Gf: (XOB +Z(x8tl+2(x ZZ ZB_M Bjkst iy " (3)
Z i=1 k=1j=1 jp=1

Niech x? =log(e?) oraz , =log(z,).
Wrtedy otrzymujemy: x, = ®, +logo’.
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Niech f bgdzie funkcjg gestosci z, symetryczng wzgledem 0, wtedy funkcja
gestosci oy jest postaci:
g@)=ef(e). @
W szczegolnosci, gdy f jest funkcja gestosci zestandaryzowanego rozkladu
normalnego mamy: g = g, gdzie
I Zeo (5)
W) =——¢ .
g.(®) T
Jak juz weczesniej wspomniano do estymacji parametrow modelu
GARCH(p.q) mozna zastosowa¢ metod¢ quasi najwigksze] wiarygodnosci,
ktora to funkcj¢-kryterium zapisujemy nastepujaco:

2
—lif—‘z—lilogﬁf:max (6)
D t=p+l Gt D t=pil
gdzie
~ o p p w q q
G = —+yog troxy. BBl T ()

1

L

L i

l_éBi =1 i1k

i

Uwzgledniajac, ze xt2 = log(f:t2 ) (6) moze by¢ zapisana jako:

_l i (em—losa? +10gC~Sf)-'

2 t=pti
Maksymalizacja (6) jest rtOwnowazna maksymalizacji :
L., = 3 log(g,(x, ~10g&})), ®)

gdzie g, danajest (5).

Nastepnie, maksymalizacja (8) jest rtOwnowazna minimalizacji

M,, ()= % p,(x, ~log8?), )
’ T- p e
gdzie
p, =—log(g,), (10)

a g, danajest (5).
W podobny sposéb mozna dowies¢, ze estymacj¢ metoda najwigkszej wia-

rygodnosci dla GARCH(p.q) (z dowolng symetryczng funkcja f ") otrzymuje-

L. . . 1 T
my poprzez minimalizacj¢ _ “(x —loed?
T_ptzzpﬂp(xt gG,)

dla p” =-log(g"). g* jest dana wzorem (4) z £ =f*,
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Jednym z powodow braku odpornosci estymatora quasi najwigkszej wiary-

godnosci jest nicograniczono$¢ funkceji po.

Muler i Yohai (2006) zaproponowali dwie klasy odpornych metod estyma-
cji dla modelu GARCH. Pierwsza moze by¢ rozpatrywana jako rozszerzenie M-
estymacji parametru polozenia i regresji (Huber, 1964, 1973). Druga natomiast
zawiera pewna dodatkowa procedur¢ dla ograniczenia rozpowszechniania si¢
efektu jednego punktu odstajacego na oszacowanie kolejnej warunkowej wa-
riancji.

Oznaczmy przez 6 wektor nieznanych parametrow 6 = (o, 01, ;) .

W celu zdefiniowania pierwszej metody estymacji niech

MT<0>=T%1m§1p<logef—log63>. (1

Wtedy M-estymacja parametrow modelu GARCH zdefiniowana jest jako
0, = argmin M, (6). (12)

Wyrdznia si¢ dwa typy M-estymacji (i) M-estymacj¢ z p nieograniczona
oraz p ograniczong oraz (ii) M-estymacj¢ z p oraz p ograniczonymii.

Pierwsza metoda estymacji jest odporna, gdy dla z, zostal przyjety rozklad
o grubych ogonach (cho¢ mimo to pewne punkty odstajace moga mieé¢ wplyw
na oszacowania). By zwigkszy¢ stopien odpornosci nalezy dobra¢ w (11) ogra-
niczong funkcje p . '

Estymatory uzyskane w wyniku tej metody sa zgodne i asymptotycznie
normalne. Metoda ta spelnia warunek H1, lecz nie spelnia H2, cho¢ jest mniej
wrazliwa na zaburzenia w probie niz metoda QML. Zatem w celu osiagnigcia
odpornosci M-estymacja dla modelu GARCH zostata zmodyfikowana, w wyni-
ku, czego otrzymujemy nast¢pujaca posta¢ wariancji warunkowe;:

S =, + Sa, (o2, 4 SB35 (13)
t-i,k

gdzie £ =0 dla <0 oraz

X |x|<k (14)
5 ()= {k x>k

2

! Estymacja metoda najwiekszej wiarygodnosei dla grubych ogonéw z, oraz metoda najmniej-
szych warto$ci bezwzglednych - LAD (Peng, Yao, 2003) sa przykladami M-estymacji z p nie-
ograniczong oraz p’ ograniczona.
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Zaobserwowaé mozna, ze jesli £ przyjmuje duze wartosci, to wartosci ON}Z

oraz 5_*ik sa zblizone.

Biorac pod uwage wplyw punktéw odstajacych na warunkowsa wariancje
moze ona zosta¢ zastapiona przez (13). Rownoczesnie otrzymujemy zmodyfi-
kowang funkcj¢ M, , natomiast 92 =arg mginM 7 (6) .

BM estymator jest zdefiniowany nastgpujaco:
éBM ={§1= MT SM:'k (15)
0,, M,>M,
Nalezy zauwazy¢, ze BM-estymacja posiada wlasnosci H1) oraz H2).
W czgsci empirycznej bedziemy wyrdznia¢ BM; oraz BM,- estymator.
BM;- estymator uzyskujemy, gdy

p(x)=m, [~ log<ﬁexp<e* “O)l (16)

Funkcja m, (x)jest natomiast zdefiniowana jako:
X gdy x<4,02 (17)
m(x)=4c,x'+c,x’+c,x*+ex+c, gdy 4,02<x<43
4,16 gdy x>43
gdzie ¢, =6777 ¢; =—-6536,2 ¢, =-379,0087 ¢, =22,7770.

BM,-estymator otrzymujemy, gdy
1 1
= 0.8m, [-——log(——exp(e* —x))]. (18)
P(x)=0.8m,[ 08 og( mexp(e )]
Dla BM;- estymatora warto§¢ 4k jest rowna 5,02 tak, aby
P(zt2 <5,02) =0,975 (z, ~ N(0,]) ), natomiast dla BM,- estymatora k£ =272,
gdyz P(z} £2,72)=09 (z, ~ N(0,1)).

Analiza empiryczna

Celem pracy jest zweryfikowanie tezy, ze modyfikacje metody najwigkszej
wiarygodnosci w przypadku warunkowe] heteroskedastycznosci daja lepsze
wyniki w oparciu o odporne metody estymacji niz gaussowska QML estymacja.

Przedmiotem badania bgdzie szereg czasowy reprezentujacy logarytmiczne
dzienne stopy zwrotu (liczone wedlug cen zamknigcia rynku w kolejnych
dniach sesyjnych) z indeksu WIG20 z okresu 07.02.2001-31.03.2008. Przed
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przystapieniem do estymacji parametréw nalezy przeprowadzi¢ analiz¢ wlasci-

wosci dotyczacych ksztaltowania si¢ szeregu czasowego.

Wartosci wspolczynnika skosnosci (-0,27836), kurtozy (4,55903) wraz
z wynikami testu Jarque-Bera wskazuja na odrzucenie hipotezy zerowej o nor-
malnosci rozkladu skladnika losowego. Ponadto, proces resztowy ma wlasnosci
bialego szumu. Wartos¢ statystyki 7R dla WIG20 wynosi 90,73 i oznacza, ze w
badanym procesie resztowym mamy do czynienia z procesem ARCH. Oznacza
to, ze wystepuje autoregresyjna zmiennos¢ wariancji warunkowej oraz koniecz-
no$¢ estymacji parametrow modelu metodami odpornymi. W rozwazanym sze-
regu wykrywamy prawie 6% obserwacji odstajacych?®.

Na podstawie bayesowskiego kryterium Schwarza (SC) jako wystarczajacy
do opisu zmiennosci warunkowej wariancji wybrano model GARCH(1,1). Es-
tymacji parametréw modelu GARCH(1,1) dokonamy nast¢pujacymi metodami:

— quasi najwigkszej wiarygodnosci (QML),

— M-estymacja z funkcja straty okreslong (16) (M),

— BMj-estymacja dana wzorem (15) z funkcjq straty okreslong (16)
(BM)),

— M-estymacja z funkcja straty okreslong (17) (M,),

— BM;-estymacja dana wzorem (15) z funkcja p okreslona wzorem (17)
(BM>).

Tabela 1 prezentuje wyestymowane warto$ci parametrow modelu
GARCH(1,1).

Niech oA't2 oznacza warunkowg wariancj¢ uzyskana w oparciu o wyesty-

mowane wczesniej parametry modelu GARCH(1,1). Dla QML - estymacji wa-
runkowa wariancja jest wyznaczana na podstawie:

6 =0,+0¢e +p6, 2<t<T, (19)
natomiast w przypadku BM,; oraz BM,-estymacji warunkowa wariancja jest
wyznaczana w oparciu o (19) gdy (&, &, ﬁl) pokrywa si¢ z él zdefiniowana

przez (12) lub tez

? Przyjmujemy, ze obserwacje o szczeg6lnie duzych wartosciach bezwzglednych, wykraczajacych
poza obszar 3 odchylen standardowych od $redniej to obserwacje odstajace. Identyfikowane sa
za pomocq wskaznika DFTIS; — standaryzowanej réznicy pomigdzy warto$ciami teoretycznymi
(zob. Ostasiewicz, 1998).
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gdy (&.6,.8,) pokrywasic z 6, .

Tabela 1. Wyniki estymacji parametréw dla modelu GARCH(1,1)

Model GARCH p=1 g =1
Parametry
QML M, BM, M, BM,
a, 0,01791 0,01734 0,01278 0,01273 0,01604
(o4 0,05044 0,05002 | 0,04227 0,04964 0,05027
) 0,94077 0,93753 0,92405 0,92056 0,90297

Zrodlo: obliczenia wlasne

Prognozy wariancji konstruowano na jedna sesj¢ do przodu dla okresu

06.08.2007 do 31.03.2008 (191 sesji). Parametry wszystkich analizowanych
modeli estymowano 191 razy dodajac za kazdym razem kolejna obserwacj¢
(logarytmiczna rzeczywista stope zwrotu). Oceng trafnosci prognoz dokonano
na podstawie: sredniego absolutnego bledu MAE oraz pierwiastka bledu sred-
niokwadratowego RMSE (Tabela 2).

Tabela 2. Bledy prognoz zmiennosci

Bledy prognozy Model GARCH p =1 g =1
QML M, BM, M, BM,
MAE 0.38565 0,31497 031786 0,33790 0,30563
RMSE 040648 036782 035762 037541 035154

Zrédlo: Obliczenia wlasne

Analizujac powyzsze wyniki stwierdzamy, ze niskie wartosci bledow MAE
oraz RSME otrzymujemy w przypadku wszystkich odpornych metod estymacji.
Najlepsze rezultaty daje BM,- estymacja. Cho¢ nalezy podkreslic, ze podjecie
decyzji o wyborze metody estymacji powinno by¢ poprzedzone analiza szeregu
pod katem wystgpujacych obserwacji odstajacych. Niewielkie rdznice wartosci
bledow dla odpornych metod estymacji pozwalajg na stwierdzenie, ze wybor
konkretnej odpornej metody moze zaleze¢ od preferencji potencjalnego inwe-
stora. Cho¢ na podstawie otrzymanych w pracy wynikéw obserwacje odstajace
maja niewatpliwie najwickszy wplyw na estymacj¢ metoda quasi-najwickszej
wiarygodnosci.
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Podsumowanie

Modele GARCH nie sa odpome na zmiany o charakterze szokowym czy
interwencyjnym. Z przedstawionych rezultatéw wynika, ze dla finansowych
szeregow czasowych z obserwacjami odstajacymi odporne metody estymacii
stanowig alternatywe¢ dla klasycznych metod. BM-estymacja zdaje si¢ zacho-
wywac najlepiej sposréd estymaciji rozwazanych w tej pracy. Uwzglednienic w
modelach zmiennosci metod estymacji odpomej prowadzi do wzrostu trafnosci
prognoz zmiennosci, co moze by¢ niewatpliwie uzyteczne chociazby w procesie
wyceny instrumentow pochodnych. Kolejnym krokiem powinno by¢ dokonanie
analizy poréwnawcze] klasycznego modelu GARCH z zastosowanymi odpor-
nymi metodami estymacji z rozszerzeniami modelu GARCH.
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STRESZCZENIE

Modele GARCH sg obecnie najezgseiej stosowanymi modelami do prognozowa-
nia zmiennosci (volatility) w finansowych szeregach czasowych z uwagi na uwzgled-
nianie grubych ogonoéw rozkladdéw stop zmian czy zjawiska grupowania wariancji.
Jednakze modele te nie sq odporne na zmiany o charakterze szokowym czy interwen-
cyjnym. W pracy zostaly zaprezentowane wybrane odporne metody estymacji dla stan-
dardowego modelu GARCH, przedstawione po raz pierwszy przez Muler i Yohai
(2007). Zostaly one poréwnane z szeroko stosowang metodq szacowania parametrow
modelu GARCH - metodq quasi najwigksze] wiarygodnosci na przykladzie indeksu
WIG20. Gléwnym celem pracy jest odpowiedz na pytanie czy pewne modyfikacje me-
tody najwigkszej wiarygodnosci w przypadku warunkowej heteroskedastycznosci dajq

lepsze wyniki w oparciu o odporne metody estymacji niz gaussowska QML estymacja.

ROBUST ESTIMATION METHODS FOR GARCH MODELS
SUMMARY

The GARCH models are by now the most widely used models to forecast the
timevarying volatility observed in many financial returns because they can be fitted to
the financial data which have heavy-tailed distribution and volatility clustering. It ap-
pears, however, from some empirical studies that the GARCH model tends to provide
poor volatility forecasts in the presence of additive outliers. To overcome the forecast-
ing limitation in this paper we present two classes of robust estimates for GARCH mod-
els. We compare these robust estimates with the most popular - QML —estimate and the

main question is: are robust estimates behave better than QML -estimates?
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