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Streszczenie

Definicja warto$ci przecigtnej oparta na catce Lebesgue’a ma t¢ wadg, ze nie ma
bezposredniej interpretacji probabilistycznej. W artykule zaproponowano koncepcje
aproksymacji oparta na innej definicji wartosci przecigtnej zmiennej losowe;j.

Stowa kluczowe: przecigtna, zmienna losowa, moment zmiennej losowe;.

Po uksztaltowaniu sig teorii miary i catki Lebesgue’a idee tych teorii bar-
dzo szybko przenikngty do innych obszarow matematyki. Trojke (X, 4, w),
gdzie X jest dowolnym zbiorem, 4 — przeliczalnie addytywna algebra jego pod-
zbioréw, a y — miara, nazywa si¢ przestrzenia mierzalna. Funkcje rzeczywista
/- X—R nazywa sig mierzalna, jesli dla kazdego zbioru borelowskiego B z pro-
stej /'(B)eA. Dla funkcji mierzalnej f ma sens catka Lebesgue’a [ fix) u(dx).
Catke | /7(x) du(x), p =0, 1, 2, ..., nazywa sic momentem rzedu p funkcji £[2].

W teorii aproksymacji mowi sig, ze liczba m aproksymuje funkcje f; jesli [4]

min [(Ax) — )’ dx) = [(fix) — m)? p().

Po powstaniu teorii miary i calki Lebesgue’a wielu matematykéw, migdzy in-
nymi S. Banach i jego przyjaciele, matematycy ze Lwowa, zauwazyli, ze na
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tych samych zasadach mozna oprze¢ rachunek prawdopodobienstwa. Nie opu-
blikowali jednak tego spostrzezenia, lecz zrobil to rosyjski matematyk A. Kol-
mogoroff, w ksiazce wydanej w jezyku niemieckim [1].

Trojke (QQ, A, P) gdzie Q jest zbiorem zdarzen elementarnych, 4 — przeli-
czalnie addytywna algebra podzbioréw zbioru €, zwanych zdarzeniami,
P — miara probabilistyczna na algebrze zdarzen, nazywamy przestrzenia proba-
bilistyczng. Funkcje X: Q—R nazywa si¢ zmienng losowa, jesli dla dowolnego
zbioru borelowskiego z prostej X' (B)eA. Inaczej mowiac, zmienna losowa jest
to funkcja mierzalna na przestrzeni probabilistycznej. Calke Lebesgue’a
[ X(w)P(dw) = M(X) nazywa si¢ wartoscia przeci¢tna zmiennej losowej X. Catke
[ X" (w)P(dw), p=0, 1, 2, ..., nazywa si¢ momentem rzedu p zmiennej losowej X.

Definicja wartosci przecigtnej przez catke Lebesgue’a ma ten mankament,
ze nie daje bezposredniej interpretacji probabilistycznej. W artykule zapropo-
nowano inng definicje, oparta na pojeciu aproksymacji.

Warto$cia przecigtng zmiennej losowej X, majacej drugi moment, nazy-
wamy liczbe M(X) aproksymujaca t¢ zmienna losowa, czyli

min [(X — a)> P(dw) = [(X - M(X))* P(dw).

Latwo sig przekona¢, ze definicja ta nie odbiega od starej definicji. W tym
celu wystarczy znalez¢ minimum powyzszej calki przez przyjgcie, ze catkg
mozna zrdzniczkowaé po parametrze, a nastgpnie znajdujac zero jej pochodnej:

(X = a)* P(dw)y .= (| X* P(dw) — 2a | X P(dw) + a*)'e =2 [ X P(dw) + 2a =0,

gdzie a = M(X) = [X P(dw). Mozna powiedzie¢, ze catka Lebesgue’a zmiennej
losowej najlepiej aproksymuje t¢ zmienna losowa. Przedstawiona definicja war-
tosci przecigtnej zmiennej losowej ogranicza si¢ do zmiennych losowych maja-
cych drugi moment.

Nowa definicja wartosci przecigtnej pozwala uog6lni¢ pojecie przecigtna
na przypadek tak zwanej dwuprzecigtnej, trzyprzecigtnej... Przyktadowo, dwie
liczby m,, m, stanowia dwuprzecigtna zmiennej losowej X, jesli

min J((X — a)(X — b))* P(dw) = J(X — m))(X — m2))* P(dw).
ab
Powyzsze minimum mozna znalez¢. Okazuje sig, ze biprzecigtng okreslaja trzy
pierwsze momenty [3]. Wieloprzecigtne moga mie¢ znaczenie praktyczne, jako
ze czgsto napotykane sa tak zwane rozktady wielomodalne i wiadomo, ze modg
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trudno jest oszacowac na podstawie probki losowej. Latwo jest natomiast osza-
cowa¢ momenty. Na podstawie prostych wzoréw mozna oszacowa¢ dwusrednia
i przyjac, ze daja one oszacowania obu mod.
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ABOUT THE AVERAGE

Summary
The definition of the average value by the Lebesgue integral has the drawback that
there is no direct probabilistic interpretation. In this work we propose the concept of

approximation based on a different definition of the average value of random variable.
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