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DOWOD MATEMATYCZNY —
ARGUMENTACJA CZY DERYWACJA? —
CZESC II

Niniejszy artykut! stanowi druga czg$¢ pracy dotyczacej dyskusji
natury dowodu matematycznego. W pierwszej zaprezentowana zostala
koncepcja derivation—indicator view Azzouniego, ktéra ma wyjasniac
relacje mi¢dzy standardowym, znanym nam z praktyki matematycznej
sposobem prowadzenia dowodéw matematyczaych (kiedy to odwotu-
jemy si¢ do semantyki poje¢ matematycznych) a traktowaniem dowodu
jako konstruktu czysto formalnego.

Zdaniem Azzouniego, w tle kazdego standardowego dowodu tkwi
pewna derywacja w systemie formalnym. Koncepcja Azzouniego nie
stanowi — moim zdaniem — dobrego wyjasnienia natury matematycz-
nej argumentacji, i tez¢ t¢ staram si¢ tu uzasadnic. Stanowi jednak do-
bry punkt wyjScia do dyskusji dotyczacej réznych aspektow dowodu
matematycznego — i taka dyskusje tu podejmuje.

1. CZYM JEST SYSTEM ALGORYTMICZNY WTLE?

Azzouni nie wyjasnia, jak zidentyfikowac system algorytmiczny le-
73cy u podtoza interesujacego nas dowodu, ograniczajac si¢ do stwier-
dzenia, 7e systemy algorytmiczne nie ograniczaja si¢ do zadnej kon-
kretnej logiki ani jezyka, za$ jedyny istotny warunek to warunek (po-

! Artykut zostal napisany w ramach grantu N N101 094136.
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tencjalnej) mechanicznej rozpoznawalnodci dowoddéw (czymkolwick
by one nie byty) [Azzouni 2004, 86]. Pojecie algorytmu wystepuje —
w luznym sensic — w mowie potocznej (méwimy o algorytmie robie-
nia ciasta albo strojenia gitary), wymaga jednak usci§lenia. Jego ma-
tematyczny odpowiednik ma precyzyjny sens formalny: zgodnie z teza
Churcha, adekwatnym ujgciem naszego intuicyjnego pojecia obliczal-
nosci stanowi pojecie obliczalnosci w sensie Turinga. Tak — jak sa-
dz¢ — nalezy tez rozumie stanowisko Azzouniego. W przeciwnym
wypadku trudno bytoby tutaj méwi¢ o mechanicznej rozpoznawalno-
$ci (lub przyjaé niestandardowe rozumienie pojecia algorytmu)?.
Pojawia si¢ problem, na podstawie jakich kryteriéw jest wybierany
Ow algorytmiczny system formalizujacy nasze nieformalne (realne) do-
wody? Azzouni twierdzi, Ze tutaj panuje pelna dowolnod¢: zadamy je-
dynie, aby istnial jaki§ system algorytmiczny. Na jakiej jednak pod-
stawie nasza ,,pod$wiadomo$¢ matematyczna” rozpoznaje i wybiera
odpowiedni system algorytmiczny, gwarantujacy poprawnos¢ danego
realnego dowodu? Problem rozpoczyna si¢ juz przy wyborze forma-
lizacji — nie jest przeciez prawda, ze uprawiana nieformalnie dzie-
dzina matematyki w jednoznaczny sposéb taka formalizacje wyznacza.
Mozna podac liczne przyktady historyczne — np. definicja ciagltoSci
funkcji moze by¢ sformutowana badz w ciagowej wersji Heinego, badz
epsilonowi-deltowej definicji Cauchy’ego. Te definicje sa wprawdzie
(przy pewnych dodatkowych zatozeniach) réwnowazne, ale przeciez sa
to jednak rézne ujecia pojecia ciaglosci. Liczba rzeczywista moze by¢
formalnie zrekonstruowana jako cigg Cauchy’ego liczb wymiernych,
badzZ jako przekrdj Dedekinda. Za podstawe teorii funkcji analitycz-
nych mozna przyja¢ badz definicje w terminach réwnan Cauchy’ego-
Riemanna, badZ r6zniczkowalnosci w sensie zespolonym, badz w ter-
minach rozwijalnosci funkcji w szereg potegowy®. Wybér jezyka i po-

2W ostatnich latach toczy si¢ ozywiona dyskusja na temat niestandardowego ro-
zumienia pojecia obliczenia, méwi sie o obliczeniach analogowych, o hiperoblicze-
niach etc. (por. np. [Copeland 2002], [Stannett 2006]). Jednak w dyskusji dotyczacej
koncepciji Azzouniego przyjmuje standardowe (turingowskie) rozumienie pojecia al-
gorytmu.

3Ten przyktad jest przedmiotem badafi w pracy [Mancosu 2001]. Autor analizuje
tam jeszcze inne ujecie teorii funkcji analitycznych, ktére zdaniem jego twércy (Pring-
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je¢ pierwotnych jest wiec kwestig pewnej decyzji. Za$ po ustaleniu je-
zyka i poje¢ pierwotnych mozemy réznicowac sil¢ aksjomatéw przyij-
mowanych w danym formalnym systemie*. Droga do formalizacji nie
jest wiec bynajmniej wyznaczona jednoznacznie. Czy znaczy to, ze
gwarantem prawomocno$ci dowodu jest istnienie jakiegokolwiek do-
wodu formalnego w tle, w ramach jakicjkolwick formalizacji?®.

Z faktem mnogosci mozliwych uje¢ formalnych wiaze si¢ kolejny
problem. Musimy przeciez uznaé, ze dany system formalny S jest ade-
kwatnym odpowiednikiem danego sytemu nieformalnego T¢. Akcep-
tacja danego systemu formalnego S, jako adekwatnie ujmujacego na-
sze preformalne intuicje wymaga odwotania si¢ (na metapoziomie) do
oceny relacji micdzy nasza nieformalnie uprawiang matematyka a sys-
temem sformalizowanym. Tutaj musimy odwotac si¢ do jakiegos kryte-
rium, ktére juz nie moze mie¢ juz charakteru formalnego. Problem od-
wolania do intuicji zostaje tutaj przeniesiony na wyzszy poziom — ale
jest nadal obecny’. Azzouni jest tego §wiadom: pisze wyraZnie o tym,
7e Ow system algorytmiczny jest wyspecyfikowany w sposob niefor-
malny. Przy formalizowaniu w nieuchronny sposéb pojawia si¢ wigc

sheima) pozwala na lepsze i bardziej jednolite wyjasnienie szeregu faktéw matema-
tycznych.

W zaleznosci od tego, jak silne zalozenia przyjmiemy, dowdd danego twierdzenia
moze okazac si¢ prosty lub niezwykle trudny (w skrajnym przypadku, jesli za aksjomat
przyjmiemy dowodzone zdanie, to dowdd jest po prostu jednolinijkowy).

SPrzy bardzo liberalnym ujeciu moglibysmy dokonywac tez bardzo sztucznych for-
malizacji: np. kazda linijka standardowego dowodu bytaby nowym symbolem, za$
w tabeli instrukcji znalezliby$my warunek méwiacy, ze w danym dowodzie po danym
symbolu (b¢dacym odpowiednikiem fragmentu standardowego dowodu) nastgpuje ko-
lejny symbol (bedacy odpowiednikiem innego fragmentu). Poniewaz znamy skoricze-
nie wiele dowodéw, taka tabela bylaby skoriczona, a wiec zadana w sposéb efektywny.
Po stworzeniu nowego dowodu tabela bylaby aktualizowana. Taka formalizacja —
cho¢ poprawna — bylaby jednak w oczywisty sposéb sztuczna.

®Podobna sytuacja pojawia sie lokalnie, gdy zastanawiamy sie np., czy dana de-
finicja formalna adekwatnie ujmuje pewne intuicyjne pojecie (np. pojecie ciaglosci,
prawdopodobienistwa, dlugosci krzywej, powierzchni figury etc.).

"Mozna tutaj pusci¢ wodze fantazji, twierdzac, ze nasze decyzje dotyczace ade-
kwatnodci formalizacji nieformalnego systemu 7' poprzez system S s3 regulowane
przez pewien algorytmiczny metasystem... i tak dalej. Takie ujecie niewiele wnosi,
bo popadamy w regres.
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clement semantyczny: formalizujemy w taki sposéb, aby odtworzy¢
sie€ pojec, zaleznosci, aby zachowaé udowodnione nieformalnie twier-
dzenia! Postugujac si¢ terminologia Lakatosa, nasze nieformalnie udo-
wodnione twierdzenia mozna uznac za falsyfikatory heurystyczne dla
owego systemu algorytmicznego. Owe formalne systemy nie biorg si¢
z powietrza: wszak wymdg zachowania juz istniejacych wynikéw sta-
nowi jedno z kryteriéw uznania, ze dana formalizacja jest adekwatna.
Jednak w tej sytuacji powstaje bledne koto: owe systemy formalne maja
nicjako gwarantowaé prawomocnos$¢ wiedzy uzyskanej nieformalnie
— ale kryterium trafnodci formalizacji stanowi wlasnie to, ze jest ona
takim gwarantem. Nie wida¢ tu prostego wyjscia z tej sytuacji.

Kolejna watpliwos¢ dotyczy tego, czy faktycznie przyjecie istnie-
nia takich derywacji w tle wyjasnia zgodno§¢ matematykéw dotyczaca
nieformalnych dowodéw matematycznych. Mowiac nieco zartobliwie,
koncepcja Azzouniego jest czym$ w rodzaju psychoanalizy matema-
tycznej. Sam Azzouni oczywiScie zdaje sobie sprawe z faktu, ze ma-
tematycy nie prowadza dowodéw formalnych, i ze przedmiotem ana-
lizy filozoficznej winny by¢ realne dowody. Zarazem jednak status
owych realnych dowoddéw jest wyjasniany poprzez wprowadzenie hi-
potezy o istnieniu pewnych idealnych, algorytmicznych dowodéw w
tle — ktSrych istnienia matematyk nie musi sobie nawet u§wiadamiac.
Mozna powiedzied, ze owe dowody idealne maja charakter obiektéw
teoretycznych, ktérych istnienie Azzouni postuluje, aby wyjasni¢ zgod-
no$¢ matematykéw co do dowoddéw realnych. Danymi do$wiadczal-
nymi sg tu wi¢c obserwacje dotyczace zgodnosci matematykéw, po-
stulowane byty teoretyczne to idealne dowody, za$§ prawa pomostowe
dotyczg powigzan mi¢dzy owymi idealnymi dowodami a dowodami re-
alnymi. I tu pojawia si¢ trudnos¢, bowiem Azzouni nie wyjadnia, ja-
kiego typu relacja miataby tutaj zachodzi¢. Czy chodzi o jakas wyide-
alizowana, niejako czysto ontologiczna zaleznos¢, czy tez o zaleznos¢
istotng kognitywnie? Czy derywacja ma petni¢ jedynie funkcje swo-
istego uprawdziwiacza (truth-makera) twierdzenia, czy tez ma petnic
jakie$ funkcje poznawcze?

Jesli uznamy, ze istnienie takicj derywacji stanowi jedynie waru-
nek prawdziwosci dla twierdzenia matematycznego, to znajdziemy si¢



DowdD MATEMATYCZNY... 85

w sytuacji podobnej do sytuacji platonika. Platonik twierdzi (zgod-
nie z klasycznym rozumieniem prawdy), ze warunki prawdziwoSci
zdai matematycznych zadane sg poprzez konfiguracje abstrakcyjnych
bytéw. Stanowisko takie jest oczywiScie nie do zaakceptowania dla
antyrealisty (a Azzouni deklaruje stanowisko antyrealistyczne). Jed-
nak uznanie, ze owymi truth-makerami dla twierdzed matematycznych
sg jakie$ hipotetyczne, niedostgpne poznawczo derywacje w formal-
nych systemach, rézni si¢ od stanowiska platonizmu jedynie werbalnie.
Mozna bytoby prébowac uchyli¢ ten zarzut twierdzac, ze nie mySlimy
o aktualnym, a jedynie o potencjalnym istnieniu takich derywacji. Jed-
nak eliminacja zatozed platonistycznych poprzez wprowadzenie kate-
gorii owych potencjalnych derywacji formalnych jedynie przerzucataby
.koszty ontologiczne” w inne miejsce®.

Dochodzimy zatem do problemu poznawczej roli dowodéw mate-
matycznych, w szczegdlnodci owych derywacji formalnych. Uznanie,
7e owe derywacje nie petnig zadnej funkcji poznawczej bytoby bardzo
nienaturalne. Nie jest jednak jasne, jaka to ma by¢ rola, skoro matema-
tycy czgsto w ogodle nie wiedza, ze taka formalizacja jest mozliwa (co
nie przeszkadza im tworzyc¢, rozumied i ocenia¢ dowoddéw). Problem
ten jest przedmiotem dyskusji w nast¢pnym paragrafie.

2. POZNAWCZA DOSTEPNOSC DOWODOW

Cho¢ dowody matematyczne sg (jak sagdzimy) potencjalnie forma-
lizowalne, na ogdt dokonanie takiej formalizacji nie stanowi poznaw-
czego zysku z punktu widzenia specjalisty w danej dziedzinie. Jest
wrecz na odwrdt: w wersji sformalizowanej nie widaé idei dowodu,
kluczowych technik i pojeé, zasadniczych pomystéw etc. Mozna na-
wet powiedzie¢ (z niewielka chyba przesada), ze matematyk zapytany

8Zauwazmy na marginesie, 7e taki problem dotyczy wielu koncepciji antyrealistycz-
nych. Eliminacja platonistycznej ontologii dokonywana jest np. poprzez wprowadze-
nie kategorii modalnych i przyjecie pewnych zalozeri dotyczacych mozliwosci (tak
czynig np. Chihara i Hellman) poprzez wprowadzenia kategorii Iedalnego Podmiotu
(Kitcher), poprzez uznanie pewnych poje¢ semantycznych za pierwotne etc. Méwiac
swobodnie, zawsze mamy tutaj do czynienie z podobng sytuacja: nieuniknione koszty
8 ,,przerzucane” w inne miejsce.
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0 poprawng w sensie logicznym — czyli sformalizowang — wersj¢
prezentowanego przez niego dowodu nowego wyniku matematycznego
odpowie, ze to nie ma zadnego znaczenia z punktu widzenia jego ba-
daf. To, jak wyglada formalna rekonstrukcja dowodu dotyczacego
np. topologii czy geometrii rézniczkowej niec ma bowiem znaczenia
z punktu widzenia lepszego zrozumienia danego zagadnienia topolo-
gicznego czy geometrycznego. Zrédtem tego rozumienia sa bowiem
pewne tresci matematyczne, relacje migdzy pewnymi pojeciami, ide-
ami — a nie formalna reprezentacja. Nagabywany o sformalizowana
wersje dowodu specjalista powie zapewne, ze jego zadaniem jest uzy-
skanie nowego wyniku, rozwigzanie konkretnego problemu matema-
tycznego (udowodnienie twierdzenia), swoiste ,,wniknigcie” w istote
problemu, a nie przepisywanie twierdzei i dowodéw w jakiej§ wymy-
Slonej przez logikéw notacji. Nasz matematyk doda zapewne, ze zaden
specjalista z jego dziedziny nie ma watpliwosci co do poprawnosci do-
wodu — a zapisywanie go w jakiej$ ,.kanonicznej notacji logicznej”
moze jedynie zaciemni¢ obraz. Realne dowody zawierajg skréty, wy-
korzystywane sa w nich diagramy®, pojawiajg sie zwroty typu ,.jak ta-
two zobaczy¢”, albo ,,w oczywisty sposéb teza wynika z twierdzenia
a’” etc. — co bynajmniej nie zmniejsza ich komunikatywnosci, wprost
przeciwnie.

Sytuacja ta jest nieco dziwna: oto okazuje si¢ ze to, co pono¢ czyni
dowdd nieformalny prawomocnym sposobem argumentacji (czyli owa
algorytmiczna derywacja w tle) nie ma zadnego znaczenia poznaw-
czego — przynajmniej na poziomie §wiadomych aktéw matematyka.
Jaka wicc role moze ogrywaé owa derywacja? Jak si¢ wydaje, jedy-
nym wytlumaczeniem tej sytuacji bytoby uznanie, ze nasze §wiadome
akty intelektualne s (w wypadku matematyki) emergentne w stosunku
do pewnych formalnych przebiegéw obliczeniowych w tle. My wpraw-
dzie mozemy sobie nie zdawac z tego sprawy, ale jednak Zrédlem na-

W pracy [Brown 1999] autor analizuje role rysunkéw w dowodach matematycz-
nych, stawiajac wrecz tezg, iz (niektére) dowody czysto rysunkowe mozna uznaé za
pelnoprawne dowody matematyczne. Teze Browna uwazam za przesadna, trudno jed-
nak zanegowac fakt, ze czgsto odpowiedni szkic moze (z poznawczego punktu widze-
nia) zastapi¢ formalny dowdéd — przekazuje idee w sposéb dostatecznie jasny, aby
dalsza argumentacja stala si¢ zbedna.
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szego przekonania dotyczacego poprawnosci danego dowodu seman-
tycznego jest whasnie istnienie odpowiedniej derywacji formalnej. By-
taby to wicc swoista teza komputacjonizmu w filozofii umystu (czy mo-
wigc stabiej: teza komputacjonizmu odniesiona do matematyzujacego
umystu — aby przyjac koncepcje Azzuniego nie musimy by¢ kompu-
tacjonistami en bloc). Azzouni twierdzi, 7e sytuacja przypomina sytu-
acje uzytkownika jezyka naturalnego, ktry réwniez nie ma u§wiado-
mionych owych regul, a jednak sprawnie postuguje si¢ jezykiem. Zna-
jomos¢ regut algorytmicznych w tle nie jest wiec konieczna do tego,
aby na powierzchni tworzy¢ dowody. Owo odwotanie do systemu algo-
rytmicznego w tle nie ma przy tym sztywnego charakteru — matema-
tycy moga bowiem odwotywac si¢ do coraz to bogatszych systemdéw.
Azzouni postuluje istnienie czego$§ w rodzaju uniwersalnej ,,gramatyki
rozumowati”’, z ktdrej (by¢ moze) nie zdaja sobie sprawy matematycy.
Owa ,.gramatyka rozumowai” wyjasnia, iz u podloza akceptacji argu-
mentéw matematycznych leza pewne procesy algorytmiczne w tle.

W takiej sytuacji nalezaloby wigc uznaé, ze owe formalne dery-
wacje moga wyjasnia¢ mechanizmy poznania matematycznego w po-
dobny sposéb, w jaki znajomo$¢ neurofizjologii moze wyjasnia¢ me-
chanizmy poznawcze. Nie mamy $wiadomego dostepu do naszych
przebiegéw neurofizjologicznych, ale to one leza u podioza naszej
Swiadomosci (cho¢ nie znamy natury zaleznoSci migdzy tresciami
$wiadomosci a procesami neurofizjologicznymi)'®. Podobnic musia-
toby by¢ w przypadku owych formalnych derywacji — one mialyby
wyjasniac zjawiska zwiazane z dowodzeniem. Nalezatoby wicc uznac,
ze np. matematycy XIX-wieczni akceptowali pewne dowody, gdyz
zupetnie nieSwiadomie odwotywali si¢ do pewnych (blizej niesprecy-
zowanych) systeméw algorytmicznych, tkwigcych — mdéwigc metafo-
rycznie — w ich matematycznej pod§wiadomosci'!. Innymi stowy, hi-

1Taka jest w kazdym razie teza naturalisty — jednak jej przyjecie jest naturalne
z punktu widzenia analizy koncepcji Azzouniego.

URav w pracy [Rav 2007] podaje przyklady matematykGw babilofiskich, greckich
czy indyjskich. W ich przypadku procedury dowodowe mogly mie¢ (na ogét tego nie
wiemy) zupelnie inny charakter, niz nasze: mogli na przyklad opierac si¢ na pewnych
empirycznie przetestowanych regulach. Czy tu réwniez mamy do czynienia z dowo-
dami, u podltoza ktérych lezg systemy algorytmiczne?
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storia matematyki to w szczegdlnosci historia odkrywania przez ma-
tematykdw prawdziwych motywdw ich dziatai: dziatali bowiem (nie-
Swiadomie) w granicach pewnej tkwiacej w tle rodziny systeméw algo-
rytmicznych. Tak jest réwniez teraz — przy czym nam owa kategoria
jest juz znana (podobnie jak naturalistycznie nastawionemu psycholo-
gowi znane jest juz pojecie neuronu).

Jesli przyjmiemy taka perspektywe, to znaczy to, ze owe przebiegi
formalne w tle musza mie€ charakter przebiegéw neurofizjologicznych.
W przeciwnym razie musielibySmy uznaé, ze gwarantem prawomoc-
nosci dowodéw semantycznych bytyby bytujace w ,,przestrzeni meta-
fizycznej” derywacje formalne, z ktérymi nie musimy mie¢ poznaw-
czego kontaktu. Pojawia si¢ jednak problem dotyczacy implementacji
owych przebiegéw obliczeniowych na naszej — méwiac kolokwialnie
— ,.biologicznej maszynie”. Niektdre dowody w wersji sformalizowa-
nej moga bowiem mie¢ bardzo duza dlugosé. Co wtedy?

Pouczajacy jest przyktad podany przez Boolosa w artykule
[Boolos 1987]. Autor poddaje tam analizie pewne wnioskowanie,
sformulowane w jezyku pierwszego rzgdu. Mamy tam staly: 1;
jednoargumentowy symbol funkcyjny ,s”; dwuargumentowy symbol
funkcyjny ,.f”, jednoargumentowy predykat: ,,D”. Zatozenia to:

1. Vuf(n,1) = sl

2. ¥xf(1,sx) =ssf(1,x)

3. VYaVxf(sn,sx) = f(n, f(sn, x))
4, D(1)

5. ¥x(D(x) — D(sx))

WNIOSEK: D(f(ssss1,ssss1)).

Intuicyjnie, wnioskowanie dotyczy liczb naturalnych. S to nastep-
nik, f to funkcja okre§lona na parach liczb naturalnych, D jest wlasno-
Scig (ktéra moze przystugiwaé liczbom naturalnym). Whniosek glosi,
ze liczba bedaca wartoScig funkcji f dla argumentéw (5,5) ma wia-
snos¢ D.
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Jednak dowdd tego faktu w formalizmie pierwszego rzedu jest bar-
dzo dtugi. Funkcja f(x,y) ros§nie bardzo szybko, w stylu funkcji Acker-
manna. Warto§¢ f(4,4) stanowi ,,wiez¢” poteg dwdjki. Dowdd tozsa-
mosci D(f (5, 5)) jest astronomicznej dtugosci. Zarazem jednak dowdd
w logice drugiego rzgdu jest elementarny. Mamy tu do czynienia z cie-
kawa sytuacja: formalny dowdd jest absolutnie poza naszym zasicgiem
(i réwniez poza zasicgiem nawet najszybszego komputera), natomiast
z naszego punktu widzenia dowdd w logice drugiego rzedu jest abso-
lutnie przekonujacy i wystarczajacy. A zatem sam dowdéd — co do
zasady — jest algorytmizowalny, ale dla nas owa algorytmiczna wersja
jest catkowicie niedostepna. Boolos twierdzi, ze z faktu, iz z taka ta-
twoscig umiemy faktycznie udowodnic to twierdzenie Swiadczy o tym,
7e zaden system logiczny pierwszego rzedu nie stanowi dobrej ideali-
zacji naszych faktycznych (psychologicznych) proceséw wnioskowar
[Boolos 1987]. Wydaje si¢ bowiem, ze nawet nasza zdolnos¢ do roz-
poznawania pewnych zdai pierwszego rzedu jako prawdziwych wnio-
skéw odwotuje sie do czegos wiecej, niz tylko formalizacja w jezyku
pierwszego rzedu, ze de facto siggamy do zasobéw poznawczych wy-
kraczajacych poza logike pierwszego rzedu — i do przekonai o cha-
rakterze par excellence semantycznym'?,

Nie jest jasne, jak wyjasni¢ przyklad Boolosa z punktu widzenia
koncepcji Azzouniego. Wszak 6w algorytmiczny, formalny dowdd
w logice pierwszego rzedu jest catkowicie poza naszym zasicgiem.
Tym samym twierdzenie, ze u podloza naszej akceptacji zwyktego do-
wodu lezy taka derywacja jest gotostowne. Wyjasnienie, ze w tle naszej
zdolnosci do rozpoznawania inferencji drugiego rzedu tkwi system al-
gorytmiczny (w ktérym dowdd jest zbyt dtugi z punktu widzenia czasu

127iawisko, iz dowdéd w jednym systemie moze by takiej astronomicznej dlugosci,
za$ w innym — normalny, jest znane od dawna. Czgsto twierdzenia o takiej wlasnosci
sg sztuczne, jednak niekiedy s3 to zwykle, standardowe twierdzenia matematyczne.
Dowody poznawczo niedostepne staja si¢ proste — ale za ceng przyjecia pewnych sil-
niejszych zalozefi (np. ZFC zamiast PA). W przypadku wnioskowania podanego przez
Boolosa, owa ceng za zdobycie wiedzy iz zachodzi D(f(5, 5)) jest przyjecie pewnych
zalozefi na temat logiki drugiego rzgdu.
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naszego zycia — a moze i nawet wicku Wszech§wiata) jest absolutnie

niewiarygodne poznawczo'>.

3. PROBLEM WYJASNIANIA

Ujecie Azzouniego zacheca do dyskusji problemu wyja$niania
w matematyce. Problem ten jest szeroko dyskutowanym w odniesie-
niu do nauk empirycznych, natomiast w przypadku matematyki litera-
tura jest bez poréwnania ubozsza. Juz samo sformutowanie problemu
moze na pierwszy rzut oka budzi¢ pewien opdr: pytanie o to, dlaczego
kamiei leci po takiej a nie innej krzywej brzmi rozsadnie (wyjasniamy
w oparciu np. o prawa ruchu), natomiast pytanie o to, dlaczego praw-
dziwe jest np. twierdzenie Stokesa moze sic wydawac Zle postawione
(lub trywialne). Jednak matematyk w swojej praktyce zadaje sobie
przeciez pytania takie, jak: dlaczego tak naprawde to twierdzenie da
si¢ tak udowodni¢? Jaki tak naprawde fakt wyraza to twierdzenie? etc.
Matematycy postuguja si¢ w analizach ,,okotodowodowych” sformuto-
waniami typu ,,tak naprawdg, to badane réwnanie nie ma rozwiazania
dlatego, ze jaka$ przestrzei funkcyjna ma taka a nie inng wlasnos¢”,
albo ,tak naprawde, to ten dowdd wyraza pewien glcbszy fakt” etc.
Nie majg przy tym na my$li samego istnienia dowodu, ale co$ wicce;j.
Trudno przeciez zanegowacd fakt, iz zdaniem matematykow teoria Ga-
lois wyjasnita szereg wynikéw zwigzanych z rozwigzywaniem réwnat.
Jest to zjawisko o charakterze ogdlnym: czg¢sto twierdzenia wyjasniaja,
dlaczego pewne pojecia sg wazne.

Takiemu postawieniu sprawy mozna zarzucac tworzenie hipostaz:
czyz zadaniem matematyka nie jest dowodzenie twierdzed, a nic wzbu-

3Ciekawe przykiady wnioskowari podobnych do wnioskowania Boolosa podaje tez
Ketland w artykule [Ketland 2005]. Rozwaza tam wnioskowania, ktére sg oczywiste
z punktu widzenia standardéw matematycznej argumentacji, natomiast dowody for-
malne w logice pierwszego rzedu bylyby zbyt dlugie, aby mogly by¢ zastosowane jako
§rodek inferencyjny. (Ketland formuluje swoje argumenty w kontekscie dyskusji na
temat nominalistycznej rekonstrukcji matematyki, twierdzac, ze istnienie tego typu
whnioskowari stanowi problem dla nominalisty: nie jest on bowiem w stanie wyjasni¢
w ramach czysto nominalistycznej ,,maszynerii”, ze pewne skadinad oczywiste wnio-
skowania sg faktycznie poprawne).
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dzanie w innych matematykach poczucia glebi czy doniosto$ci wyni-
kéw — nie méwiac juz o postulacie poszukiwania jakichs tajemniczych
przyczyn (ktdre to poszukiwania majg by¢ czyms wiccej niz tylko usta-
laniem zaleznosci logicznych miedzy zdaniami)? Pytaniom o przy-
czyne mozna udzieli¢ odpowiedzi w duchu formalizmu (czy szerzej:
weryfikacjonizmu): przyczyna prawdziwosci twierdzenia jest to, ze po-
dano jego dowdd. W tym duchu, stwierdzilibySmy, ze to, jaki jest do-
wod (dtugi czy krétki, obliczeniowy, trickowy, sitowy, gleboki, tadny,
inspirujacy, zaskakujacy etc.) nie ma znaczenia z punktu widzenia pro-
cesu wzbogacania wiedzy (podobnie jak nie ma znaczenia, czy dowdd
zostal napisany otéwkiem czy dtugopisem, tadnym czy brzydkim cha-
rakterem pisma, czy referent méwit dZzwiccznym glosem czy nie etc.).
Liczy si¢ jedynie fakt istnienia owego dowodu. Jednak taki zarzut nie
bierze pod uwage praktyki matematycznej: rola dowodu w praktyce
matematycznej jest z pewnoScig wicksza, niz tylko jako §rodka do do-
wodzenia kolejnych zdan!*. Pojecie wyjasniania w matematyce jest
niewatpliwie trudno uchwytne, podobnie jak np. pojecie doniostosci
czy glebi twierdzenia: matematycy si¢ nimi postuguja, ale trudno by-
toby podaé ich precyzyjne charakteryzacje. Jednak trudno odmdéwic
mu sensownos$ci i znaczenia dla analiz filozoficznych.

Wazng inspiracja dla dyskusji problemu wyjasniania jest fakt ist-
nienia dowoddéw komputerowych (ktdre z catg pewnoscia maja charak-
ter formalny) i pytanie o ich poznawczy status. Nie ma tu miejsca na
szczegblowa analize, warto jednak odnotowad, ze w opinii wielu mate-
matykow takie dowody (w szczegdlnosci najbardziej znany i najszerzej
dyskutowany dowdd twierdzenia o czterech barwach) pozostawiaja po-
czucie niedosytu'®. Aby wyrazniej postawi¢ problem rozwazmy ekspe-
ryment my$lowy w ktérym komputery dziataja np. 2!% razy szybciej
niz obecnie. Jesli zlecimy takiemu komputerowi dowodzenie kolejnych

Np. Rav w pracy [Rav 1999] twierdzi, ze to dowody stanowia wlasciwy przedmiot
badafi matematyki, za$ twierdzenia nalezy traktowa¢ w pewnym sensie jedynie jako
swoiste etykiety. Nawet jesli ten punkt widzenia jest nieco przesadny, to nie ulega
watpliwosci, Ze poznawcza rola dowodu matematycznego jest fundamentalna.

I5Niektorzy twierdzg wrecz, 7e taki dowdd w ogéle nie wyjasnia przyczyn praw-
dziwodci twierdzenia o czterech barwach, i nie zastuguje na miano pelnoprawnego
dowodu matematycznego (takie krytyczne uwagi przytacza np. [Rota 1997]).
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twierdzein ZFC, bedzie je generowat z ogromng predkoscia. Czy przy-
rost naszej wiedzy jest proporcjonalny do wysokoS$ci stosu zadrukowy-
wanych owymi twierdzeniami kartek? Z pewnoscig nie. Pierwsza trud-
nos¢, jaka tutaj sic pojawi, to odréznienie wynikéw istotnych od nie-
istotnych!®. W czasie tej procedury selekcyjnej musieliby§smy odwotaé
si¢ do kryteriéw pozaformalnych, do naszych przekonain dotyczacych
tego, ze dane twierdzenie jest ciekawe, glebokie, donioste, zaskakujace
etc. Gdyby$Smy zas$ faktycznie zidentyfikowali wazne twierdzenie udo-
wodnione przez komputer, to natychmiast podjelibySmy prébe zrozu-
mienia tego, jakie idee tkwig u podtoza danego dowodu. Trudno sobie
wyobrazié, aby matematycy stwierdziwszy, ze komputer informuje nas
o tym, iz wtas$nie udowodnit twierdzenie Riemanna (oczywiscie sfor-
mutowane w jezyku ZFC), ograniczyliby si¢ do pokiwania gtowami
w zadowoleniu, ze wreszcie éw problem zostat rozwigzany. Nie zado-
woliliby si¢ konstatacja, ze prawdziwa przyczyna, dla ktérego hipoteza
Riemanna jest prawdziwa jest to, ze istnieje cigg formut ZFC dtugosci
np. 2'2* + 32443, bedacy jej formalnym dowodem. Powiedzieliby ra-
czej, 7ze sam fakt istnienia takiego ciggu formul nie wyjasnia, dlaczego
to jest prawda — i nadal zadawaliby pytania np. o to, jakie idee (topo-
logiczne? geometryczne? algebraiczne?) leza u podloza owego faktu,
dlaczego to twierdzenie jest prawdziwe, czy jest wyrazem jakichs$ gteb-
szych zaleznosdci etc. Ten eksperyment mySlowy mozna odnie$¢ do
koncepcji Azzouniego: istnienie formalnej derywacji w tle nie wyja-
$niatoby bowiem bynajmniej, dlaczego dane twierdzenie (np. hipoteza
Riemanna — gdyby zostata udowodniona) jest prawdziwe.

16Nalezy pamigtaé, 7e ogromna wigkszo$¢ tak wygenerowanych twierdzen to bytyby
twierdzenia malo ciekawe, na przyklad takie jak: ,Jesli zbidér A ma 5 elementéw, zas
zbiér B ma 2 elementy, to istnieje doktadnie tyle funkcji charakterystycznych okreslo-
nych na iloczynie kartezjariskim A X B ile jest podzbioréw zbioru bedacego suma 3
roztacznych zbioréw C, D, E takich, ze C ma 2 elementy, D ma 3 elementy, za$ £ ma
5 elementéw”. Jesli bedziemy mieli pecha, to nasz komputer zacznie zadrukowywa-
nie owych kartek od niezliczonych wariantéw tego wlasnie twierdzenia dla réznych

mozliwych mocy zbioréw A, B, C, D, E.



