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KONSTRUKCJE KRZYWYCH STOZKOWYCH
W ODWZOROWANIUM

1.Definicja odwzorowania M

W zeszytach naukowych Opuscula Mathematica opublikowalem artykut
p.t. ,,Biegunowo-stereograficzne odwzorowanie przestrzeni R’ na
plaszczyznie” [1]. W w/w odwzorowaniu  wykorzystano zasadg
biegunowosci wzgledem kwadryk oraz wlasnosci rzutu stereograficz-
nego powierzchni. Omawiane w pracy odwzorowanie przestrzeni R
realizuje si¢ za pomocg paraboloidy obrotowej F°, plaszczyzny =
(rzutni), stycznej do F° w jej wierzchotku whasciwym W i $rodka rzutéw
S, bedacego niewlasciwym wierzchotkiem (Srodkiem) paraboloidy F
/rys.1/.
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Kazdemu punktowi P przestrzeni R’ przypo- rzadkowana jest
plaszczyzna a, biegunowa wzgledem F’. Przecina ona paraboloide F°
w stozkowej e, rzeczywistej niezdegenerowanej lub zdegenerowanej albo
urojonej. Rzutem stereograficznym stozkowej e z punktu S na
plaszczyznie (rzutni) &, jest okrag Kp rzeczywisty niezdegenerowany lub
zdegenerowany albo urojony [2]. Tak wiec w odwzorowaniu M obrazem
punktu jest okrag, obrazem prostej — pek okregéw, obrazem plaszczyzny
— tancuch pgkow okregow.
MP)=Kp Mp)=Hp Ma) =¥ a

2.Twierdzenie 1

Niech dana bedzie niezdegenerowana stozkowa $°, lezaca w plasz-
czyznie a, nieprostopadlej do rzutni .

Odwzorowaniem M tej stozkowe;j jest:

/1/ figura skladajaca si¢ z okregéw K, , Kp , Kc .., bedacych obrazami
punktow A, B, C....stozkowej Sza

/2/ $rodki okregéw leza na stozkowej niezdegenerowanej S, bedacej
rzutem prostokatnym na rzutni¢ z stozkowe;j 2,

/3/ kazdy z wymienionych okregéw nalezy do tancucha okregow ¥,

Dowdd:

Pierwsza i trzecia cz¢$¢ twierdzenia jest oczywista.

Ad./2/ Plaszczyzna a, biegunowa punktu wlasciwego P, przecina
paraboloide F° w stozkowej e. Prosta I wzajemnie biegunowa
wzgledem paraboloidy F° do prostej niewlasciwej p” plaszczyzny
a, przechodzi przez punkt P i jest $rednica paraboloidy
F’ sprzezona z plaszczyzna a. Jezeli plaszczyzna a przecina
kwadryke F’ w stozkowej wlasciwej e, to $rednica I sprzgzona z
plaszczyzna a przechodzi przez $rodek O stozkowej e [3].
Poniewaz punkty P i O leza na prostej I, przechodzacej przez
$rodek S paraboloidy F* (I jest prostopadia do rzutni ), ich rzuty
O’ i P’na rzutni « jednocza si¢ (0O’= P’).

c.b.d.o.
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W szczegblnym przypadku, gdy stozkowa $°, nalezy jednoczesnie do
plaszczyzny a i do paraboloidy F, twierdzenie 1 otrzymuje nastgpujace
brzmienie:

Twierdzenie 1’

Odwzorowaniem M stozkowej S°, niezdegenerowanej, przynaleznej do
paraboloidy F°, jest okrag, jezeli 8%, lezy w plaszczyznie ogdlnej lub
prosta, jezeli S%, lezy w plaszczyznie prostopadtej do rzutni x .

Zauwazmy, ze jezeli S, lezy w plaszczyznie a ogdlnej i przynaleznej
do F’, to obraz S°, pokrywa sie z okregiem potggowym tancucha okregow
¥, (obrazu plaszczyzny a) [4] /rys.2/.

KLa = S2 n

Ky

Ky

rys.2

3.0Obrazy stycznych do stozkowych i ich punktow stycznosc
Stozkowa moze by¢ jednoznacznie okreslona piecioma jej stycznymi,
z ktérych zadne trzy nie przechodza przez jeden punkt (1).
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Niech dany bedzie na rzutni # tancuch okregow ¥, (obraz ptaszczyzny
a), okreslony trzema pekami okrggow 11, (1,1°), IT (2,2°), II. (3,3%)
/rys.3/.

— -

P
Ke

rys.3

Peki te mozemy uwazal za obrazy trzech stycznych a,b,c pewnej
stozkowej $%, plaszczyzny a . Wyznaczmy dwa kolejne peki okregow
I1; (4,4°) i II. (5,5°) nalezace do danego tancucha pekow okregow ¥,
i takie aby proste d i e, ktorych obrazami sg te peki, tacznie z prostymi
a,b,c, spetniaty warunek (1).

Pig¢ takich pekéw okregow jak: I1,, Iy, I, I, II,, okresla jedno
jednoznacznie pewna stozkowa $°, na plaszczyznie a . Korzystajac
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z konstrukcji wynikajacych z twierdzenn Brianchona i Pascala, mozna
wyznaczy¢ kolejne pgki okregdw nalezace do danego tancucha pgkow
okregow ¥, , bedace obrazami stycznych do stozkowej $°, .Mozna
rdwniez wyznaczyé okregi nalezace do tych pgkow okrggow, bedace
obrazami punktéw tej stozkowej lub obrazami punktow stycznosci
wspomnianych stycznych.

Przykiad 1
Dane sg pegki okregow:

m,(,1%), T, (2,2), 1. 3,3"), [ (4,4, 11, (5,5"),

o podstawach odpowiednio: a’, b’, ¢’, d’, e’ nalezace do tancucha ¥, .

Wyznaczyc¢:

1/ Pe¢k okregdw I, (6,6°), bedacy obrazem stycznej fdo stozkowejS’,

2/ Okrag  K; nalezacy do pgku okregow 11, (6,6°) , bedacy
obrazempunktu stycznosci I prostej fdo $7.

Rozwiazanie z opisem konstrukcji  przeprowadzonych na
rys./3/.Podstawy pekow okregow I1,, Iy, I1.., I1,, 11, przecinajq si¢
odpowiednio w punktach:
A’=@Nnb),B’=b’Nc’), C’=(c’Nd’), D’=(d’N e’), ktore sa
srodkami okregow K4, Kg, K¢, Kp .
Na podstawie e’ pgku okrggéow 5,5’ przyjeto dowolnie punkt E’
jakosrodek okregu Kg, nalezacego do peku okrggow 5,5°. Okregi K ,
Kp oraz Kg , Kg tworza nowe peki okregow, ktorych podstawy
przecinaja si¢ w punkcie S (punkt Brianchona).Okregi K¢ 1 szukany
okrag Kr tworza pgk okregdw, ktorego podstawa przechodzi przez
punkty C” i S. Punkt przecigcia podstaw C’S i a’ wyznacza punkt F’ —
bedacy $rodkiem okregu Kr. Okrag Kr nalezy do pgku okregéw
1,1’.Okregi Kr i K wyznaczaja pek okregdw 6,6°, bedacy obrazem
szostej stycznej f do stozkowe;j S‘E:, . Peki okregow IT,(1,1°) ,11,(2,2°)
11(3,3°),11; (4,4°), 11, (5,5”), 11 (6,6°), naleza do obwiedni stozkowej
ae
Wyznaczamy okr¢gi Kx , Ky , Kz , ktore sa obrazami punktow
przecigcia bokow trojkata opisanego na stozkowej $?, . W przecigciu
prostych AE i FD wyznaczamy punkt R . Prosta YR przecina
podstawe pg¢ku okregdéw 6,6° w punkcie I’, ktory jest srodkiem
okregu K j, nalezacego do pgku okregoéw 6,6°, bedacego obrazem
stycznej f do 8%, .Okrag K; jest obrazem punktu stycznoici tej
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stycznej. Pozostale obrazy punktow stycznosci (Kp, Km)
wyznaczamy analogicznie.

Przedstawiajac obraz plaszczyzny na rzutni z, mozemy przyjac trzy
dowolne, przecinajace si¢ okregi. Okregi te okreslaja trzy peki
okregow. W kazdym z pgkéw mozna wyr6znié okrag o najmniejszej
Srednicy (réownej odleglosci punktow podstawowych peku).
Przyjmujac, ze wymienione trzy peki okregow sa obrazami bokow
tréjkata opisanego na pewnej stozkowej, nalezy ustali¢ jakie warunki
musza zosta¢ spetnione, aby okregi o najmniejszej $rednicy nalezace
do tych pgkéw okrggdw, byly obrazami punktow stycznosci bokow
tréjkata, czyli wierzchotkami tréjkata wpisanego w t¢ stozkowa.

Twierdzenie 2

Niech dane beda trzy peki okregow 11, , IT,, II. nalezace do jednego
tancucha okr¢gow ¥ a, okreslone trzema przecinajagcymi si¢ w punktach
rzeczywistych okregami K4 , Kg , K¢ rzutni zr , ktorych $rodki nie leza
na jednej prostej, ale takie, ze srodek kazdego z tych okregdw nalezy do
prostej potggowej peku okrggow utworzonego przez dwa pozostate
okregi. Wowczas peki 11, , Iy, Il. sa obrazami stycznych a, b, ¢ do
pewnej stozkowej 8%, , a okregi o najmniejszej srednicy nalezace do tych
pekow, sa obrazami punktow stycznosci prostych a, b, ¢ do tej stozkowe;j
Irys.4/.
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Dowod:

Stozkowa jest jednoznacznie okreslona trzema stycznymi i ich dwoma
punktami stycznosci, zatem peki okrggéw I1,, IT, i I, oraz dwa okregi
K4 i Kg, o najmniejszej Srednicy (2,2 i 3,3%), nalezace do tych pekow,
mozemy uwazac za obrazy trzech stycznych i dwdch punktow stycznosci
pewnej stozkowej $7, .

Nalezy zatem wykazaé, ze okrag K¢ peku I1. jest obrazem punktu
stycznosci prostej ¢ do stozkowej ..

W mysl twierdzenia 1, $rodek C’ okr¢gu K¢, lezy na pewnej stozkowej
8%, , bedacej rzutem prostokatnym na rzutni¢ m , stozkowej s, .
Podstawy a’, b’, ¢’ p¢kow 11, , I1,, II. tworza trdjkat ABC opisany na
stozkowej S°;. Punkty 4’ i B’ ($rodki okregow K4 , Kz) sa punktami
stycznosci prostych a’i b’ ze stozkowa S

Z twierdzenia o trojboku opisanym i trojkacie wpisanym w stozkowa
wynika, ze proste A4°, BB’ i CC’ przechodza przez jeden punkt [5].
Poniewaz prosta AA’= f, i prosta BB’= f; , punkt przecigcia tych
prostych jednoczy sie z punktem L. Z definicji peku okr¢gu wynika, ze
JaLa’ i f,Lb’, tak wigc prosta f. jest prostopadta do prostej ¢’. Prosta
Je 1 prosta CC’ przechodzi przez dwa punkty C i 1, wigc proste te sa
identyczne. Prosta f. przecina prosta ¢’ w punkcie C’, ktory nalezy do
stozkowej $°, . Punkt ten lezacy na podstawie ¢’ peku IT(1,1%) jest
srodkiem okregu K. , nalezacego do tego pgku. Jest on obrazem punktu
stycznosci prostej ¢ do stozkowej 8%, plaszczyzny a.

c.b.d.o.
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Summary
CONSTRUCTION OF THE CONIC CURVES IN THE M
PROJECTION METHOD

In the article the projection method M has been defined. In the method
Principle of polarity with regard to the quadrics as well as the properties
of stereographic projection have been used.

In addition two theorems have been proved. The corollaries derived from
them have been applied to constructions of conics as well as to points and
lines of tangency to the curves.



