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Sylwester Hunek

Niwelacja trygonometryczna o wysokiej dokladnosci

1. Wstep

Wielu autoréw podaje rozne definicje niwelacji trygonometrycznej ja ponizej
podaj¢ jedna z nich, ktéra wydala mi si¢ najbardziej adekwatna do niniejszego wywodu.
Niwelacjg trygonometryczng nazywamy taka konstrukcj¢ geodezyjna umozliwiajaca
wyznaczenie wysokosci punktow na podstawie pomierzonych katéw pionowych a lub
dhugosci zenitalnych zoraz dhugosci d lub d’, ktére moga by¢ pomierzone albo

obliczone. Niwelacja trygonometryczna w poréwnaniu do niwelacji geometrycznej ma
mniejsza dokladnos$¢ wyznaczenia wysokosci ale znajduje zastosowania w miejscach
w ktorych tradycyjna niwelacja nie znajduje zastosowania. Z tego wzglgdu podstawowa
zaleta niwelacji trygonometrycznej jest mozliwos¢ pomiaru przy dowolnym nachyleniu
osi celowej, co sprawia ze pomiar katow pionowych pozwala na wyznaczenie duzych
roznic wysokoéci pomigdzy stanowiskiem a odleglymi punktami. Niwelacja
trygonometryczna jest stosowana miedzy innymi do okreslenie wysokosci punktow
osnowy poziomej ich zabudowy np.: wiez, sygnaldw triangulacyjnych, wyznaczenie
wysokosci punktow wysokosciowe] osnowy pomiarowej, pomiar rzezby tercnu,
stosowana jest rowniez do zadan inzynieryjnych obsluga budowli, badan
przemieszczen, wychylen oraz do wyznaczenia wysokosci wysmuktych obiektéw takich
jak kominy, wierze, wysokie budowle. Zasada niwelacji trygonometrycznej jest
przedstawiona na rysunku.

2. Wplyw bledéw na dokladno$¢ pomiaru
Najwazniejszymi czynnikami wplywajacymi na btad trygonometrycznego okreslenia
wysokosci naleza:

—  Doktadnosé pomiaru odlegtosci - d'

—  Dokfadnos¢ pomiaru kata zenitalnego - 2

—  Doktadno$¢ pomiaru wysokosci instrumentu - # oraz sygnatu - W

1
Rys. 2.1 Zasada niwelacji trygonometrycznej
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Stosujac wzor na przewyzszenie postaci:

Ah =d ctgzlub [2.1]

Ah=d'cosz [2.2]

gdzie: Ah — przewyzszenie, d — odlegloéé zredukowana do poziomu, d — odlegtosé

skosna,
z — dbugos¢ zenitalna
Korzystajqc z [2.1] obliczamy pochodne czastkowe funkcji:
Ak dAr —-d
; = ctgz, E T sin?z’
a nastgpnie stosujac prawo przenoszenia si¢ blgdow srednich otrzymujemy:

T e G
mM_+J(ctgz mg)? + (_M.z )

Map = +J(Ct.9~ - mg)+

Przyktad obliczeniowy:
Przykiad dla nastgpujacych danych: d = 500m, mg4 = +0.02m, m, = +20°¢¢

[2.3]

Kat zenitalny Ah my;, (m]
20 1538.842 0.176
40 688.191 0.053
60 363.271 0.028
80 162.460 0.018

Wynika z tego, ze im mniejszy kat zenitalny tym blad wyznaczenia przewyzszenia
ro$nie i na odwro6t, im wigkszy kat zenitalny to doktadno$¢ wyznaczenia przewyzszenie

rosnie.

Teraz zwr6¢my uwagg na sposob obliczenia roéznicy wysokosci oraz sredniego bledu.
Wysokosci punktow P 1K zuwzglednieniem wysokosci instrumentu i sygnatu oraz

krzywizny Ziemi 1 refrakcji.
Zgodnie z rysunkiem [2.1], wysoko$¢ punktu K bedzie dana nastgpujacym wzorem:
He =Hp+ Ah+i—w [24]

a roznica wysokosci punktu poczatkowego P i koncowego K na podstawie powyzszego

WZOoru przyjmujg postac:

AH = Hy —Hp = Ah+i—w gdzie: Ah = d ctgz +§(1 k) [25]
wigc ostatecznie

AH=d ctgz+§(l —K+i-w  [26]

obliczamy pochodne czastkowe, otrzymujac:

OAH a.'\H _d? -
M =ctgz+2(1-1), S faH_cd Mg BE_ 4

ZR > 9z siniz’ Bi Bw
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. (AHNT o cdAHN' o (BAHN' L,
Man = ad)md+(az)mz+(ak)mk+m‘+m‘”

d z 2 —d? z 2 -d 2 3 2
May = (ctgz+ fa- k)) mi+(3) mi+(=x) mi+mi+mi
[2.7]
Przyktad obliczeniowy:
zaktadamy, ze: ‘mlz =mZ = mZi=w,R=6382km

Dla terenéw Polski przyjmuje si¢ k = 0.13, m; = 0.03 + 0.05

Podstawiajac przyktadowe dane:
Przyktad dla nast¢pujacych danych:
d = 500m, my; = ¥0.02m, m; = +20°° m_, = 0.01m, m, = 0.05

Kat zenitalny Ah My [m]
20 1538.859 0.176
40 688.208 0.055
60 363.288 0.031
80 162.477 0.023

d = 500m, m,; = ¥0.05m, m; = +20°¢ m, = 0.01m, m, = 0.05
K at zenitalny Ah May [M]

20 1538.859 0.226
40 688.208 0.084
60 363.288 0.046
80 162.477 0.028

d = 500m, m, = ¥0.02m, m, = ¥20°° m_ = 0.05m, m, = 0.05
K at zenitalny Ah May [m]

20 1538.859 0.189
40 688.208 0.088
60 363.288 0.076
80 162.477 0.073

Na podstawie wzoru [2.7] i przeprowadzonej analizy wynika iz dla krétkich
celowych dominujacy wptyw na btad $redni réznicy wysokosci maja btedy pomiaru
wysokosci instrumentu oraz sygnatu.

Przy krotkich celowych uwzglednianie wplywu refrakcji oraz krzywizny Ziemi
nie jest konieczne, a jako poziom odniesienia mozna przyjaé plaszczyzng.
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Jesli zalozymy ze powstaly wten sposob blad zodrzucenia ostatniego
sktadnika ze wzoru [2.5] nie bedzie przekraczat pewnej wartosci € mozemy obliczy¢ dla
jakicj dtugosci celowej nie zostanie przekroczona zadana wartos¢ bigdu.

¥4
Ah=dctgz + %(1 -k 28]

a zatem odrzucamy drugi sktadnik wzoru i przyjmujemy ze nie powinien przekraczaé
pewnej wartosci €

d2

E(i -k)<=c przeksztalcamy nierownos$¢ w poszukiwaniu odlegtosci € otrzymujac:
2R

d< |/ [29]
1-k

Tabela przedstawia zestawienie wynikow dla zadanych wartosci bledu €
Dla danych: R = 6382km_k = 0.13

c[m] | d[m] . Wykre: dtugoic calowych dia odresionagobisdu ¢
0.001| 121

0.005 | 271 B

001 | 383 o

0.05 | 856 i

010 | 1211 |

1.00 | 3830 g-:

Na podstawic powyzszej tabeli mozna wysunaé nastgpujace wnioski:
stosowanie uproszczonego wzoru do niwelacji trygonometrycznej wymusza na nas
stosowanie okreslonej dlugosci celowej w zalezno$ci od zadanej dokladnosci. Dla
ominigcia wplywu refrakeji i krzywizny Ziemi nie przekraczajacej jednego centymetra
celowa nie powinna by¢ duzsza niz 300m.

3. Wyznaczenie roéznicy wysokosci za pomocg réznych konstrukeji
geometrycznych

Wyznaczanie réznicy wysokosci punktow z wykorzystaniem tradycyjnych
metod pomiaru katéw za pomoca teodolitu bez mozliwosci pomiaru jednoczesnie
odleglodci sprawia, ze musimy korzysta¢ z konstrukcji geometrycznych, ktérych
zadaniem begdzie posrednie wyznaczenie odleglosci do punktu czy takze wyznaczenie
wzglednych lub bezwzglednych wysokosci obiektu.

Zatem mozna rozpatrzy¢ nastgpujace przypadki dla przypomnienia:
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1. Wyznaczenie wysokosci gdy mozna pomierzy¢ odlegtosé do obiektu.

w=~h, —hg
hya=d ctgz,
hg=d ctgzg
w=d ctgz, —d ctgzp

w = d{ctgz, — ctgzg)
(3.1]

Rys. 3.1

W przypadku kiedy pomierzymy odleglo$é skosna d'4 i d'g przy zatozeniu,
ze odcinek AB jest prostopadty do horyzontu instrumentu to mozemy zastosowac
nastgpujace wzory:

d = d', sinz, podstawiamy do wzoru by = d ctgz,

otrzymujemy hy = d',y sinz, - ctgz,

czyli: hy = d'y cosz, i

hg=d'p coszg
2. Wyznaczenie wysokosci gdy obiekt jest dostgpny ale nie mozna pomierzy¢
bezposrednio odleglosci.

| = d(ctgz, —ctgzg)
[3.2]

i

CtEsC—CtEER
[3.3]

_ jStescoctesn
"~ ctgsc—ctgzp
[3.4]

w
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3. Wyznaczenie wysokosci obiektu gdy obiekt jest niedostepny.
an

d=
[3.5]

Al

[3.6]
gdzie:
m =ctgzy —ctgzg
n=ctgz'y —ctgz'y

Rys. 3.3

4. Wykorzystanie tyczki dwupryzmatycznej w pomiarach geodezyjnych,
pomiar i ebliczenia

Innym sposobem pomiaru przewyzszen oraz wysoko$ci niz opisano powyzej
jest metoda poprzez zastosowanie dwoch lub wigcej pryzmatow umieszczonych na
jednej tyczce.

Na rysunku pokazano tyczk¢ dwupryzmatyczng z podstawowymi
oznaczeniami charakteryzujacymi ja.

Rys. 4:1
Najwazniejsza wielko$cig charakteryzuja tego typu tyczka (rekritowa) jest
wspotczynnik proporcji A, Wspélczynnik ten wyraza si¢ nastepujacym wzorem:
b_
A= —ag [4.1] Istnieja dwie metody obliczen uproszczona — przy zatoZeniu, ze tyczka

jest prostopadle ustawiona do plaszczyzny horyzontu instrumentu, i druga precyzyjna
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ktorej stosowanie wiaze si¢ z wyznaczeniem wspotrzgdnych przestrzennych. Nalezy
pamigta¢ aby tyczka podczas pomiaru byla w jak najmniejszym stopniu narazona na
zruszenia jej polozenia w przestrzeni, jezeli taka sytuacja nastapi nalezy powtdrnie
dokona¢ pomiaru.

Pierwsza metoda pomiaru zaklada, ze wszystkie punkty ABCC’ leza na jednej
prostej ita prosta jest prostopadia od plaszczyzny horyzontu utworzonej przez kolo
poziome instrumentu to pomierzone dhugosci d4, dg zredukowane po poziomu
przyjmuja zblizona wartos¢ jezeli warunek jest zachowany. Pomierzone katy zenitalne
Z4, Zp, pozwalaja na obliczenie wielkosci @ charakteryzujaca tyczke
dwupryzmatyczna. Na podstawie pordwnania wartosci @ obliczonego i teoretycznego
jestesmy wstanie skontrolowaé doktadnos¢ wykonanego pomiaru.

Jezeli@ obliczone na podstawie pomiaru nie przekracza o dopuszczalng
wartos¢ a teoretycznego mozna liczy¢ przewyzszenie i stosujac si¢ do tradycyjnych
wzorow [2.5], [2.6].

W przypadku drugiej metody pomiaru z wykorzystaniem tyczki
dwupryzmatycznej mierzone sa takie wiclkosci jak: @4, d'p lub dga, dp, 24, Zg,
atakze kicrunki K4, Kg Na podstawie tych danych obliczamy wspétrzedne
przestrzenne w ukladzie lokalnym, badz geodezyjnym, punktow charakterystycznych
dla lustra: Axys, Bxyy. A na podstawie wspotrzednych tych punktow obliczamy
wspdtrzedne punktu €. Ostatnim zadaniem jest obliczenie przewyZszenia na podstawie

wspotrzednych przestrzennych pomiedzy stanowiskiem a lustrem lub pomigdzy lustrem
a lustrem.

PrzesledZzmy schemat obliczefi dla modelu stanowisko-lustro z przyktadowymi
danymi:

Jednostka dtugosci: metr z doktadnoscia do milimetra.

Dane z pomiaru: g, dg,Za, Zg, Ka, Kp

Dane znane: Xp, YpHp, i, b, a, lub A

Szukane: Hpa, X¢, Yo He
dy = 44.298

dg = 43.951

zy = 100.04409
zp = 101.58404
k4 = 399.84809
kg = 000.47504
Xp = 100.000
Yp = 100.000
Hp =100.000
i=1500

a = 1200
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b =1.800
1. Obliczamy wielkoéélwggélczynnika lambdiastego.
- 1.800— R
a=222 ) =180 5 s
a 1.200

2. Obliczamy wspolrzedne przestrzenne punktow A i B w ukiadzie wspotrzednych
orientacji instrumentu.

Apr = dA COSkA, ﬁpr = 44298

A)’PA = dA Sin kA9 A}’p = _0.106

XA = Xp + Apr, XA = 14‘4298

YA = Yp + AyPA; YA = 99,894

HA = Hp +i+ hA’ Hﬂ = Hp +i+ dA Ctng: HA = 101.469

Axpp = dgcoskg Axpg = 43.950

Aypg = dgsinkg Aypg = 0.328

Xg = Xp + Axpg, Xg = 143.950

Yg = Yo+ Aypg, Y = 100.328

Hg =Hp+i+ hg Hg = Hp+i+dgctgzg, Hg = 100.406

3. Obliczamy wspotrzedne punktu C tyczki dwupryzmatycznej na podstawie znanych
wzoréw z geometrii.

Xe=Xg+1-(Xz —X,)
YC=YB+A'(Y3_YI§)
He=Hg +A-(Hg —Hy)

Xc= 143776
Y, = 100.545
H, = 99.875

4. Przeprowadzenie kontroli obliczen.
Kontrolg poprawnosci dokonanych obliczen jest obliczenie na podstawie

wspotrzednych punktow A i B, wielkosci @ i b iporéwnanie ich z wielkosciami
znanymi charakterystycznymi dla tyczki.

X, = 144.298
Y, = 99.894
H, = 101.469

Xp = 143.950
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Yz = 100.328
Hp = 100.406
AX.p = —0.348
AY,p = 0.434
AH,p = —1.063
AXAC = _0522
AYAC = 0.651
AHAC = _1594

0 = (BXap + AVpp + AHag, @ = 1.200
b= \'/AXAC + AYAC+ AHAC, b= 1.799

5. Obliczenic réznicy wysokosci pomigdzy stanowiskiem P a punktem Coraz odlegtosci

zredukowanej i przestrzennej .

Ach = 4’3.776
AYpC = 0.54‘5
AHPC = _0.125

Hpc = AHPC’ HPC = _0125
dC = \I'AXPC + Ach, dc = 43.779
dSD = V”Hpc + AYpC + AHPC’ ng = 43780

Tyczke dwupryzmatyczng mozna wykorzysta¢ do wielu réznych celéw migdzy innymi
do pomiaru wszelkiego rodzaju trudnodostgpnych lub catkowicie nie dostgpnych dla
tradycyjnego pomiaru obiektow. Zasady obliczen sa takie same jak przedstawiono

powyzej. e

e
G at!

B N
i

T

{1 Rys. 4.2 ! Y Rys. 4.3
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S. Trygonometryczny pomiar ciagéw wysokosciowych

Ciagi trygonometryczne stosuje si¢ gldwnie na terenach o duzych
zroznicowaniach wysokosciowych gdzie niwelacja geometryczna ze wzgledu potrzebe
zastosowania duzej liczby stanowisk staje si¢ ucigzliwa a czasami i niemozliwa do
zastosowania. Przy wykorzystaniu niwelacji trygonometrycznej do zakladania ciggow
wysokosciowych stanowiska instrumentu moga znajdowac si¢ na koncach bokow lub
w wewnatrz bokow, stosujac niwelacj¢ ze srodka podobnie w niwelacji geometrycznej
wyznaczamy przewyzszenia pomi¢dzy dwoma stanowiskami lustra bez uwzgledniania
wysokosci instrumentu. Stosujg metod¢ pomiaru ze srodka pozbywamy sie potrzeby
pomiaru wysokosci instrumentu itym samym czynnika wplywajacego na koncowa
dokfadnos¢ pomiaru przewyzszenia.

AHAB = (IA_IB)_ (hA_hB)

Cey.
! [5.1]
— ,CA Z4 . 2B hy T hy=dsctgz, [5.2]
T Y ¥ g™ * ly hp=dpctgzg [53]
/ T p jesli zatozymy, ze: 14 = lg
A t \ to otrzymamy:
l l 'S B AHug = —(hy — hp)
1A ! AHug = hp — hy[5.4]
e——— dy >;4 dp—>
Rys. 4.4

Przy zastosowaniu jednakowej wysoko$ci przymiaru jesteSmy wstanie
wyznaczy¢ roznice wysokosci poprzez obliczenie réznic przewyzszen zgodnie ze
wzorem [5.4] co powoduje uproszczenie obliczen. A jezeli wprowadzimy dodatkowy
pomiar katow pionowych oraz odczyty !'4,!'gbedziemy wstanie posrednio obliczyé

odlegtosci celowych za pomoca wzoréw [5.6] 1 [5.6] a nast¢pnie korzystajac ze wzorow
[5.2] 1[5.3] obliczy¢ przewyzszenia .

_ tra—1la
dg = ctgsta—ctgzy (351
143541
dB = #_ [5.6]

CIEZIR— CIEI g
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Przy zastosowaniu tyczki dwupryzmatycznej przed rozpoczgciem pomiaru
nalezy tyczke umiesci¢ w stabilnym stojaku [rys. 4.3] dla zwigkszenia dokladnosci
pomiaru.

Obliczenia wykonywaé nalezy w ten sam sposob jak w przykladzie powyzej,
nastgpnie nalezy po obliczeniu wspotrzgdnych obu stanowisk tyczek obliczy¢ roznice
wysokosci kazdego stanowiska.

Rys. 4.6

Schemat ciggu trygonometrycznego z wykorzystaniem tyczki
dwupryzmatycznej wyglada nastepujaco:

Rys. 4.7

Roéznice wysokosci w ciagu niwelacji trygonometrycznej przedstawiaja wzory:
AHpp tgor. = Hp — Hy [5.7]
AHAD prak. = Hl + H2 + H3 [58]

Dtugos¢ ciagu mozna obliczy¢ na podstawie sumy dtugosci bokow czastkowych:
L - dlugosé catkowita ciagu trygonometrycznego.

i- liczba bokéw tworzacych ciag.
L=Li+L,+Lz;+ .. =[L] [59]

Ly = JAXyp +AY,p  [5.10]

pozostate dtugosci bokéw wyrazaja wzory analogiczne do wzoru [5.10]
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