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A LA RECHERCHE D’UN (IMPOSSIBLE) 
DÉMONSTRATEUR INTELLIGENT

Le développem ent de l'in fo rm atique  a perm is l’essor, ces dernières années, 
de nom breux logiciels d 'a id e  à l’enseignem ent de la logique, sinon en F rance, 
du  m oins dans les pays anglo-saxons. La p lupa rt de ces logiciels, dès q u 'il s’agit 
d u  calcul des préd icats  (du prem ier o rd re, avec ou sans identité), fonc tionnen t 
cn simples vérificateurs, c 'est-à -d ire  que le rôle de la m achine se trouve réduit 
à con trô le r que les déductions p roposées par l 'u tilisa teu r son t correctes. Q u'ils 
fonctionnen t ainsi, et non pas com m e des démonstrateurs, se com prend  
facilem ent: d 'ap rès  le théorèm e d 'indécidabilité , il ne peut exister d 'a lgo rithm e  
général pou r le calcul des p réd icats, de so rte  que l’écriture  d ’un p rog ram m e est 
théoriquem ent im possible p o u r la dém onstra tion .

M ais on sait to u t de m êm e que ie p roblèm e de la décision est so luble p ou r 
certa ines classes de form ules. En ou tre , dans de nom breux cas plus ou  m oins 
simples, on consta te  q u 'u n  logicien de force m oyenne trouve a isém ent la 
«bonne déduction». O r ce qui est aisé inform ellem ent se révèle souven t difficile 
dès q u 'o n  cherche à le form aliser, et plus encore dès q u 'o n  veut le programmer.

Les travaux  dans  le dom aine  de la d ém onstra tion  au to m atiq u e  sont 
nom breux. Avec l 'ap p a ritio n  du  langage Prolog, l'usage des clauses de H orn 
s'est é tendu . C ependan t, cela n 'est pas satisfa isan t p o u r un logiciel 
d 'app ren tissage  de la logique, que l'on  voudra it voir fonc tionner en véritable 
dém onstrateur général intelligent, qui ne se lim ite pas à une s truc tu re  
particulière de form ules com m e celle des clauses de H orn . C 'est pou rquo i, 
no tam m ent, j 'a i  cherché à constru ire  un tel dém onstra teu r.
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1. « IN T E L L IG E N C E »  E T  «N A T U R E »

Q uelques exam ples sim ples -  je  vais en d onner b ien tô t -  fon t rap idem ent 
com prendre  ce qu 'il fau t en tend re  p a r Y intelligence dans une preuve logique, 
du  m oins p o u r une p rem ière app roche  non détaillée (la défin ition  précise du  
concept est certa inem ent beaucoup  plus délicate, voire m êm e im possible, 
précisém ent d 'ap rè s  ce que nous a enseigné G ödel).

P renons ainsi la form ule:
3.yVv F xy  з  Vv3.y Fxy.
Sa preuve dans le systèm e de deduction naturelle de G en tzen  s 'adm in istre  

sans difficulté. A près avo ir app liqué la règle d 'analyse  du  foncteur implication. 
on  utilise les règles concernan t les quantificateurs:

Déduction «intelligente»
1. => 3.vVy F xy  з  Vv3.v F xy  —,

2. 3.vVr F xy  => Vy3.v F x y  g —, x j a v a rja ble nouvelle

3. Vv Fay  => Vv3.y F xy  —. \/r’/A variable nouvelle

4. Vv Fay => 3.Y Fxb  y  —, y ty  variable ancienne

5. Vv Fay. Fab => 3.y Fxb  —, j x /a v arja ble ancienne

6. Vv Fay, Fab => 3.y F xb, Fab séquence valide

Bien en tendu , dans  cette déduction , le jeu  du  choix des variables libres qui 
apparaissen t p a r  l 'app lica tion  des règles d ’analyse des quan tifica teu rs  est 
essentiel. Ainsi les règles => V et 3 => n 'au to risen t-e lles  que l'em ploi de 
variables nouvelles, tand is  que les deux au tres perm etten t théo riquem en t celui 
de n ’im porte  quelle v a ria b le1, m ais doivent en fait, p o u r des raisons 
d ’élém entaire s tratégie, être restreintes aux variables libres qui figurent déjà 
dans  la d é d uction2.

M ais au  delà  de ces restric tions, on consta te  que plusieurs choix intelligents 
on t été p ra tiqués dans  cette preuve:

1. Les deux règles =>V et 3 => on t été appliquées av an t les deux autres 
=>3 et V =>, c 'est-à -d ire  que les variables libres nouvelles o n t été dégées avan t 
q u ’elles soient em ployées com m e variables anciennes p a r les règles =>3 et V=>.

2. Le choix des variables anciennes, dans les deux derniers pas, n ’a  pas été 
quelconque, m ais a été p ra tiqué  de telle so rte  que la form ule Fab figure des 
deux côtés de la flèche de la séquence, p o u r que celle-ci achève la  dém onst
ration .

1 O n  d o it  to u te fo is  év ite r  les v a ria b les  d é jà  q u an tifiées , a u  risq u e  d e  co m m e ttre  des
«collisions»  d e  q u a n tif ic a te u rs , c o r re s p o n d a n t à  d es  sophism es.

2 La négligence d e  ce second  im p é ra tif  c o n d u ira it à  des séquences n o n  conclusives, sans 
r a p p o r t  avec la  n a tu re  d e  la fo rm ule . P a r  exem ple , l 'em plo i d es  v a ria b les  c  e t  d  d a n s  les deux
d ern ie rs  p as  d e  la p re u v e  p ro d u ira it  la séquence: V r Fay, F ac  => Эх F xb , Fdb.
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Afin de mieux percevoir la po rtée  de ces deux m odes de la procédure , 011 

peut com pare r la déduction  «intelligente» avec la déduction  que j ’appclcrai 
«planifiée» ou  «systém atique», e t qui consiste, en fait, en une analyse en largeur 
d'abord  de l 'a rb re  de déduction . C ette déduction  procède p a r  étapes, en 
chacune desquelles exactem ent une règle se trouve app liquée (si c ’est possible) 
à chaque form ule de la séquence du débu t de l’é tap e3.

Déduction «planifiée»
E T A P E  1 
chem in 1

1. => 3„yVv F xy  з  Vy3.Y F xy
=> ZD

2. 3xVy Л гу => V)'3.Y F xv  
ET A PE  2
chem in I

2. 3.vVy F xy  => Vy3-Y F xy  .
3 => x /a  variab le  nouvelle

3. Vv Fay => Vi 3.Y F xv  w ,, . . .
=> V y/о  variab le  nouvelle

4. Vy Fay => 3.Y Fxb  
E T A P E ’ 3
chem in 1

4. Vy Fav => 3.Y F xb  w , . . .
V => y /a  variable ancienne

5. Vy Fav, Faa => 3.Y Fxb ..
V => y /b  variable ancienne

6. Vy Fav, Fab, Faa => 3.Y Fxb , . , ,
=> 3 x ja  variab le  ancienne

7. Vy Fay, Fab, Faa => 3.Y Fxb, Fab séquence valide
O n consta te  un  changem ent avec la déduction  intelligente à  la form ule 5, 

dans laquelle la form ule Faa est p rodu ite  inutilem ent, m ais régulièrem ent, car 
la p lanification  exige no tam m en t que soient tirées toutes les instances 
possibles, avec les variables libres d isponibles, des form ules universelles vraies 
(ou existentielles fausses). L ’exam ple choisi ici est du  reste tro p  sim ple, ca r la 
maladresse p rovoquée  p a r la planification  reste très lim itée. U ne  au tre  
m aladresse p o u rra it ê tre  que les règles =>3 et V=> soient em ployées a v an t les 
règles => V et 3 =>, a lo rs  que l’inverse serait effectivem ent possible4.

N o tons  q u ’il est d ’usage de qualifier de naturelle  le style de déduction  «à la 
G entzen», illustré ici a u tan t p a r  la déduction  intelligente que p a r  la déduction

C elte  p ro c éd u re  p lan ifiée est défin ie  p a r  S . C . K l  е е  n e .  au  c h a p itr e  6 de sa  ü ig iijiie
nuilhém atique  (A . C o lin . P aris  1971. p. 289 310 de la tra d u c tio n  frança ise ).

4 II fa u t te n ir  c o m p te  d u  fa it q u e  des fo rm u le s  d u  g en re  ЗлЛЛ· F x y  p eu v e n t trè s  b ien  figu re r 
à  la d ro ite  d e  la flèche d es  séquences, au q u e l ca s  la règle => 3 se tro u v e  n éc essa ire m en t ap p liq u ée  
a v a n t la règle =>V (d u  m o in s  en  ce qu i co n c ern e  ce tte  fo rm ule ), c 'e s t-à -d ire  q u ’u ne v a ria b le  libre 
n ouvelle  se tro u v e  n éc essa ire m en t dégagée a p rè s  l’em plo i d e  telles v a ria b les  p o u r  les u n ifica tions  de 
fo rm ules. Ceci, on  le s a it, p e u t m en e r à  des ch em in s infinis.
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planifiée. Ce qualifica tif p rovient du  fait que, p a r con traste , les preuves 
axiom atiques qui u tilisent la règle M odus Ponens (ou  règle de D étachem ent) 
on t une s truc tu re  entièrem ent indépendan te  de celle de la form ule à p ro u v e r5. 
En quelque sorte, la com binaison  de la règle de substitu tion  et de la règle 
M odus Ponens annih ile to u te  mémoire  de la form ule. M ais on  découvre, p ou r 
ainsi dire, que la na tu re  n 'est nullem ent intelligente! Si effectivem ent la 
déduction  natu relle  fourn it systém atiquem ent, sans effo rt d 'im ag in a tio n , une 
preuve de n 'im p o rte  quelle form ule valide, en revanche elle ne donne, dès qu'il 
s 'ag it d 'u n e  expression ta n t soit peu com plexe, q u 'u n e  mauvaise  preuve, 
longue, rem plie de pas intutiles. La déduction  natu relle  ne résout donc 
nullem ent le problèm e de la stratégie. Il faut se con ten ter de d ire q u ’elle le pose 
en certains term es, sans dou te  plus clairs q u ’avec les au tres styles de systèmes. 
L 'om bre  de G ödel se p ro je tte  ici de tou te  sa g randeur: puisque le calcul des 
prédicats n 'est pas décidable, bien que com plet, il ne fau t rien a ttend re  de plus 
d 'u n e  déduction  naturelle  p a r  essence incapable de to u t pouvo ir de décision.

2. A LA R E C H E R C H E  D E  L '(IM P O S S IB L E ) IN T E L L IG E N C E

Les deux critères énoncés ci-dessus p ou r la p rocédure  intelligente doivent 
m ain tenan t être développés.

I. En ce qui concerne la préséance de l'app lication  des règles => V et 3 => 
su r les règles => 3 et V=>, seule une vision sim plifiée des choses peu t laisser 
penser que la situa tion  est simple. En réalité, com m e je  l’ai m entionné en note, 
la s truc tu re  des form ules à tra ite r peu t forcer à l’app lication  dans l'o rd re  
inverse, et il ne reste plus q u ’à se soum ettre  au verd ict des données. M ais même 
si l 'o n  ne se trouve  pas dans  ce dern ier cas, la situa tion  peut ê tre  truffée 
d 'am biguïtés: il peu t très bien y avo ir concurrence entre  p lusieurs applications 
des règles du  prem ier g roupe  e t/o u  concurrence en tre  p lusieurs app lications des 
règles du  second g roupe. O n ne voit guère quelle (m éta-)règle générale ado p te r 
p o u r tran ch er dans ces options.

En ou tre , si c’est le cas, c 'est-à-d ire  si par exem ple des form ules du  genre 
Зл-Vv F xy, 3.\'3fVc G xy:,... figurent à la d ro ite  de la flèche de la séquence, il 
fau t ad o p te r une ligne de conduite  qui perm ette de dégager aussi vite que 
possible les variables libres nouvelles. Il est bien c la ir que cette ligne de 
condu ite  devre ê tre  de trava ille r su r de telles form ules (sur leurs quan tifica teurs 
existentiels p o u r celles de d ro ite) avan t d ’app liquer les m êm es règles à des 
form ules «cul-de-sac» (com m e 3.v Fx), qui ne condu isen t pas à  des expressions 
dégageant ensuite des variables nouvelles. Et dans cette voie, on p o u rra  même

5 P ar exem ple , d a n s  les systèm es ax io m atiq u es  p o u r  le ca lcu l des p ro p o s itio n s  de R ussell ou 
de L ukasiew icz.
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é tab lir une hiérarchie stratégique: tra ite r p a r o rd re  de p rio rité  décro issan te  les 
form ules de struc tu re  (à d ro ite  de la flèche):
Эх Fx. 3xVv F xy. 3x3 jV z G xyz, 3x3v3zVu· H xyzw ,...
A vouons cependan t que, si d ’une m anière générale cette ligne de conduite  
pa ra ît fondée, rien n ’assure toutefo is q u ’elle se m on trera  p a rfa item en t intel
ligente dans tous les cas d ’espèce6.

2. Le second critère p o u r la p rocédure  intelligente est celui du  choix  des 
variables anciennes, au trem en t dit celui de Y unification  des form ules a to m iq u 
es. Ici, un  a lgorithm e est connu: c ’est celui de la dé te rm ina tion  du  plus grand  
unificateur. J ’ai cherché, p o u r un logiciel d ’enseignem ent de la déduction  
naturelle , à faire à  peu prés la m êm e chose p a r  une procédure  simplifiée, mais 
m oins systém atique, où  l’unification  a lieu en deux tem ps. D ans un prem ier 
tem ps, l’unification  est faite p a r com para ison  des a tom es de la form ule 
à in slan tier avec ceux des au tres form ules de la séquence. A u cou rs de cette 
étape, les in s tan tia tions  p ro d u isan t des a tom es sans aucune variab le  liée o n t la 
p rio rité  su r les a u tres7. D ans un second tem ps, le choix des variables anciennes 
est «affiné» p a r la com para ison , non plus de  sim ples form ules a tom iques, mais 
de véritab les sous-form ules. U n  exem ple8 fera com prend re  la  nécessité de cette 
seconde «passe».

Supposons que l’on  veuille p rouver l’incom patib ilité  logique des trois 
expressions:

1. Эл-Vv· F x v
2. V.vV)6z (F xy  з ( ( ~ F x z  & F :y) V (F yz & Fzx)))
3. V x 3 y V z~ (fy z  & Fzx)

Sans décrire le détail de la p rocédure  de la déduction  natu relle  dans le style de 
G entzen , nous pouvons abréger les écritures en tiran t les instances suivantes:

4. Vy Fay  (de 1 avec a  variable nouvelle)
5. 3 rV z ~  (F yz & Fza) (de 3 avec a variab le  ancienne)
6. V z~  (Fbz & Fza) (de 5 avec b variable nouvelle)
7. Y j'3 z (ftïv  з  ( ( ~ F a z  & F zy )V (F yz  & Fza))) (de 2 avec a  var. ancienne)
8. 3z(F ab  =>((~ Faz & F zh)V (F bz & Fza))) (de 7 avec Λ var. ancienne)
9. Fab => ( ( ~  Fac & Fcb)V (F bc & Fca)) (de 8 avec c variab le  ancienne)

6 11 fa u l n o te r  q u e  ce  g en re  d e  d ifficu lté  e s t é ludé  d a n s  le ca lcu l des p ré d ic a ts  ave c  fo n c tio n s  de  
term es. C a r  a lo rs . les fo rm u les  prenexes avec des q u a n tif ic a te u rs  un iverse ls p lacés d a n s  la p o rté e  de 
q u a n tif ic a te u rs  ex isten tiels (p o u r une fo rm u le  située à  d ro ite  d e  la flèche), so n t rem placées p a r  des 
fo rm es de S ko lem . ce qu i rev ien t à les « p ré -in s ta n tie n  d a n s  un  o rd re  d o n n é . C f. p a r  exem ple . J. P. 
D e l a h a y e .  O utils  logiques p o u r  /'in telligence artificie lle , E y ro lles. P aris  1987. p . 127 e t suiv.

7 C ’es t-à -d ire  les in s ta n tia t io n s  qu i p ro d u ise n t des fo rm ules a to m iq u e s  co m m e Fab. e t n on  
c o m m e 3x F x a .  J ’ap p e lle  in s tantia tion  l’a p p lic a tio n  d e  l’u ne des q u a tre  règles c o n c e rn a n t les 
q u a n tif ic a te u rs . E n l’o cc u rre n ce , il s ’ag it des in s ta n tia t io n s  u tilisan t des v a ria b les  anc iennes.

8 T . d e  Q u i n e ,  M é th o d e s de logique , ch a p . 29, A . C o llin , P aris  1973, (p . 175 d e  la trad , 
française).
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10. ľa h
11. Fac
12. Ч F b c & F c a )

(de 4) 
(dc 4) 
(de 6)

Les form ules 9, 10. 11. 12 é tan i logiquem ent incom patib les, la preuve est 
achevée. L 'essentiel qui nous intéresse ici est le passage de la form ule 7 à la 
form ule 8. Le choix de la variable ancienne h est lait p a r unification  de la 
sous-form ule Fbz & Fza  de 8 avec celle  m êm e sous-form ule dans 6. Evidem 
m ent. la gestion in form atique  de ces opéra tions devient passablem ent co m p 
lexe. A titre indicatif, je  donne  en annexe, la partie  de program m e pascal qui 
réalise l'un ification  dans le logiciel que j 'a i  m entionné. Et je  m 'adresse  à qui 
veut, p o u r  callabo rer dans le perfectionnem ent de l'a lgorithm e in fo rm atique  de 
ce genre d 'un ification .

En définitive, bien que la voie «intelligente» soit souvent m anifeste p o u r la 
déduction  des form ules les plus cou rtes et les plus banales (encore q u ’il arrive 
fréquem m ent q u 'u n  é tu d ian t de force m oyenne ne les voie pas), à exam iner la 
question  de plus près, on s 'aperço it que les problèm es posés sont très difficiles, 
sans parle r de la mise en oeuvre in form atique, qui devient vite épineuse. Cela 
est. si l'on  veut, une conséquence directe de cet é ta t de choses logique, mis en 
lum ière p a r  G ödel: le calcul des préd icats  bien que com plcs. n 'est pas décisoire. 
De là résulte q u 'u n  a lgorithm e de déduction  planifiée est relativem ent facile 
a écrire, mais q u 'en  revanche la deduction  intelligente réclam e im agination , 
essais et «bricolages», avec en prim e -  si j ’ose me perm ettre  cette vulgarité  -  la 
certitude q u 'o n  ne l 'a tte in d ra  jam ais.

P O S Z U K IW A N IE  P R O C E D U R Y  IN T E L IG E N T N E G O  D O W O D Z E N IA  T W IE R D Z E Ń

W  o s ta tn ic h  la tach  w raz  z  rozw ojem  n a u k  k o m p u te ro w y c h , p o jaw iło  się wiele p ro g ram ó w  
inajatĄ ch w sp o m ag ać n a u c /a n ie  logiki. W ięks/o.sć /  łych p ro g iam o w  slu/.y d o  sp iu w d /ам іа  
ra ch u n k ó w , a nie d o  d o w o d z en ia  tw ierdzeń , p o n iew aż zg o d n ie  ze zn a n y m  tw ierdzen iem  G o d ła , nie 
istn ie je p ro c e d u ra  rozstrzygalnośc i tw ierdzeii ra ch u n k u  p ierw szego rzędu . K ilka m ela tw ie rd ze ń . 
w k tó ry ch  jednym  jes t tw ierdzen ie G o d ła , t lu m a c /y  d laczego  dysp o n u jem y  d o b ry m i system am i 
dedukc ji n a tu ra ln e j, m im o  że lak  t ru d n o  je s t  {a fak tyczn ie nie m o żn a ) zna leźć ..in te lig en tn ą"  
p ro c ed u rę  d o w o d z en ia  fo rm u ł. W  a r ty k u le  p rz ed s taw io n o  d ro g ę  uzy sk an ia  częściow ego system u 
d o w o d z en ia  tw ierdzeń  za pom oci} p ro c ed u ry  u n ifikac ji, d la  k tó re j za łącz o n o  p ro g ra m  k o m 
p u tero w y  w jęz y k u  pascal.

U n iv ers ité  de N a n te s  
F ran ce

ľairiir ßui/luiche
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m

en
t 

di
ff

èr
en

t 
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dé
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t 
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au
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)
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m
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e c
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st
an
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; 
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=
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to 
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w
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 ) 
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