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STANDARDOWE RACHUNKI NAZW
7Z FUNKTOREM LESNIEWSKIEGO

Do standardowych zaliczam te rachunki nazw, w alfabecie ktorych nie
wystepuja kwantyfikatory wiazace zmienne nazwowe. Zatem nie zalicze do
nich ontologii Le$niewskiego, w ktorej wilasciwosci jedynego funktora pier-
wotnego (spojki ‘jest’) oraz definicje innych funktorow wyrazane sa za po-
moca kwantyfikatorow. W rachunkach nazw z kwantyfikatorami wystepuja
znane trudnosci z ich interpretacja.

1. WPROWADZENIE DO METATEORII RACHUNKU NAZW

Zbiory formul badanych przez nas rachunkoéw tworzymy za pomoca
metody schematow logicznych. Metoda ta jest omowiona szerze] miedzy
innymi w {17, [2], [3], [4] i [6]. Mozemy przyjac, ze schematy zdaniowe
powstaja wprost ze zdan jezyka naturalnego, na podstawie analizy ich
struktury skiadniowej (powierzchniowej). Otrzymane w ten sposdéb schematy
przydatne sa w okresleniu relacji wynikania pomiedzy zdaniami, w ktorych
sktadowymi zdaniami atomowymi sa zdania kategoryczne, zdania jedno-
stkowe w sensie Lesniewskiego oraz tzw. zdania egzystencjalne (rozwazane
w ontologii Lesniewskiego).

Niech ‘S’, ‘P, ‘M, ‘S’ °S,’, ‘S5, ... itd. beda literami schematycznymi
(tzw. zmiennymi nazwowymi) reprezentujacymi (w sensie wystgpowania za-
miast) dowolne nazwy generalne jezyka naturalnego’. Zbior tych liter oznaczy-

! Uzywam terminu ‘nazwa generalna’ zgodnie z ,Mala encyklopedia logiki”. Zatem
nazwa generalna to taka ,nazwa, ktébra w zdaniu atomowym o budowie podmiotowo-orzecz-
nikowej nadaje si¢ na orzecznik. Nazwa generalna moze by¢ ogédlna [tj. mie¢ wigcej niz jeden
desygnat (A. P.)], jednostkowa (tu naleza deskrypcje ..) [tj. mie¢ dokfadnie jeden desygnat
(A. P)] lub pusta [tj. nie mie¢ desygnatu (A. P.)]” (s. 183). Zgodnie z tym nazwy generalne na-
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my przez ‘N’. Przyjmijmy, Ze litery ‘S’ ‘P’ oraz ‘M’ (z indeksami lub bez) sa
zmiennymi syntaktycznymi (tzw. metajezykowymi) przebiegajacymi zbiér N.

Niech ‘a’, ‘1’, ‘e’, “0’, ‘¢’ (zbior tych symboli oznaczymy przez ‘F?’) ‘ex’,
‘ex!” oraz ‘sol’ (ZblOl' tych symboli oznaczymy przez ‘F!” i F = F! UF?) b@da
symbolizowa¢ odpowiednio funktory ‘kazde...jest..’, ‘pewne...jest..’, ‘zadne...
nie jest..”, ‘pewne...nie jest..., “..jest.., ‘istnieje przynajmniej jedno..., ‘istnieje
doktadnie jedno..’ oraz ‘co najwyzej jedno istnieje ...

Niech F, =« F! oraz F, c F2. Wtedy zbiorem formul zdaniowych wy-
zZnaczonym przez symbole z F, UF, jest S bedacy najmniejszym zbiorem
speliajacym warunki:

— jezeli SeN 1 deF,, to T3S7eS,

— jezeli S, PeN i 6eF,, to FSSP_'GS

— jezeli oceS, to T07€S,

— jezeli o©,,0,eS 1 §e{&’ ‘v’ ‘>, '}, to T(6,§0,)7€S,
gdzie ‘71, ‘v’, ‘=’°, ‘=’ symbolizuja odpowiednio funktory zdaniotworcze
negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji materialnej i réwnowaznosci
materialnej, rozumiane w tej pracy w sposob klasyczny.

Zbior S stuzy do wyrazania tych zwiazkoéw logicznych pomiedzy zdaniami,
ktore zaleza jedynie od interpretacji funktoréw reprezentowanych przez
symbole z F, UF,. Przy budowaniu danego rachunku nazw istotne jest
zalozenie, czy przy stosowaniu jego tez dopuszczalne bedzie podstawianie nazw
pustych jezyka naturalnego. :

Teoriomnogo$ciowa eksplikacja pojecia podstawiania nazw za reprezen-
tujace je litery, uzywana w badaniach semantycznych, bedzie pojecie tzw.
teoriomnogos$ciowej interpretacji liter z N. Interpretacja liter z N jest do-
wolna para uporzadkowana (U, D), w ktérej U. jest zbiorem (uniwersum
interpretacji), za§ D jest funkcja interpretujaca przyporzadkowujaca kazdej
literze ze zbioru N pewien podzbiér zbioru U2

daja si¢ rowniez na podmiot i orzecznik w zdaniach kategorycznych. Za Le$niewskim przyj-
mujemy, ze nazwy generalne nadaja si¢ rOwniez na podmiot w zdaniu ,atomowym o budowie
podmiotowo-orzecznikowej”.

S. Lesniewski nie stosowal podzialu nazw na indywidualne i generalne, lecz postugiwal sie
jedna kategoria nazw obejmujaca oba rodzaje. Zatem dopuszczal, aby nazwy indywidualne
wystepowaly w podmiotach zdan kategorycznych oraz w orzecznikach wszystkich rozwazanych
zdan. Kwestia dopuszczalnoéci nazw indywidualnych za litery schematyczne nie ma wplywu na
zagadnienia formalne zwiazane z rachunkaml nazw. Dotyczy ona tylko kwestii stosowania tez
tych rachunkow.

2 Konkretne podstawienie wyrazen jezyka naturalnego za litery z N, przyporzadkowuje
dowolnej literze S pewna nazwe generalna v. Niech Z(v) bedzie zakresem nazwy v. Wtedy
otrzymujemy ciag_odwzorowaﬁ S+ vi—> Z{v). Poniewaz we wszystkich okresleniach semantycz-
nych istotna rol¢ odgrywaja jed;nic zakresy nazw a nie same nazwy, wigc w rozwazaniach se-
mantycznych (ktorych nie nalezy myli¢ z kwestia stosowania rachunkéw nazw) mozemy zrezyg-
nowa¢ z podstawiania konkretnych nazw, przyporzadkowujac bezposrednio literze S zbiér D(S).
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Kazdy funktor reprezentowany przez jaki§ symbol z F badz ktorys
z symboli ‘77, ‘&, ‘v, ‘=’ ‘<, traktujemy jako stala logiczna o ustalonej
interpretacji zwiazanej z przyjeta logika. Interpretacja ta polega na jednolitym
przyporzadkowaniu dowolnej interpretacji I = (U, D) pewnego podzbioru
VER; (S) zbioru S. Przyporzadkowania tego dokonujemy w nastgpujacy
sposob indukeyjny: dla dowolnych S,PzNioc,0;,6,28

TexSe VER/(S) wtw? D(S) #

rex!S7e VER (S) wtw  Card D(S)= 14

"solS"'eVER (S) wtw  Card D(S) <

‘—SaP"eVER (S) wtw D(S)cD(P)

"SlP"‘eVER (S) wtw D(S)mD(P)#@
I—SeP"eVER 1 (S) wtw D(S)mD( Y=
I"SoP"eVER 1(S) wiw D(S)\D( )#Q

I’Sz»;P“‘eVER 1(S) wtw  Card D(§) i D(S)<=D(P)
ro7e VER (S) wtw  o¢ VER,(S)

(o, &52)_’€VER1(S) wtw o, VER,(S) i o,eVER,(S)

(o, v 6,)7e VER,(S) wtw o©,eVER,(S) lub o,eVER,(S)

Mo, »0,)'e VER,(S) wtw o,¢VER,(S) lub o,eVER/(S)

Mo, 0,)'e VER,(S) wtw o0,,0,e VER,(S) lub o, o,¢ VER,(S).
Zbiér VER,(S) nazywamy ‘zbiorem formut z S prawdziwych w interpretacji
I liter z N,

W zbiorze 25 x S okreslimy relacje konsekwencp semantycznej = wa-
runkiem: dla © zawartego w Si o z S

n o wtw dla kazdej interpretacji I liter z N takiej, ze 1 = VER, (S),
rowniez o€ VER, (S).

Formula ¢ z S jest tautologia wtw J F= o, tj. gdy o e VER,(S) dla kazdej
interpretacji I liter z N°. Przez ‘Taut (S)’ oznaczymy zbior wszystkich
tautologii nalezacych do zbioru S.

3 ‘wtw’ jest skrotem wyrazenia ‘wtedy i tylko wtedy, gdy.

4 Card X to moc zbioru X; ‘Card X =1 zmaczy ‘zbidr X jest jednoelementowy’
za§ ‘Card X < 1’ znaczy ‘zbior X jest pusty lub jednoelementowy’.

5 Wyréznienie interpretacji z niepustym uniwersum jest istotne tylko dla formul, w kto-
rych wystepuja symbole reprezentujace nazwe uniwersalna (np. “V’) lub negacje przynazwowa
(np. ‘n’). Przykladowo formuly ‘ViV’, ‘exS v exnS’ oraz ‘-1(SanS & nSaS)’ sa prawdziwe
w kazdej interpretacji o niepustym uniwersum, lecz sa falszywe, gdy U = (J, gdyz wtedy
D(V):=U=Joraz D('nS’):=U\D(S)= I\ = . Jezeli o z S (wyznaczonego przez
pewne symbole z F) jest prawdziwa w kazdej interpretacji o niepustym uniwersum, to o jest
rowniez prawdziwa w interpretacii (&, D>, gdzie D, :S+— . Istotnie, na mocy zaloZenia
o jest prawdziwa w interpretacji (U, Dy ) dla dowolnego_U # .

Inna sytuacja jest w przypadku wystgpowania V' lub ‘n’, gdyz dla U # &,
Dy(V):=U#@ oraz Dy('nS’):=U\Dyx('S)=U\J # &, wiec obraz rozszerzonej
funkcji D, nie réwna si¢ {Q}. -
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Niech e F! (odp. F?) oraz niech §,, ..., 5, F i beda rézne od 5. Méwimy
ze funktor reprezentowany przez symbol O jest wyrazany w zbiorze S,
wyznaczonym przez 9,,..,90,, przez funktory reprezentowane przez stale
O ,.,0, (I1<iy,..,i,<n) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nie b@daca

1 m

tautologia formula o nalezaca do S, w ktore) wystepuja symbole 6 - ,8,
oraz litera ‘S’ (odp. ‘S’ oraz ‘P’), lecz nie wyst¢puja inne symbole z F i lltery
z N, oraz taka, ze formula "6S<— o7 (odp. "SOP <) jest tautolog1q.
O symbolu 6 mowimy wtedy, ze jest definiowany przez symbole 8 .0
w zbiorze S.

Wprowadzamy umowe, ze dla §,, ..., 8,eF* (k= 1) i @;, ..., 0,€F" (m = 0)

‘m

zbidr S Wyznaczony przez symbole 3, ..., O, Q,,. ,Q,, 0ZNaczymy przez
CEo e dio ot em W przypadku, gdy {8, ..., 8, e - ,Qm} =F zbior S
oznaczymy roéwniez przez ‘Y’. Zatem przez [ Lok @n-cemd gzpg.

czymy zbic')r tych formut z £, w ktorych nie wystepuja symbole ze zbioru
F\ {8, ..., 8, Qss ves O} -

Przy powyzszych oznaczeniach tatwo zauwazy¢, ze przykltadowo ‘ex’ jest
definiowalny w zbiorze ', ‘ex!” jest definiowalny w zbiorach Xi-s0!  ex.sol
i Z¢, za$ ‘sol’ w zbiorach T!¢, Zev-ex! Fiex! § Fex.c oqyy ponizsze formuty
sa tautologiami:

(def ex) exS « SiS

(def, ex!) ex!S «» (exS & s0lS)

(def, ex!) ex!S —(SiS & solS)

(def; ex!) ex!S—SefS

(def, sol) solS <> (-exS v ex!S)

(def, sol) s01S — (-~ SiS v ex!S)

(def; sol) solS«+ (-SiS v S¢8).

Podobnie ‘0’ jest definiowalny w X2, ‘e’ w X' oraz ‘e’ jest definiowalny
w zbiorach Te*'»2 Texh.i ysoli j ya.ex.sol ' odyy nastepujace formuly sa

tautologiami:
(def o) SoP—-SaP
(def e) SeP—1SiP

(def, €) SeP—(ex!S&SaP)
(def, €) SeP o (exS&solS&SaP)
(def; ¢) SeP— (ex!S&SiP)
(def, ¢) SeP « (solS & SiP).
Niech S bedzie wyznaczony przez symbole z pewnego podzbioru F zbioru F.
W zbiorze 2% x S okreslimy relacje = (wyprowadzalnosci) wedtug ponizszego
schematu: dla dowolnego n zawartego w S oraz dowolnego ¢ z S
iy wtw istnieje ciag (G, .., o,y formut z S, taki ze o = o, oraz
dla kazdego i<n:o,en, lub o, jest podstawieniem
jakiej$ tautologii klasycznego rachunku zdan lub istnieja
j.k <i takie, ze o, ="(0;—>0c;)7.
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Identycznie jak dla rachunku zdan mozna dowies¢, ze:

i) muicjxo, wtw (o, »0,)7,

(i) jezeli mex o i * jest dowolnym podstawieniem, to n* o o* gdzie
podstawieniem * jest odwzorowanie z N w N, oraz ¢* powstaje z ¢ po
zamianie kazdego egzemplarza kazdej wystepujacej w o litery S z N na
egzemplarz litery S*, za$ n* = {c*:cen}. -

Niech sb bedzie funkcja ze zbioru S w zbidr 25 okreslona wzorem:
sb(o): = {o*:* jest podstawieniem}
za$ SB niech bedzie funkcja z 2% w 25 okreslona wzorem:

SB(m): =) sb(oc) ={o*:0emn i * jest podstawieniem}.

Funkcja SB ma wiasnosci: 1 < SB(rn), SB(n) = SB(SB(n)) oraz dla dowolnego
podstawienia jest tak, ze SB(n)* < SB(n).

W pracy tej bedziemy zajmowac si¢ tzw. aksjomatycznymi rachunkami
nazw. Rachunek nazw 3 zbudowany w zbiorze S jest wyznaczony przez
wyroznienie w tym zbiorze pewnego podzbioru Ax;, tzw. zbioru aksjomatow
rachunku 3. W zbiorze 25 x S zdefiniujemy relacje H (wyprowadzenia
danej formuly z jakiego$ zbioru formut w rachunku 3) wedlug ponizszego
schematu: dla dowolnego © zawartego w S i dowolnego ¢ z S

T O wtw nU SB(A4x,) = o.

Latwo mozna dowie$¢, ze relacja = ma wlasnosci:
i) mufo,js o, wtw w0, > 0,)7,
(ii') jezeli m— o i * jest dowolnym podstawieniem, to n*i- ¢*
Moéwimy, ze formula o z S jest teza rachunku 3 wtedy i tylko wtedy,
gdy o (fj. SB(Ax;) = o). Przyjmijmy

V(3): = {ceS:QT c}.
Mowimy, ze rachunek 3 zbudowany w S jest pelny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego m zawartego w S i kazdego ¢ z S:

T G wtw tk=o

Wtedy oczywiscie V(3) = Taut(S).

Warunek wystarczajacy dla spetnienia implikacji prostej w réwnowaznosci
definiujacej pelnosé podaje ponizszy lemat:

LEMAT 1. Niech Ax; < Taut(S). Wtedy

jezeli mr o, to k= o.

DOWOD. Niech {c,,..,6,> bedzie wyprowadzeniem © z m W ra-
chunku 3 oraz niech I bedzie dowolna interpretacja, przy ktorej
n < VER,(S). Wtedy stosujac indukcje po i (1 <i<n), wykorzystujac
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fakt, iz z c;€ VER,;(S) i To; - 6,7€ VER,(S) wynika to, ze o,€ VER (S)
oraz fakt, ze SB(Ax;) = VER,(S), otrzymujemy tezg. [J

Zbior © formut z S jest niesprzeczny w rachunku 3 wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje taka formula ¢ w S, ze zaréwno n— o i 7w .67,
Jest oczywiste, ze zbior nu {7,677} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
n— o. Udowodnimy teraz twierdzenie podajace warunek wystarczajacy dla

3
petnosci danego rachunku nazw®:

TWIERDZENIE 1. Jezeli Ax; < Taut(S) oraz dla kazdego zbioru
n zawartego W S 1 niesprzecznego w J istnieje taka interpretacja I, Ze
n < VER,(S), to rachunek J jest pelny.

DOWOD. Zatézmy, ze n o. Wtedy = = o otrzymujemy z lematu 1.

Odwrotnie, niech n k= c. Wtedy nie istnieje taka interpretacja I, ze
nu {67} < VER,(S). Zatem na mocy zalozenia zbior mu {T.c7} jest
sprzeczny w 3. Stad mamy nr o. [J

Rachunek J jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbidér & jest
niesprzeczny w 3. Jest to rownowazne temu, ze V(3) # S. -Ponizsze twier-
dzenie podaje warunek wystarczajacy dla niesprzecznosci danego rachunku
nazw:

TWIERDZENIE 2. Jezeli Ax; < Taut(S), to rachunek 3 jest niesprzeczny.

DOWOD. Na mocy lematu 1 V(3) < Taut(S). Poniewaz dla dowolnego
o nieprawda, ze zarazem oce€Taut(S) i T,o e Taut(S), wiec V(3) #S. (O

Zbior nt zawarty w S jest maksymalny w 3 wtedy i tylko wtedy, gdy = jest
niesprzeczny w 3 oraz dla dowolnej formuly ¢ z S nie nalezacej do n zbior
n U { o} jest sprzeczny w 3. Dowolny maksymalny w 3 zbiér © ma nastepujace
wlasnosci: dla kazdego o, 6,, 0, z S

) T C wtw CET

a V(3)cn

8 Logika tradycyjna ograniczala stosowanie swoich praw do nazw niepustych. Zatem
odpowiednie dla niej beda takie teoriomnogosciowe eksplikacje poje¢ semantycznych, w ktorych
dopuszczalne sa jedynie tzw. interpretacje tradycyjne. Bgda to te interpretacje (U, D), w ktorych
U # (& oraz warto$ciami funkcji D sa jedynie zbiory niepuste. W zbiorze 2% x S okreslamy relacje
tradycyjnej konsekwencji semantycznej I— dopuszczajac w definicji relacji = tylko interpretacje
tradycyjne. Podobnie, ograniczajac mterpretaqe do tradycyjnych, okreslamy zbioér Taut,(S)
tautologii tradycyjnych nalezacych do zbioru S. Oczywiste jest, ze dla kazdego zbioru S. |= « l*
oraz Taut(S) < Taut,(S). Dla niektorych zbioréw S prawdziwe sa rowniez in kluzje odwrotne.

Oczywiste jest, ze jezeli Axz < Taut,(S) i T O, t0 ® tl: c. Moéwimy, ze rachunek J jest
pelny w sensie tradycyjnym, gdy T O WiW n\:, c. Jezeli Axj < Taut,(S) oraz dla kazdego
zbioru n niesprzecznego w J istnieje tradycyjna interpretacja I taka, ze m = VER,(S), to ra-
chunek 3 jest pelny w sensie tradycyjnym.
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Iy o'en wtw nieprawda, 7ze CEeT

(IV) (o, &o0,)'en witw C,EN 1 O,€TN

V) Mo, vo,)len wtw c,en lub o,en

V) T(o,—o0,)en wiw nieprawda, ze o©,em lub o,exw
(VII) (o, 0,) 'en wtw 6,,0,€n lub o,,0,¢m.

DOWOD (I). Jezeli o¢n, to wykorzystujac fakt, iz ® jest maksymalny
w 3 dostajemy, ze mu{c} jest sprzeczny w 3. Zatem wr- ".c'. Stad
nieprawda, ze T O, Implikacja odwrotna jest oczywista.

(IT) Jezeli GeV(3), to Jr o, wigc rowniez mr- o. Zatem na mocy
(I) cem.

(IIT) Implikacja prosta wynika z tego, iz m jest niesprzeczny w 3.
Odwrotnie, jezeli c¢n, to © L {G} jest sprzeczny w 3, wigc n T.c7. Zatem
na mocy (I), "o em.

(IV) Niech "(c, & 0,)7en. Poniewaz (o, &0,)—> 0,71 T(c,&0,)— G,
sa podstawieniami tautologii klasycznego rachunku zdan, wigc n = ¢, oraz
nx 0,. Zatem na mocy (I) o en oraz o,en. Odwrotnie niech c,en
i o,en. Poniewaz "o, — (0, = (0, &0,))" jest podstawieniem tautologi
klasycznego rachunku zdan, wigc nrex "o, &0c,". Zatem "o, &0, em.

(V) Jezeli o,emn lub o,en, to poniewaz "o, —(c, v G,)7 oraz
6, (0, v 0,)7 sa podstawieniami tautologii klasycznego rachunku zdan,
wigc mexTo; v o,7. Zatem na mocy (I) "o, v 5, en. Odwrotnie niech
o, v 0, 7en. Poniewaz (o, v 6,) = (-6, = G,)7 jest podstawieniem tau-
tologii klasycznego rachunku zdan, wigc jezeli o,¢n (wtedy na mocy (III)
Mo,'en), ton Bz 0.

(VD) i (VII) Oczywisty wniosek z (III) i (IV), "(6, — 0,) (0, &10,)7
i "(6,0,)<((c,&10,)&(c,&16,))" sa podstawieniami tautologii
klasycznego rachunku zdan. Rowniez (V) podobnie wynikalo z (IIT) 1 (IV). O

Udowodnimy teraz lemat Lindenbauma wykorzystywany w dowodzie
faktu, iz dany rachunek spelnia podany w twierdzeniu 1 warunek wystar-
czajacy dia jego pelnosci:

LEMAT 2. Kazdy niesprzeczny w 3 zbidr jest podzbiorem pewnego
zbioru maksymalnego w 3.

DOWOD. Niech n bedzie dowolnym zbiorem niesprzecznym w 3. Zde-
finiujemy nieskonczony ciag {(m,, %, .., X,,..» podzbiorow zbioru S jak
nastepuje:

Poniewaz zbiér S jest przeliczalny, wiec mozemy ustawi¢ jego elementy
w ciag {o,, O,, .., O, ..». Niech m,: = m oraz niech

T n,V{0,,1}, gdy m,u{o,.,} jest niesprzeczny w 3
nt1 T ) @ w przeciwnym wypadku.
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Latwo udowodnié, ze zbior n,: = | m; jest niesprzeczny w 3. Pokazemy,
i=0

ze m, jest maksymalny w 3. Zalozmy, ze o,¢n,, wtedy zbior n,_, U {c,}

jest sprzeczny w J (inaczej o, nalezaloby do n ). Stad istnieje formula ¢ taka,

ze m,_yv{o,}r o oraz m, ;v{c,} o7 Stad na mocy m, ;<= m,

wynika, ze rowniez ©, U {o,} jest sprzeczny w 3. [

Rachunek 3’ jest rozszerzeniem rachunku J wtedy i tylko wtedy, gdy
S < 8’ oraz dla dowolnych Tt =S i ceS, jezeli Tk G, 10 Tk C. Oczywiscie
aby tak bylo, potrzeba i wystarcza, aby Ax; < V(3'). Rachunki 3 i 3’ sa
rownowazne, gdy 3 jest rozszerzeniem 3" i 3’ jest rozszerzeniem 3. Wtedy
V(3)=V(3).

Konserwatywnym rozszerzeniem rachunku J jest takie rozszerzenie 3’
rachunku 3, ze dla dowolnych n<=S i ceS, jezeli n- o, to nH o.
Wtedy V(3)=V(3')nS. Wprost z definticji wynikaja lematy:

LEMAT 3a. Jezeli 3’ jest konserwatywnym rozszerzeniem J i 3’ jest
pelny, to rowniez 3 jest pelny.

3b. Niech S = §'. Jezeli rachunki 3’ zbudowany w S’ 1 3 zbudowany
w S s3 pelne, to 3’ jest konserwatywnym rozszerzeniem rachunku J.

Niech S bedzie dowolnym zbiorem formul wyznaczonym przez symbole
ze zbioru F zawartego w F. Dla uproszczenia rozwazan zakladamy, ze
dowolny rachunek nazw 3 zbudowany w zbiorze S ma niepusty zbior
aksjomatow, do ktorego nie naleza podstawienia tautologii klasycznego
rachunku zdan, oraz ponadto kazdy symbol z F wystepuje w co najmniej
jednym aksjomacie rachunku 3.

" Mowimy, ze symbol & z F! (odp. F?) jest zdefiniowany w rachunku
3 wtedy i tylko wtedy, gdy o wystepuje jedynie w tych aksjomatach ra-
chunku 3, ktoére maja nastgpujace wlasnosci:

— maja posta¢ "6S«< o' (odp. "S6P«<c™), gdzie SeN (odp. S,
PeN i S # P), za§ o jest formula z S, w ktorej wystgpuje S (odp. S i P),
fecz nie ‘Wystepuja inne litery z N oraz symbol 8, B

— jezeli formuly 78S, oc,7 i 78S, 0,7 (odp. TS,8P, o™
i "S,8P,«0,") naleza do omawianych aksjomatow, to réznia sie jedynie
tym, ze jedna jest podstawieniem drugie;j.

Formuly o postaci powyzej omoéwionej nazywamy definicjami w rachunku 3.

Niech F,;, F,cF oraz F,nF,= (. Niech J bedzie rachunkiem
zbudowanym w zbiorze S wyznaczonym przez symbole z F, za§ 3’ bedzie
rachunkiem zbudowanym w zbiorze S’ wyznaczonym przez symbole z F; U F,.
Moéwimy, ze 3’ jest definicyjnym rozszerzeniem rachunku 3, gdy Ax; jest
suma zbioru Ax; i zbioru definicji wszystkich symboli z F, w rachunku J'.

Zdefiniujmy indukcyjnie funkcje ¢ (ttumaczenia z 3’ na J3) ze zbioru S’
na zbior S, gdy 3’ jest definicyjnym rozszerzeniem 3J:
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— jezeli o jest formula atomowa w S, to t(c) = o,

— jezeli o jest formuta atomowa nalezacg do S'\ S (tj. zbudowana jest za
pomoca symbolu zdefiniowanego w 3’), to t(c) =o', gdzie o’ jest tak
dobrana, aby formula "o <> o' byla podstawieniem pewnej definicji w J’,

— ("o =T.t(c)? dla c z &

— (0,80, ) ="t(c,)§t(c,) dla § z {{&", ‘v’ ‘=", ‘", 0,,0,28

Funkcja t ma nastepujace wlasciwosci syntaktyczne:

LEMAT 4. Dla kazdego m zawartego w S’ 1 ¢ z S":
a) formula "o t(c)™ jest teza rachunku 3',
b) Tk G Wiw t(m)r t (o).

DOWOD 4a. Niech ¢ bedzie dowolna formuta rachunku zdan zbudowa-
na ze zmiennych zdaniowych p,, .., p,, za$ ¢[p,/q,, ., P./q,] niech bedzie
formulg rachunku zdan powstala z ¢ po podstawieniu za kazdy egzemplarz
zmiennej p; egzemplarza zmiennej ¢; (1 <i<n), przy czym p; # q; dla
i,j=1,..,n Wtedy formula

(+)  "(pyeq) &..&(p,q) > (@=0[P1/qys s Pu/ 4a])

jest tautologia klasycznego rachunku zdan.

Dla kazdej formuly o z § istnieja formuly atomowe o,,..,0, z §
i formula rachunku zdan ¢, zbudowana ze zmiennych p,,..,p, takie, Ze
c=9o,[p,/cyP,/0,]. Podstawmy w (+) dla ¢,:p,/0y,..,p,/0y,
q,/t(S4), . q,/t(c,). Otrzymamy wtedy formule "((c, < t(c,)) &..&
(c,+>t(5,))) = (6 t(c))? nalezaca do S'. Poniewaz formula "o, t(c;)7
(1 €i<n) jest albo podstawieniem tautologii rachunku zdan ‘p« p’ albo
podstawieniem definicji w rachunku 3’, wiec "o — (o)™ jest teza rachunku
3’ gdyz jest wyprowadzalna z definicji w rachunku J3'.

4b. Niech Tk O, tj. istnieje ciag {o,,..,0,y formul z S’ bedacy wy-
prowadzeniem ¢ z nu SB(4xy). Latwo wykazaé, ze ciag <t(o,),..,t(0,)>
formut z S jest wyprowadzeniem (o) ze zbioru t(n) U SB(A4x;). Wynika to
z tego, iz dla kazdego i (1 <i< n): jezeli o,€ SB(Ax;) (tj. o;€ SB(Axy),
lecz nie jest definicja w 3’ ani podstawieniem definicji), to t(o;) = o;;
jezeli o, jest definicia w 3 lub podstawieniem definicji, to ¢(o;) jest
podstawieniem tautologii ‘p« p’; jezeli ;e m, to t(o;) € t(n); jezeli istnicja
takie j, k <i, ze 6, ="0; > 0,7, 1o t(c,)=t("o; > 6,) ="t(0;) - t(c)™.

Odwrotnie, niech # = §', ceS’ oraz t(n)—>t(c). Wtedy istnieje skon-
czony podzbiér {o,.., .} zbioru S’ oraz ciag {c},.., o,y formut z S bg-
dacy wyprowadzeniem t(o) ze zbioru t({c,,..,0,}) U SB(Ax;). Niech C,
bedzie wyprowadzeniem formuly "o, - t(0;)7 (1<i<k), za§ C wy-
prowadzeniem Tt(c) - o' z definicji w rachunku J3'. Wtedy ciag
{0450, Ci5ees Cy, 01, ..,0,,C,0) jest wyprowadzeniem formuly
c z TcuSB(Axﬁ/). O
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Dla n zawartego w S i ¢ nalezgcego do S mamy t(r) =7 i t(o) =o.
Zatem z lematu 4b wyciagamy wniosek:

WNIOSEK 1. Kazde definicyjne rozszerzenie jest rozszerzeniem konser-
watywnym.

Ponadto funkcja t ma nastgpujace wlasciwosci semantyczne:

LEMAT 5. Jezeli wszystkie definicje sa tautologiami, to dla kazdego
T zawartego w S’ i kazdego o z S’ mamy:

a) dla kazdej interpretacji I:

oe VER,(S) Wtw t(c)e VER,(S)

b))t ko wWtw t(r) F=t(o)

stad o eTaut(S') wtw t(o) e Taut(S).

Z lematow 4b i Sb wynika wniosek:

WNIOSEK 2. Niech 3’ bedzie definicyjnym rozszerzeniem rachunku 3.
Wtedy 3’ jest pelny wtw 3 jest pelny i wszystkie definicje w rachunku 3’ sg
tautologiami.

Mowimy, ze rachunki 3, i 3, sa definicyjnie rownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja ich definicyjne rozszerzenia wzajemnie roéwnowazne.
Z wniosku 2 otrzymujemy wniosek:

WNIOSEK 3. Jezeli rachunki 3, i J3, sa definicyjnie rownowazne
i wszystkie definicje uzyte do rozszerzen definicyjnych sa tautologiami, to
3. jest pelny wtw 3, jest pelny.

Dalej omawiane beda tylko takie rachunki nazw, ktore sa zbudowane
w zbiorach formul wyznaczonych przez pewne symbole z F, pomigdzy ktéorymi
wystepuje ‘e’. Niektore z tych zbioréw zawiera¢ moga inne wyznaczone przez
takie symbole, do ktorych nie nalezy juz ‘e’, lecz jest w nich definiowalny.
Wiasénie od tego przypadku zaczniemy nasze rozwazania.

2. RACHUNKI ZE ZDEFINIOWANYM SYMBOLEM ‘¢’

Jak wiemy z czeéci pierwszej, symbol ‘g’ jest definiowalny w zbiorach
Ta.exl | yphext ya,ex,sol j yisol Zatem jest rowniez definiowalny w zbio-
rach X2 i-ex! j g2l ktorych sa definiowalne rowniez wszystkie pozostale
symbole z F. W wymienionych powyzej zbiorach zbudujemy rachunki,
ktorych zbiory tez pokrywaé sie beda odpowiednio ze zbiorami Taut (X2 °*'),
Taut (X! ='), Taut(XZ? ), Taut(Zi*'), Taut(T* ) i Taut(T? ).
Na mocy wniosku 2, definicyjne rozszerzenia tych rachunkéw wykonane za
pomoca tautologii (def ex)—(def, €), rowniez sa pelne.

§ 1. W zbiorze £* ** definiujemy symbol ‘e’ za pomoca tautologii (def, ).
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W zbiorze tym zbudujemy rachunek R
tautologie’:

(1) SaS

(2) (SaM & MaP) — SaP

(3) (ex!S & SaP) — (PaS < ex!P)

4) (nex!S& SaP & ex!P) » SaM

Udowodnimy, ze R, .. spelnia warunek wystarczajgcy dla petnosci
podany w twierdzeniu 1:

LEMAT (o interpretacji liter z N). Dla kazdego zbioru m zawartego
w X* ! | niesprzecznego w R, .., istnieje taka interpretacja I, ze = < VER,
(Za, ex! )

DOWOD. Niech 7 bedzie dowolnym zbiorem zawartym w X2 ' i nie-
sprzecznym w R, ... Na mocy lematu 2 istnieje pewien maksymalny w R
zbibér m,, zawierajacy «.

W zbiorze N x N zdefiniujemy relacje rOwnowazno$ci wzorem:

S~P wtw "SaP& PaS'en,.

P
Z aksjomatow (1) i (2) otrzymujemy, ze jest to relacja rownowaznosci. Po-
nadto z aksjomatow (2) 1 (3) wynika, ze jezeli S ~ _12, to "ex!STen, wiw
Tex!Plen, oraz dla kazdego M, I'MaS—'en “wtw "MaP7len, oraz
'”SaM“erc witw TPaMTemn,. Nlech So bgdzw klasa abstrakcp litery
S w relacp o, 4. 8%= {M__l\l[_,’t‘;_s_}, oraz niech N°:={8°:SeN}.
Uniwersum szukanej interpretacji I, bedzie zbior U,: = N°u {a}, gdzie
a jest dowolnym przedmiotem nie nalezacym do N°. Funkcje D, z N w 2Y0
okreslimy w nastgpujacy sposob:

&, gdy T.ex!Sem,, i istnieje takie M, ze "ex!M & SaM e,
Dy(8): = <{8°}, gdy "ex!S7em,
{M°: "MaS7en,} u{a}, gdy jest inacze;j.

ktérego aksjomatami sa ponizsze

a, ex!s

a,ex!

Dla wykazania prawdziwosci tezy wystarczyloby pokaza¢, ze n, ¢ VER,
(E* =), jednak dowdd bc;dzwmy przeprowadzaé w sposob 1ndukcy3ny
wzgledem ilosci spojnikow ‘7, ‘&’, ‘v’, ‘-’ ‘e’ a w krokach induk-
cyjnych potrzebna nam bedzie inkluzja odwrotna.

Chcemy teraz pokazac, ze "SaP7ern, pociaga za soba D,(S) = D, (P).
Najpierw zauwazmy, ze ]ezeh '"SaP“'en i Dy(P)=¢, 1o rowniez

Dy (8)= . Istotnie, warunek (f’_)— (%] pociqga za soba to, zZe

7 Latwo pokaza¢, 7e rachunek R, zbudowany w zbiorze T° i oparty na aksjomatach (1) i (2),
jest pelny w sensie tradycyjnym. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji liter z N dla
R, wystarczy przyja¢ tradycyjna interpretacije I, = {(U,, D, ), gdzie Uy: =N oraz Dy(S): =
= {M TMaS7emn,}. Stad poniewaz (1) i (2) sa tautologiami oraz Ec }l:, na mocy
lematu 1 otrzymujemy, ze R, jest rowniez pelny. Zatem Taut (2?) = Taut,(Z%).
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M.ex!Pen, oraz istnieje takie M,, ze "ex!M, & PaM, en,. Wykorzy-
stujac wlasnosm ()—(VI11) zbioru mn, oraz aks;omat (4) dostajemy '—PaSW EN,
A wigc na mocy aksjomatu (3), z '_7 ex!P & SaP & PaS7en, otrzymujemy
M ex!STen,. Ponadto z zalozenia, e ‘"SaP_‘ Em, “oraz akSJomatu (2)
dostajemy I'ex'M & SaM " en,. Zatem D (S) = Q

Niech "_S_a_lz—' emn, Jezeh M0 e Dy (8S), to z okre$lenia funkcji D,, relaCJl
n, 1 z aksjomatu (1) mamy ‘_Ma§'\en Zatem z zalozenia na mocy
aksjomatu (2) dostajemy "MaP e n, . Musimy wykazaé, ze w przypadku tym
MO €D, (P). Wykazali§my juz, ze przy powyzszych zalozeniach D, (P) # .
Zatem moga zachodzi¢ tylko dwa przypadki:

1° Dy (P) = {PO} ti. Tex!P7emn,: Wykazemy, ze wtedy rowniez
Tex!STemn,. Istotnie, w tym przypadku ‘_ex’P & SaP7e n,,, wige z zalozenia,
ze D (S) # (& (oczywisty jest przypadek: D (S) = Q < D, (P)) oraz
z okreslema funkcji D, dostajemy Mex!S7em,. Zatem z '_ex'S&SaP&
&ex!Plem, na mocy (3) otrzymujemy '"PaS"'e n, czyli S° =

2°° D, (P) ={M%:"MaPen,} U {oc} "W tym przypadku oczyw1ste
jest, ze MOED (P).

Ponadto, jeielT aeDy(S), to wykazaliSmy juz, ze D,(P)# . Do-
datkowo na mocy okreslenia funkcji DO, nie istnieje takie M, ze
Tex!M & SaM7ern,. Ale skoro "SaP7en,, wigc Tex!P¢n, Stqd
iz D (P) £ O mamy, ze aeD, (P)

Odwrotnle niech Dy (S) = D, (P) Zbadajmy dwa przypadki:

1° Dy(S) = &: Wtedy r ex'S"en oraz istnieje takie M, ze Tex!M &
& SaM‘I en,. Stad na mocy akSJomatu 4), "SaP7en,

2°D (S) ;é & Wtedy na mocy (1), S° eD, (S) Zatem na mocy zaloze-
nia §°eD0(P) czyli "SaP7en, lub nawet S0 PO.

Zatem wykazali$my, ze ’_SaP“e T, WiW '_SaP—'e VER, (Za ey,

Z okreslenia funkcji D, i z ), wynlka
Fex!ST7en, wtw CardDy(S) =1 wiw rex!_SjeVER,()(Z‘““).

A 4

Przez indukcje wzgledem ilosci symboli ‘=, ‘&’, ‘v ’, ‘=", ‘e’ w formule
c wykazemy, ze ocen, wtw o€ VER; (Za ex') Krok wyjsciowy dla formut
atomowych zostal juz udowodniony. Za{ozmy, 7ze nasze stwierdzenie jest
prawdziwe dla kazdej formuly, ktéra ma mniej niz k symboli reprezentuja-
cych spojniki (hipoteza indukcyjna). Wykorzystujac odpowiednie wiasciwosci
(I)—(VII) zbioru =, tatwo udowodnimy, Ze jest ono prawdziwe rowniez dla
kazdej formuly majacej k spojnikow. [ 8

8 Stosujac pewne uproszczenia w dowodzie, mozemy wykazaé, ze rachunek R, .. zbu-
dowany w Z* ! i oparty na (1), (2), ‘(ex!S & SaP & PaS) — ex!P’ oraz tradycyjnej tauto-
logii ‘(SaP & ex!P) — (ex!S & PaS)’, jest pelny w sensie tradycyjnym. Na mocy lematu 3b,
rachunki R, . i R, _, sa konserwatywnymi rozszerzeniami rachunku R,.
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§ 2. W zbiorze X °*-s°! definiujemy symbol ‘e’ za pomoca tautologii
(def, ). Rachunek R, ., ., zbudowany w zbiorze £* “*! ma nastgpujace
aksjomaty bedace tautologiami®: (1), (2) i

5) (exS & SaP) — exP
6) -1exS — SaP
) (SaP & solP) — solS
(8) (exS & SaP & solP) — PaS
9) “exS - solS

LEMAT (o interpretacji liter z N). Dla kazdego zbioru m zawartego
w X* ol § niesprzecznego W R, ., . istnieje taka interpretacja I, ze
n < VER,(Z# e sol),

DOWOD. Niech n, bedzie nadzbiorem maksymalnym w R, .. . dla
niesprzecznego m. W zbiorze N x N okreslamy relacje r, identycznie jak
w § 1. Uniwersum szukanej interpretacji I, jest rowniez takie samo jak w § 1,
za$ funkcje D, z N w 2Y0 okreslimy wzorem:

J, gdy Tex87em,
Dy(S): = <{S°}, edy "exS &solS7em,
{M°: "MaS7en,} v {a}, W przeciwnym wypadku.

Poniewaz dowod przeprowadzimy wedlug identycznego schematu jak
w §1, wiec udowodnimy jedynie wyjsciowy krok indukcyjny dla formut
atomowych,

Chcemy pokaza¢, ze "SaP7emn, pociaga Do(S) < Do(P). Jezeli
M°eDo(S), to z okreslenia funkcp Do, relacji 1;; iz (1) otrzymujemy
M MaS_'en Musimy wykazaé, ze MOED (P). Istotnie, poniewaz z zalo-
zenia DO(S) # J, wiec "exSen,. Zatem na mocy (5) mamy "exPler,
tj. Do (P) # J. Zatem zachodzi¢ moga jedynie dwa przypadki:

1° D, o(P) = {P°} tj. TexP & solP7 e n,,: Wtedy na mocy (7) dostajemy
TsolS7em,. Stad i z zalozenia, ze D (S) # &, mamy "exS & solSTen,,

° Mozna wykaza¢, ze rachunek R, . zbudowany w X i oparty na (1), (2), (5) i (6)
jest pelny. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji dla R, ., wystarczy przyja¢ Uy: =N
oraz DO(S) = gdy TexS"en,, za§ w przeciwnym wypadku Dy(8): = {M "aS7en o)
(badz przyja¢ D, (S): = {M "MaS &exMTem,}). Stosujac te sama metode mozna pokazad,
ze rachunek R} ., “oparty na (1), (2)1 tradycyjnej tautologii ‘exS’, jest pelny w sensie tradycyjnym.

Ponadto mozna wykazaé, ze rachunek R, ,, zbudowany w I**!' i oparty na (1), (2), (7)
i ‘(SaP & solP &-PaS)— SaM’, jest pelny. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji
dla R, ., wystarczy przyja¢ U, to samo co w §1, oraz okredli¢ funkcje D, warunkami:
Do(8): =, gdy TSaP & solP & - PaS7en, dla pewnej litery P, za§ w przeciwnym przy-
padku, gdy "solS"en,,,, to DD(S) = {S°} a gdy TsolS7en,, fo Do(8): = {M° "MaS7e
emjula).

Zauwazmy, ze ‘ex!S o solS’ jest tradycyjna tautologia, wigc w logice tradycyjnej funktory
reprezentowane przez symbole ‘ex!’ i ‘sol’ sa nieodroznialne.
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Zatem D, (S) = {S°}, lecz na mocy (8) z "exS & SaP & solP7 e m,, wynika,
ze '_PaS_‘en Zatem S° = P°.

2° D, (P) = {M°: "MaP"I € nw} v {a}: W tym wypadku jest oczywiste,
ze M°eD (P)

Ponadto _]CZC]I o€ Dy (S), to poniewaz wykazaliSmy juz, ze Dy (S) #
i "SaP7emn, pociaga D, (P) # J, wigc na mocy (7) i okreslenia funkcji D,
otrzymu]emy TexP & solP1 en,. Stad ae Dy (P).

Niech Dy(S) < D (P) Rozpatrzymy dwa przypadk1

1° Do(S) = &, 1. 1exS"en Wtedy na mocy (6) mamy "SaP7en,;

2°D (S) # &f: Wtedy na mocy aksjomatu (1), S°eD (S). Stad na mocy
zalozema mamy "SaP7en, lub nawet $° = P°.

Zatem '_§a£"e1t wtw "SaP"eVER (2a ex. soly

Z okreSlenia funkcji D, oczywiste jest, ze
FexS7em, wiw Do(8) # & wtw TexS7e VER, (Z2rexesohy,
Z okreslenia funkcji D, i z (9) wynika, ze
CsolS7em, wtw CardDo(S)<1 wtw FsolS7e VER, (Z* ). J*°

Definicyjne rozszerzenie R, ¢ oot W zbiorze X2 e*be%sol rachunku
R, . so za pomoca definicji (tautologii) (def, ex!) jest konserwatywnym
rozszerzeniem rachunku R, .. Wynika to z wniosku 2 i lematu 3b.

§ 3. W zbiorze ! ¥ definiujemy symbol ‘€’ za pomoca tautologii (def; €).
W zbiorze tym budujemy rachunek R; .,; majacy ponizsze tautologie za
aksjomaty'?

(10) SiP — SiS

(11) SiP — PiS

(12) ex!S - SiS

(13) (ex!M & MiS & MiP) — SiP

LEMAT (o interpretacji). Dla kazdego zbioru n zawartego w X' !
i niesprzecznego w R; ., istnieje taka interpretacja I, ze © < VER, (X" ).

10 Stosujac pewne uproszczenia w dowodzie, mozna pokazaé, ze rachunek R} ., so Oparty
na (1), (2), (7) oraz tradycyjnych tautologiach ‘exS’ i ‘(SaP & solP) — PaS$’ jest pelny w sensie
tradycyjnym.

Zauwazmy, ze w dowodach przeprowadzonych w 81 i §2 mozna rowniez przyjaé
interpretacje I, = (U,, D,)>, dla ktorej U, okreflimy podobnie jak U,, zastgpujac ]edyme
zbior klas abstrakcji N° przez zbiér ,,filtroéw gléwnych wyznaczonych w N przez zbiér n,”,
tj. zbior {[S]:SeN}, gdzie [S]:={M:"SaM7en,}. Funkcje D; okreSlamy rowniez
podobnie jak | Do, zastepujac tylko klase abstrakcji S° filtrem gléwnym [S]

11 fatwo pokazaé, ze rachunek R; zbudowany w X' i oparty na (10) i (11) jest pelny,
za$ rachunek R} oparty na (11) i tradycyjnej tautologii *SiS’ jest pelny w sensie tradycyjnym.
W tym celu wystarczy przyjaé w dowodzie lematéw o interpretacji Ugy: = 2N oraz Dy(8): =
={{M,P}:"MiP7exn, i Se{M,P}}.
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DOWOD. Niech n, bedzie nadzbiorem maksymalnym dla dowolnie
wybranego niesprzecznego W R; .., zbioru n. W zbiorze N x N okreslimy
relacj@ rownowaznosci wzorem:

S n P wtw Tex!S&SiP&ex!Plen, lub S=P.

- Niech S0 bedzie klasa abstrakcp 11tery S w relacji ¢ T

Uniwersum szukanej interpretacji I bedzie zb1or U,:=2NUN, za$

funkcje D, z N w 2% okreSlamy wzorem:

<, gdy ".SiS7en,

Dy(8): = {S°}, gdy "ex!STem,
{{M,P}:"MiP7en, i Se{M.P}}u
U{M°% Tex!M & MiS7en,} U {S}, w przeciwnym wypadku.

- Oczywiscie na mocy (12), ".SiSe n,, pociaga "-ex!S7en,.

Niech "SiPen, Wtedy na mocy (10) i (11) zarowno "SiS7lemw,
i “PlP"'en Zatem Dy (8S) # & # Dy(P) oraz moga zachodzi¢ tylko
cztery przypadk1

1° Tex!S & ex!P7e r,,: Wtedy na mocy zalozenia S° = P°. Zatem z okre-
§lenia funkcji D, mamy DO(S) =D, (P) # .

2° T ex!S & -ex!Plen,:” Poniewaz wtedy réwniez rSiS & PiPen,
wiec {S,P}eDy(S)n D, (P) -

3° Fex!S & - ex'P"en “ Wtedy S°eD 0(8) N Dy(P).

4° rqex'S&ex'P"en PoeDo(S)mDO(P)

Odwrotnie zal6zmy, ze D, (S)nD (P) # "@. Rozpatrzymy trzy przy-
padki:

1° {M,,M,}eDy(S)n Dy(P): Wtedy "M, iM, e, oraz Se{M,M,}
i Pe{MI,MZ} Zatem lub S M,iP= M “Tub S=M,iP=M, lub
S=M,iP=M,lubS=M,iP=M,. Stqd na mocy (10) 1 (11) mamy
'_SIP_leTC

2° M°eD (S)nDy(P): Wtedy "ex!M & MiS & MiPen,, wigc na
mocy (13) otrzymujemy rSlP_‘GR

3> MeDy(S)n D, (P) Wtedy S = P = M. Na mocy zalozenia mamy
D,y (S) * . Zatem z okre$lenia funkcji dostajemy "SiS7e T,

Zatem wykazalismy, ze TSiP7en, wtw I'SlP"eVER (2‘ exty,

Jezeli "ex!S7em,, to D (S) = {S"} czyh Card D (S)o— 1. Odwrotnie,
jezeli 1ex'Sjen to w przypadku gdy "-SiS7en,,, otrzymujemy Card
Dy(S) =0, zas w przypadku gdy "SiS7er,, dosta]emy Dy(S) o {{S}, S}
tj. Card Dy(S) > 1.

Zatem wykazahsmy, ze "ex!Sem, wtw Card D (S) =1 wtw Tex!S7e
EVER (El ex') sz

12 Stosujac odpowiednie uproszczenia mozna pokazal, ze rachunek R} ., oparty na (11),
(13) i “‘SiS’, jest pelny w sensie tradycyjnym.
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§ 4. W zbiorze X' definiujemy symbol ‘¢’ za pomoca tautologii (def, ¢).
W zbiorze tym budujemy rachunek R; ., opierajac si¢ na tautologiach: (10),
(11) oraz

(14) - SiS — so0lS

(15) (solM & MiS & MiP) — SiP.

Mozemy oczywiscie wykaza¢ pelnosé rachunku R; ,,; dowodzac dla niego
lemat o interpretacji podobnymi metodami jak dla R; ;. Uniwersum
szukanej interpretacji byloby to samo, zas w okresleniu funkcji D, zmieniony
bylby warunek ‘Tex!S7en,’ na warunek ‘"SiS & solS'er,,’. Jednak poj-
dziemy inna droga, gdyz petnos¢ rachunku R; ,,; wynika z wniosku 3 i po-
nizszego lematu: ,

LEMAT. Rachunki R; .., i R; ., sa definicyjnie rOwnowazne i wszystkie
definicje uzyte do rozszerzen definicyjnych sa tautologiami.

DOWOD. W zbiorze %" **! budujemy za pomoca (def, ex!) definicyjne
rozszerzenie R; o e rachunku R; ,, oraz za pomoca tautologii (def, sol),
definicyjne rozszerzenie'® R; ., . rachunku R; .. Poniewaz R; . jest
pelny, wigc na mocy wniosku 2, rachunek R; .., s jest rtOwniez pelny. Zatem
na mocy lematu 1, Ry . . jest rozszerzeniem rachunku R; . .. Po-
kazemy, ze rowniez R; ., o1 jest rozszerzeniem rachunku R; .., s, czyli
ze oba sa rownowazne. Zatem wystarczy pokazac, ze kazdy aksjomat ra-
chunku R; . . jest wyprowadzalny z aksjomatow rachunku R; o e
— wyprowadzenie (12):

L. ex!S zak.
2. SiS & solS z 1, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
3. SiS z 2 i taut. klas. rach. zdan
— wyprowadzenie (13):
1. ex!M
2. MiS } zal.
3. MiP
4. solM z 1, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
5. SiP z2,3 41 (15
— wyprowadzenie (def, sol):
la. solS zal.
2a. solS — (SiS — ex!S) z (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
3a. 1SiS v ex!S z 2a i taut. klas. rach. zdan
1b. 1SiS v ex!S zal.
2ba. 1 SiS zal. dodatkowe
3ba. solS z 2ba i (14)
2bb. ex!S zal. dodatkowe
3bb. solS z 2bb, (def, ex!) i taut. rach. zdan

13 Dolne indeksy sa cze§cia nazwy danego rachunku, zatem zmiana kolejnosci skladnikow
zmienia nazw¢ na majaca inny desygnat (inaczej jest z nazwami zbiorow formul, gdzie rozne nazwy
moga mie¢ ten sam desygnat).
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§ 5. Rozpatrzmy rachunek Rg, ., zbudowany w zbiorze X! °x!
(w ktorym mozna zdefiniowaé symbol ‘€’ za pomoca tautologii (def, €) badz
(def, €)) i majacy jako aksjomaty nast¢pujace tautologie: (1), (2), (10), (12)
oraz

(16) (MiS & MaP) - SiP

17y -8SiS — SaP

(18) (ex!S & SiP) — SaP

(19) (SiS & SaP & ex!P) — ex!S.

Rachunek Rg, zbudowany w zbiorze X*'! i oparty na aksjomatach (1),
(2), (10), (16), (17) ma zbior tez réwny Taut (£*7). Udowodnit to J. C.
Shepherdson w [57], utozsamiajac rachunek Rg, 7z pewng teoria elementarna.

LEMAT (o interpretacji). Dla kazdego zbioru m zawartego w X*'i***! i nie-
sprzecznego W Ryg, ., istnieje taka interpretacja I, ze m < VER,(Z* P!,

DOWOD. Niech n, bedzie nadzbiorem maksymainym dla dowolnie
wybranego niesprzecznego W Ry, .., zbioru m. Niepusty podzbior V zbioru
N nazywamy filtrem wyznaczonym przez zbior n, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla wszystkich S, P z N spelnione sa warunki:

jezeli SeV 1 "SaPen,, to PeV

jezeli SeV i PeV, to TSiPler,.

Uniwersum szukanej interpretacji 1, jest zbior Uy: = {V : V jest filtrem
wyznaczonym przez n,} U N, za§ funkcja D, z N w 2% okreslona jest
wzorem:

D, (S): = {V:SeV}, gdy "ex!STen,
~ 1{V:S8eV}u{M:"MiM & MaS7en,}, w wypadku innym.

Wykazemy wyjsciowe kroki indukcyjne dla formul atomowych. W do-
wodzie tym kilkakrotnie bedziemy postugiwac si¢ wlasnosciami:
(i) TSiP7en, wtw zbior [S,P]:= {M: FSaM v PaMTemn,} jest
filirem. S, Pe[S P].
(i) rSlS"‘en wiw [S] =[S,S] jest filtrem. Se[S].
(iii) "S]S“'en wtw D (S) # .
(iv) jezeli '_SIS_'G‘IE i "ex'S"‘qénw, to {[S1.8} = Dy (8S).
W) "ex'Sjen wtw D (S). {[S1}.
(vi) jezeli Card Dy(S) = 1 to Tex!STern,.

DOWOD (i). Niech FSiP7en,. Wtedy:

1° jezeli M, e[S, P] i rM aM2 emn,, to zarazem "SaM Ten, lub
"PaM, "er, i Y aM "‘en Zatem na mocy (2), r"SaM "en lub
'_PaM jenm, czyli | M e[S P]

e Jezeh M, e[S P] i M €[S,P], to zarazem "SaM ‘emn, lub
"PaM,er, i "§a1_\/1__ Ten, lub "PaM,%en,. Stad otrzymu]emy, ze
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lub "SaM, &SaM,"en, lub "SaM,&PaM,"en, lub "SaM, &
&PaM '7€7t Tub rPaM &PaM ”‘en Zatem z zalozema na mocy
(10) oraz tez (11) i“(MiP & MaS &7 PISZ) - §,1S,” mamy "M,iM,Tex,
Odwrotnie zal6zmy, ze [ S, _I_’_] jest filtrem. Wtedy na mocy (1) otrzymamy
S,Pe[S, P]. Zatem z okreslenia filtru dostajemy, iz "SiP'en,.
(iii) jezeli "SiS7em,, to na mocy (i), [S] jest filtrem.
Stad Dy (S) # &. Odwrotme, jezeli "SiST7¢m,, to na mocy okreslenia
filtru, S nie nalezy do Zzadnego filtru. Ponadto na mocy (10) i (11) oraz
(MiM & MaS) »> MiS’ dostajemy, ze {M:"MiM &MaS™en,} =
Zatem Dy(S) = .
(v) Niech Tex!S7en,,
Wykaiemy, ze dla kazdego filtru V: jezeli S€V, to V = [S]. Istotnie, niech
SeV i MeV. Wtedy z okreflenia filtru mamy rSlM—‘ETt Zatem na
mocy (18) otrzymujemy " SaMTen,, tj. Me[S]. Odwrotnle ]CZC]I SeV
i Me[S], toz okreslenia filtru otrzymamy, ze M e V.
~Zatem na mocy okreslenia funkcji D, mamy D (S)={[S1}.- O

wtedy na mocy (12) mamy "SiSTen,.

Zatézmy, ze "SaPTlen,. Jezeli VeDy(S), tj. gdy SeV, to rowniez
PeV, 4. VeD (P) Ponadto w przypadku gdy Tex!ST¢m,, jezeli
MeD o(8S), tj. gdy '_M1M & MaSTern,, to rowniez "MiM & MaP"'en
Mu51my wykazac ze W tym przypadku MeD (P). F akt ten zachodzi, gdy
"PiPTen, za$ Tex!P¢n, . Rzeczywiscie jest tak na mocy aksjomatu (19)
i Taktu, ze formula ‘(MiM & MaP) - PiP’ jest teza rachunku Rg,.

Odwrotnie, zatézmy, ze D, (S) = Dy(P). Moga zachodzi¢ wtedy dwa
przypadki: /

1° Do (S) = &: Wtedy na mocy (iii) mamy ", SiS'en
akSJomatu (17) dostajemy FSaP'emn,

2° Dy (S) # J: Wtedy na ‘mocy (111) i (i) [S] jest filtrem oraz Se[S].
Zatem [S]eD (S). Poniewaz D (S)cD(,(P) wigc [STeD,y(P ) Stad
dostajemy, ze Pe [S] tj. "SaPlem,

Niech rSleen . Wtedy na mocy (@), [S, P] jest filtrem, i ponadto
S,Pe[S, P] Stqd Dy(S)nDo(P) # . ‘Odwrotnie, niech Dy (S)n
n D (P) # . Wtedy moga zachod21c dwa przypadki:

1° Istnieje taki filtr V, ze Ve D, (S) i YeDy(P): Wtedy z okreslenia
filtru dostajemy "SiPlen,

2° Istnieje taka litera M ze "MiM & MaS & MaP"en,: Wtedy ponie-
waz formuta ‘(MiM & MaS & MaP) — SiP’ jest teza Rg,, wiec FSiP7em,

Z (v) i (vi) mamy, ze "ex!S7em, wtw Card Dy(S) = 1.

Zatem wykazalimy, ze:

TSaP7ern, wtw  SaP7eVER, (Z* 1 exty

rSiPlen,  wtw ‘"SlP—'eVER, (Z2- ety

'_e—x!__S_‘I emn, Wtw Cex! S"' € VER , & Leahy O

wigc na mocy

w?®
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UWAGA. Aby poda¢ dowod lematu o interpretacji dla rachunku Rg,
wystarczy powtorzy¢ powyzsze rozumowanie z OCZywistymi uproszczeniami
(nie zmieniajac okreSlenia filtru, nalezy przyja¢ U,: = {V:V jest filtrem}
i Do(S): ={V:SeV})'. J. C. Shepherdson, ktory utozsamit rachunek Rg,
z pewng teoria elementarna, dowodzac dla niej twierdzenie o reprezentacji,
korzystal z lematu Kuratowskiego-Zerna (dokladniej, twierdzenie to bylo
wnioskiem z twierdzenia ogolniejszego, w dowodzie ktorego uzywano ten
lemat).

Z lematu 3b wynika, ze rachunek Rg, .., jest konserwatywnym roz-
szerzeniem rachunkéw Rg, R, ., oraz R; ;.

Definicyjne rozszerzeniec RT™ w zbiorze X rachunku Ry, o za pomoca
tautologii (def ex), (def, sol), (def o), (defe) oraz (def, €) badz (def; €),
ktorego zbior tez pokrywa si¢ ze zbiorem Taut(X), jest konserwatywnym
rozszerzeniem wszystkich rozpatrywanych dotad rachunkow.

§ 6. Zbadajmy rachunek Rg;, ,,; zbudowany w zbiorze £*'**! (w ktoérym
mozemy zdefiniowaé symbol ‘e’ za pomoca tautologii (def, €) i posiadajacy
jako aksjomaty nastepujace tautologie: (1), (2), (7), (10), (14), (16), (17), oraz

(20) (solS & SiP) — SaP.

Mozna oczywiscie wykaza¢ pelnos$¢ rachunku Ry, ., dowodzac dla niego
lemat o interpretacji podobnymi metodami jak dla Rgy, ;. Uniwersum
szukanej interpretacji bytoby to samo co dla Ry, ox1» za8 w okresleniu funkcji
D, zmieniony by byt warunek ‘"ex!S7en,’ na warunek ‘T'SiS & solSe =,
Pelnosc rachunku Rg, ., wynika rowniez z wniosku 3 i pomzszego lematu

LEMAT. Rachunki Rg;, o 1 Rgy, o 2 definicyjnie rownowazne i wszy-
stkie definicje uzyte do rozszerzen definicyjnych sa tautologiami.

DOWOD. W zbiorze X %! budujemy za pomoca tautologii (def, ex!)
definicyjne rozszerzenie Rgy oo, ex: rachunku Rg, o, oraz za pomoca tauto-
logii (def, sol) definicyjne rozszerzenie Rgy o1 .sq rachunku Rg, .. Po-
niewaz Rg;, ., jest pelny, wigc na mocy wniosku 2, rachunek Rgy, ex1,sol
jest rOwniez pelny. Zatem na mocy lematu 1, Rgy, ox1, .0 jeSt rozszerzeniem
rachunku Rg, .1, ex:- Pokazemy, ze rowniez rachunek Rygy cor,ex jest roz-
szerzeniem rachunku Ryg;, 1, 501, €Zyli Ze oba rachunki sa rOwnowazne. W tym
celu wystarczy pokazaé, ze kazdy aksjomat rachunku Rg, .01 .o jeSt wy-
.prowadzalny z aksjomatéw rachunku Rgp, o1 ex1:

— wyprowadzenie aksjomatow (12) i (def, sol): tak jak w §4.-
— wyprowadzenie aksjomatu (18):

14 Podobnie przeprowadzimy dowdd tego, ze rachunek Ry (Eukasiewicza) oparty na (1),
(2), (16) i “SiS’ jest pelny w sensie tradycyjnym.

Ponadto sosujac pewne uproszczenia w dowodzie lematu o interpretacji dla Rg, .., mozna
pokaza¢, ze rachunek Ry ., oparty na (1), (2), (16), (18) i tradycyjnych tautologlach ‘SiS’
oraz ‘(SaP & ex!P) — ex!S’, jest pelny w sensie tradycyjnym.
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1. ex!S 1

2. SiP} za

3. solS z 1, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
4. SaP z 2,31 (20)

— wyprowadzenie aksjomatu (19):

1. SiS

2. SaP} zal.

3. ex!P

4. solP z 3, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan

5. solS z2,41(7)

6. ex!S z 1, 5, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan [7J
Z

lematu 3b wynika, ze rachunek Rg;, ,; jest konserwatywnym roz-
szerzeniem rachunkéw Rg, i R; .

Na mocy wniosku 2 definicyjne rozszerzenie R7** w zbiorze I rachunku
Rsn, st Zz8 pomoca tautologii (def ex), (def, ex!), (def o), (def e) oraz
(def, €), jest rachunkiem pelnym. Zatem rachunki RT** i R7™ sa rownowazne.

3. RACHUNKI Z PIERWOTNYM SYMBOLEM ‘¢’

§ 1. Zbadajmy w zbiorze Z° rachunek R, majacy jako aksjomaty ponizsze
tautologie:

(21) SeP — SeS

(22) (SeP & PeP) » PeS

(23) (SeM & MeP) - SeP.

Opierajac si¢ na wyniku M. Takano z [7] (utozsamiajac rachunek R,
z pewna teoria elementarna, dla ktorej Takano udowodnil twierdzenie
o reprezentacji charakteryzujace jej modele) mozna pokazaé, ze rachunek R,
jest pelny. W pracy tej wzmocnimy powyzszy wynik. Pokazemy mianowicie, ze
rachunek R, jest pelny rowniez wzgledem tzw. tradycyjnej konsekwencji
semantycznej (w definicji konsekwencji semantycznej dopuszczamy jedynie te
interpretacje liter z N, ktére maja niepuste uniwersa oraz przyporzadkowuja
literom z N niepuste podzbiory uniwersum). Poniewaz kazdy aksjomat
rachunku R, jest tautologia oraz relacja konsekwencji semantycznej zawiera
si¢ w relacji tradycyjne] konsekwencji semantycznej, wigc na mocy lematu
1 z pelnosci rachunku R, wzgledem tradycyjnej relacji konsekwencji wynika
pelnos¢ rachunku R,. ,

Zatem kwestia dopuszczalnosci podstawien nazw pustych w tezach rachun-
ku R, jest nieistotna oraz zbior Taut(X?) pokrywa si¢ ze zbiorem tzw.
tradycyjnych tautologii nalezacych do X°.

LEMAT (o interpretacji). Dla kazdego zbioru n zawartego w X° i nie-
sprzecznego w R, istnieje taka interpretacja I = (U, D) o niepustym uniwer-
sum, ze © = VER,(X*) oraz dla kazdej litery S z N:D(S) # .
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DOWOD. Niech =, bedzie nadzbiorem maksymalnym w R, dla dowolnie
wybranego niesprzecznego w R, zbioru m. W zbiorze N x N zdefiniujmy
relacje rOwnowaznosci r, ponizszym wzorem:

Sz, P wtw SeP&PeS7ern, lub S=P.

Niech §°:={M:Mr, S} oraz N°:={S°:SeNj.
Uniwersum szukanej interpretacji I, bedzie zbidr Uy: = N°u {a, B},
gdzie a, P¢N° oraz o # B. Funkcje D z N w 2Y% okreSlamy wzorem:

Dy(s): = | 18°), gdy TSeSter,
=TT | {M°:"MeSTen,} U {a, B}, w przeciwnym wypadku.

Wykazemy wyjsciowy krok indukcyjny dla formul atomowych. W tym
celu pokazemy, ze funkcja D, spelnia ponizsze warunki: dla dowolnych
S,Pz N

(i) TSePTemn, wtw S%eD,(P)

(i) "SsS"en wtw Card D, (S) = 1.

Istotnie, (ii) Jest oczyw1ste jak rowniez 1mphkaqa odwrotna w (i). Zalézmy
zatem, ze¢ "SeP7en,. W przypadku, gdy "PeP7en,,, na mocy aksjomatu
(22) mamy "PeS"en . Zatem S° = PO, czyli S%°e Dy (P). W przypadku,
gdy T PsP"en wprost z okre$lenia funkcji D, dostajemy SOEDO(P)

Niech FSSP" en,. Wtedy na mocy aksjomatu (21) rowniez rSs:S_| emn,
Zatem D ( S)= {So} < Dy(P), na mocy okreslenia funkgji D oraz (1)
Odwrotnie, niech Card DO(S) =11 Dy(S) © Dy(P). Wtedy D (S) = {8°},
czyli $°eD,(P). Stad |_SaP"‘ en,

Wykazalismy, ze r§837 e, wtw TSePe VER, (£°). O 15

§ 2. W zbiorze £*¢ zbudujemy rachunek R, , majacy jako aksjomaty
nastepujace tautologie: (1), (2) oraz

(24) SeP < (SeS&SaP)

(25) SgP — (PaS < P¢P)

(26) (-SeS& SaP & PeP)—> SaM

Mozemy oczywiscie wykaza¢ petnos¢ rachunku R, , dowodzac dla niego
lemat o interpretacji. Uniwersum szukanej interpretacji byloby tak samo
utworzone jak dla rachunku R, ., zas§ w okreSleniu funkcji D, zmieniamy

5 Aksjomat (23) by! potrzebny tylko do stwierdzenia, ze relacja 1? jest rownowaznoscia,

czyli ze Snw P wtw S° = P° (w szczegblnosci jezeli "SeP & PeSTen,,, to S =P°).

Zauwazmy, ze podobny dowéd mozna przeprowadzm dla 1nterpretac11 I, = =(U,, D, >,
dla ktorej U, okre$lamy podobnie jak U,, zastgpujac jedynie zbidér klas abstrakcp N°
zbiorem  filtrow glownych w N wyznaczonych przez zbiér w,”, tj. zbidr {[S]: SeN},
gdzie [S]: = {M TSeMTen,}. Funkge D, okreslimy podobnie jak D, zastepujac tylko klas¢
abstrakgji S0 filtrem glownym [S] Wtedy na mocy aksjomatu (23) jezeli ‘_SsP &PeS'er,
to Dy (8)=D(P).
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jedynie warunek ‘Cex!S7emn,’ na warunek ‘"SeS7er,’. Pelno§¢ rachunku
R, . wynika rowniez z wniosku 3 i ponizszego lematul®:

LEMAT. Rachunki R, , i R, ., sa definicyjnie rOwnowazne i wszy-
stkie definicje uzyte do definicyjnych rozszerzen sa tautologiami.

DOWOD. W zbiorze £** ' budujemy za pomoca tautologii (def, &)
rachunek R, .. . bedacy definicyjnym rozszerzeniem rachunku R, ., oraz
rachunek R, . ., bedacy definicyjnym rozszerzeniem rachunku R, , za
pomoca definicji (def; ex!). Poniewaz rachunek R, .,, jest pelny, wiec
rowniez rachunek R, ., . jest pelny. Zatem na mocy lematu 1, rachunek
R, ex1,. jest rozszerzeniem rachunku R, . .. Pokazemy, ze rdéwniez
R, : ex: Jest rozszerzeniem rachunku R, . ., czyli ze oba rachunki sa
rownowazne. W tym celu wystarczy pokazac, ze kazdy aksjomat rachunku
R, ex1, . jest wyprowadzalny z aksjomatow rachunku R, .

— wyprowadzenie (3):

1. ex!S i
2. SaP a
3. SeS z 1, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
4. SgP z2,3i(24)
5a. PaS zal. dodatkowe
6a. PcP z 5a, 41 (25
Ta. ex!P z 6a i (def; ex!)
5b. ex!P zal. dodatkowe
6b. PeP z 5b, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
7b. PaS z 4, 6b i (25)
— wyprowadzenie (4): z (def; ex!) i (26)

— wyprowadzenie (def; €): z (def; ex!) i (24). O
Z lematu 3b wynika, ze rachunek R, , jest konserwatywnym rozszerze-
niem rachunkéw R, i R, (o aksjomatach (1) i (2)).

§ 3. W zbiorze Zi-* zbudujemy rachunek R; , majacy jako aksjomaty
nastepujace tautologie: (10), (11), (21) oraz

(27) (SeS & SiP)— SegP

(28) (MeS& MeP) - SiP.

Mozemy wykazaé petnos¢ rachunku R; . dowodzac dla niego lemat
o realizacji. Pelno$¢ ta wynika rowniez z wniosku 3 i ponizszego lematu®”:

LEMAT. Rachunki R; ., i R; . sa definicyjnie rOwnowazne i wszyst-
kie definicje uzyte do definicyjnych rozszerzen sa tautologiami.

16 Mozna pokazaé, ze rachunek R , oparty na aksjomatach (1), (2), (22), (24) i tradycyj-
nej tautologii ‘(SaP & PeP) — SeS’ jest pelny w sensie tradycyjnym.

17 Mozna pokazaé, 7e rachunek R}, oparty na (11), (21), (27), (28) i ‘SiS’ jest pelny
w sensie tradycyjnym.
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DOWOD. W zbiorze Ti% ' budujemy definicyjne rozszerzenie R; ..,
rachunku R; .., za pomoca tautologii (def; €), oraz za pomoca tautologii
(def, ex!) definicyjne rozszerzenie R; . .., rachunku R; .. Poniewaz ra-
chunek R; .., jest pelny, wigc rowniez rachunek R; .., . jest pelny. Zatem
na mocy lematu 1, rachunek R; .. . jest rozszerzeniem rachunku R; . ...
Pokazemy, ze rowniez R; , .., jest rozszerzeniem rachunku R; ., ., czyli
ze sa to rachunki rownowazne. W tym celu wystarczy pokazac, ze kazdy
aksjomat rachunku R; .., , jest wyprowadzalny z aksjomatéw rachunku
Ri, £, ex!+
— wyprowadzenie (12):

1. ex!S zal. -
2. SeS z (def; ex!), 1 i taut. klas. rach. zdan
3. SiS z 2, (28) i taut. klas. rach. zdan
— wyprowadzenie (13):
1. ex!M
2. MiS } zal.
3. MiP
4. MeM z 1, (def; ex!) i tant. klas. rach. zdan
5. MeS z 2,41 (27)
6. MeP z 3,41 (27)
7. SiP z5,6i (28
— wyprowadzenie (def; ¢€):
la. SeP zal,
2a. SgS z lai (21)
3a. ex!S z 2a, (def, ex!) i taut. klas. rach. zdan
4a. SiP z 2a, la i (28)

S5a. ex!S & SiP Z 3a, 4a i taut. klas. rach. zdan

1b. ex!S & SiP zat.

2b. SeS & SiP z 1b, (def; ex!) i taut. klas. rach. zdan

3b. SgP z2bi(27). O

Z lematu 3b wynika, ze R; , jest konserwatywnym rozszerzeniem rachun-
kow R, i R, (o aksjomatach (10) i (11)).

§4. W zbiorze X* ' mozna zdefiniowaé¢ wszystkie pozostale symbole
z F za pomoca tautologii (def ex), (def; sol), (def; ex!), (def o) oraz (def e).
Zbudujemy w nim rachunek Ry, , majacy jako aksjomaty nastgpujace
tautologie: (1), (2), (10), (16), (17), (21) oraz

(29) SeP —» SaP

(30) SeS - SiS

31) (SaM & MeM & SiP) —» SeP.

Mozna wykaza¢ pelnos¢ rachunku Rg, ,, dowodzac dla niego lemat
o interpretacji. Pelnos¢ ta wynika rowniez z wniosku 3 i ponizszego lematu:
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LEMAT. Rachunki Rg, , i Rgy, o Sa definicyjnie réwnowazne i wszy-
stkie definicje uzyte do definicyjnych rozszerzen sa tautologiami.

DOWOD. W zbiorze X* %! budujemy definicyjne rozszerzenie
Rgp, oxt,. rachunku Rg, ., za pomoca tautologii (def, €) (badz (def; ¢)),
oraz za pomoca tautologii (def, ex!) definicyjne rozszerzenie Rgy . ., ra-
chunku Ryg, .. Poniewaz rachunek Ryg, o jest pelny, wiec réwniez Rgy 01,
jest pelny. Zatem na mocy lematu 1, rachunek Rg, . . jest rozszerzeniem
rachunku Rg;, . .- Pokazemy, ze rowniez Rg,, . .1 jest rozszerzeniem ra-
chunku Rgy, 1., czyli Ze sa to rachunki rébwnowazne. W tym celu wystarczy
pokazaé, ze kazdy aksjomat rachunku Rg, ., . jest wyprowadzalny z aks-
jomatow rachunku Rgy , e
— wyprowadzenie (12): tak jak w § 3
-— wyprowadzenie (18):

1. ex!S ;

2. SiP } eat

3. SeS z 1, (def; ex!) i taut. klas. rach. zdan

4. SegP z 2,3 ()i (31

5. SaP z 41 (29)
— wyprowadzenie (19):

1. SiS

2, SaP} zal.

3. ex!P

4. SiP z 1,21 (16)

5. PeP z 3, (defy ex!) i taut. klas. rach. zdan

6. SeP z2,4,51(31)

7. SeS z 61 (21)

8. ex!S z 7, (defy ex!) i taut. klas. rach. zdan
— wyprowadzenie (def, €):

la. SeP zal.

2a. SeS & SaP z la, (21), (29) i taut. klas. rach. zdan
3a. ex!S & SaP z 2a, (def; ex!) i taut. klas. rach. zdan
1b. ex!S & SaP zal.

2b. SeS z 1b, (defy ex!) i taut. klas. rach. zdan
3b. SiS z 2b i (30)

4b. SiP z 1b, 3b, (16) i taut. klas. rach. zdan
5b. SeP z 2b, 4b, (1) i 31). O

Latwo zauwazy¢, ze rachunek Rg, . jest rownowazny'® nastepujacym
rachunkom zbudowanym w zbiorze X % *:

'8 Mozna pokaza¢, ze rachunek R, . oparty na (1), (2), (16), (21), (29), 31) i ‘SiS’,
jest pelny w sensie tradycyjnym. Jest on réwnowazny nastepujacym rachunkom:
— opartemu na: (1), (2), (16), (24), (18", ‘SiS’, (SaP & P¢P) — SeS’,
— opartemu na: (1), (2), (16), (21), (27), ‘SiS’ i ‘(SaP & P¢P) — SeS".
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— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10), (16), (17), (24), (30) oraz

(18") (SeS & SiP) - SaP

(19°) (SiS& SaP & PeP) —» SeS
— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10}, (16), (17), (21}, (27), (29), (30}, (197)
~-— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10), (16), (17), (21), (27), (29), (30) oraz

(32) (SaP & PgS)— SeS.

Wszystkie rozpatrywane w tym paragrafie rachunki sa konserwatywnymi
rozszerzeniami rachunkow R,, R;, R,, Ry, R, ., i R; .. Ponadto ich
definicyjne rozszerzenia w zbiorze ¥ za pomoca tautologii (def ex), (def; ex!),
(def, sol), (def o) oraz (def €), sa pelne.
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