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STANDARDOWE RACHUNKI NAZW 
Z FUNKTOREM LEŚNIEWSKIEGO 

Do standardowych zaliczam te rachunki nazw, w alfabecie których nie 
występują kwantyfikatory wiążące zmienne nazwowe. Zatem nie zaliczę do 
nich ontologii Leśniewskiego, w której właściwości jedynego funktora pier-
wotnego (spójki 'jest') oraz definicje innych funktorów wyrażane są za po-
mocą kwantyfikatorów. W rachunkach nazw z kwantyfikatorami występują 
znane trudności z ich interpretacją. 

1. W P R O W A D Z E N I E D O METATEORII R A C H U N K U NAZW 

Zbiory formuł badanych przez nas rachunków tworzymy za pomocą 
metody schematów logicznych. Metoda ta jest omówiona szerzej między 
innymi w [1], [2], [3], [4] i [6]. Możemy przyjąć, że schematy zdaniowe 
powstają wprost ze zdań języka naturalnego, na podstawie analizy ich 
struktury składniowej (powierzchniowej). Otrzymane w ten sposób schematy 
przydatne są w określeniu relacji wynikania pomiędzy zdaniami, w których 
składowymi zdaniami atomowymi są zdania kategoryczne, zdania jedno-
stkowe w sensie Leśniewskiego oraz tzw. zdania egzystencjalne (rozważane 
w ontologii Leśniewskiego). 

Niech 'S', 'P' , 'M', 'Si', 'S2', 'S3', ... itd. będą literami schematycznymi 
(tzw. zmiennymi nazwowymi) reprezentującymi (w sensie występowania za-
miast) dowolne nazwy generalne języka naturalnego1. Zbiór tych liter oznaczy-

1 Używam terminu 'nazwa generalna' zgodnie z „Małą encyklopedią logiki". Zatem 
nazwa generalna to taka „nazwa, która w zdaniu atomowym o budowie podmiotowo-orzecz-
nikowej nadaje się na orzecznik. Nazwa generalna może być ogólna [tj. mieć więcej niż jeden 
desygnat (A. P.)], jednostkowa (tu należą deskrypcje ...) [ t j . mieć dokładnie jeden desygnat 
(A. P.)] lub pusta [t j . nie mieć desygnatu (A. P . ) ]" (s. 183). Zgodnie z tym nazwy generalne na-
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my przez 'N'. Przyjmijmy, że litery 'S' 'P' oraz 'M' (z indeksami lub bez) są 
zmiennymi syntaktycznymi (tzw. metajęzykowymi) przebiegającymi zbiór N. 

Niech 'a', 'i', 'e', 'o', 'e' (zbiór tych symboli oznaczymy przez 'F2') 'ex', 
'ex!' oraz 'sol' (zbiór tych symboli oznaczymy przez 'F 1 ' i F = F 1 u F 2 ) będą 
symbolizować odpowiednio funktory 'każde...jest...', 'pewne...jest...', 'żadne... 
nie jest...', 'pewne...nie jest...', '...jest...', 'istnieje przynajmniej jedno...', 'istnieje 
dokładnie jedno...' oraz 'co najwyżej jedno istnieje ...' 

Niech f j c F 1 oraz F 2 с F2 . Wtedy zbiorem formuł zdaniowych wy-
znaczonym przez symbole z F l u F 2 jest S będący najmniejszym zbiorem 
spełniającym warunki: 

— jeżeli S e N i 5 e F t , to r 5 5 P e S , 
— jeżeli S, P e N i 8 e f 2 , to r S 5 P ^ e S , 
— jeżeli a e S , to r

n a n e S , 
— jeżeli ст15 CT2eS i §e{'&', 'v ' , '->', '<->'}, to ^ a J c ^ P e S , 

gdzie 'n', 'v ' , '->', '<-•' symbolizują odpowiednio funktory zdaniotwórcze 
negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji materialnej i równoważności 
materialnej, rozumiane w tej pracy w sposób klasyczny. 

Zbiór S służy do wyrażania tych związków logicznych pomiędzy zdaniami, 
które zależą jedynie od interpretacji funktorów reprezentowanych przez 
symbole z F1vj F2. Przy budowaniu danego rachunku nazw istotne jest 
założenie, czy przy stosowaniu jego tez dopuszczalne będzie podstawianie nazw 
pustych języka naturalnego. 

Teoriomnogościową eksplikacją pojęcia podstawiania nazw za reprezen-
tujące je litery, używaną w badaniach semantycznych, będzie pojęcie tzw. 
teoriomnogościowej interpretacji liter z N. Interpretacją liter z N jest do-
wolna para uporządkowana (JJ, D'), w której U.. jest zbiorem (uniwersum 
interpretacji), zaś D jest funkcją interpretującą przyporządkowującą każdej 
literze ze zbioru N pewien podzbiór zbioru U2. 

dają się również na podmiot i orzecznik w zdaniach kategorycznych. Za Leśniewskim przyj-
mujemy, że nazwy generalne nadają się również na podmiot w zdaniu „atomowym o budowie 
podmiotowo-orzecznikowej ". 

S. Leśniewski nie stosował podziału nazw na indywidualne i generalne, lecz posługiwał się 
jedną kategorią nazw obejmującą oba rodzaje. Zatem dopuszczał, aby nazwy indywidualne 
występowały w podmiotach zdań kategorycznych oraz w orzecznikach wszystkich rozważanych 
zdań. Kwestia dopuszczalności nazw indywidualnych za litery schematyczne nie ma wpływu na 
zagadnienia formalne związane z rachunkami nazw. Dotyczy ona tylko kwestii stosowania tez 
tych rachunków. 

2 Konkretne podstawienie wyrażeń języka naturalnego za litery z N, przyporządkowuje 
dowolnej literze S pewną nazwę generalną v. Niech Z(v) będzie zakresem nazwy v. Wtedy 
otrzymujemy ciąg odwzorowań Si-»vb>Z (v). Ponieważ we wszystkich określeniach semantycz-
nych istotną rolę odgrywają jedynie zakresy nazw a nie same nazwy, więc w rozważaniach se-
mantycznych (których nie należy mylić z kwestią stosowania rachunków nazw) możemy zrezyg-
nować z podstawiania konkretnych nazw, przyporządkowując bezpośrednio literze S zbiór D ( S ). 
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Każdy funktor reprezentowany przez jakiś symbol z F bądź któryś 
z symboli ' n ' , '&, ' v ' , ' -» ' , W , traktujemy jako stałą logiczną o ustalonej 
interpretacji związanej z przyjętą logiką. Interpretacja ta polega na jednolitym 
przyporządkowaniu dowolnej interpretacji I = (U, D) pewnego podzbioru 
VER| (S) zbioru S. Przyporządkowania tego dokonujemy w następujący 
sposób indukcyjny: dla dowolnych S, P z N i а , ст15 a 2 z S 

r e x S n e VER i (S ) wtw3 D(S) ф 0 
rex!S~'e VER7 (S) wtw Card D(S) = l4 

r so lS~ l £VER i (S ) wtw Card D ( S ) < 1 
r S a P n e VERj(S) wtw D(S)^D(P) 
r S i P - , e VERj(S) wtw D(S) n D(P) Ф 0 
r S e P ^ e V E R z ( S ) wtw D ( S ) n D ( P ) = 0 
r S o P " ' e V E R J ( S ) wtw D(S)\D( P ) ^ 0 
r Š e P n e VER i (S ) wtw Card D(S) = 1 i ö ( S ) c ö ( P ) 
r 7 a n e VERj (S) wtw a Ć VER, (S) 
R ^ & a ^ e V E R ^ S ) wtw O j e V E R ^ S ) i a 2 e V E R j ( S ) 
R(CTI V a ^ e V E R j C S ) wtw CtíeVER7(S) lub ст2eVERJ(S) 

R^-ÍCT ^ e V E R j C S ) wtw c x ^ V E R ^ S ) lub a 2 e V E R 7 ( S ) 
• " (^«-»AAPEVER^S) wtw alt a2eVERj(S) lub a,, a^VERj(S). 

Zbiór VER,(S) nazywamy 'zbiorem formuł z S prawdziwych w interpretacji 
I liter z N'. 

W zbiorze 2 s X S określimy relację konsekwencji semantycznej 1= wa-
runkiem: dla n zawartego w S i a z S 

к t= a wtw dla każdej interpretacji I liter z N takiej, że л с VERj (S), 
również ст e VER 7 ( S ). 

Formuła a z S jest tautologią wtw 0 1 = 0 , tj. gdy a e V E R 7 (S) dla każdej 
interpretacji I liter z N 5 . Przez 'Taut (S)' oznaczymy zbiór wszystkich 
tautologii należących do zbioru S. 

3 'wtw' jest skrótem wyrażenia 'wtedy i tylko wtedy, gdy'. 
4 Card X to moc zbioru X; 'Card X = 1' znaczy 'zbiór X jest jednoelementowy' 

zaś 'Card X ^ Г znaczy 'zbiór X jest pusty lub jednoelementowy'. 
5 Wyróżnienie interpretacji z niepustym uniwersum jest istotne tylko dla formuł, w któ-

rych występują symbole reprezentujące nazwę uniwersalną (пр. 'V ' ) lub negację przynazwową 
(np. 'n'). Przykładowo formuły 'ViV' , 'exS v exnS' oraz ' n (SanS & nSaS)' są prawdziwe 
w każdej interpretacji o niepustym uniwersum, lecz są fałszywe, gdy U = 0 , gdyż wtedy 
D ( 'V') : = U = 0 oraz D ('nS'): = U\D ( S) = 0 \ 0 = 0. Jeżeli a z S (wyznaczonego przez 
pewne symbole z F) jest prawdziwa w każdej interpretacji o niepustym uniwersum, to er jest 
również prawdziwa w interpretacji (0, D0), gdzie D0: Si—>0. Istotnie, na mocy założenia 
a jest prawdziwa w interpretacji {U, D0) dla dowolnego U Ф 0. 

Inna sytuacja jest w przypadku występowania 'V ' lub 'n' , gdyż dla U ф 0 , 
О0('У'): = иф0 oraz D0 ( 'nS'): = U \ D0 ('S') = U \ 0 ф 0, więc obraz rozszerzonej 
funkcji D0 nie równa się { 0 } . 



o Andrzej Pietruszczak 

Niech S e F 1 (odp. F 2 ) oraz niech 81?..., 5 „eF i będą różne od 5. Mówimy 
że funktor reprezentowany przez symbol 5 jest wyrażany w zbiorze S, 
wyznaczonym przez Sj , . . .^ , , , przez funktory reprezentowane przez stałe 
8,- ,...,8,- (1 ̂  ..., i

m
 ̂  n) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nie będąca 

tautologią formula o należąca do S, w której występują symbole 8,; ,...,8 ( 

oraz litera 'S ' (odp. 'S ' oraz 'P ' ) , lecz nie występują inne symbole z F i litery 
z N, oraz taka, że formuła r8S<->CTn (odp. rS8P<->CT~>) jest tautologią. 
0 symbolu 8 mówimy wtedy, że jest definiowany przez symbole 8, , . . . ,8 ; 

w zbiorze S. 
Wprowadzamy umowę, że dla 8 (,..., 8 k e F 2 (к ^ /) i Q,, ..., QmGFx (m ̂  0) 

zbiór S wyznaczony przez symbole 8,,..., 8
 K
,Q

L
,...,Q

M
 oznaczymy przez 

r S á b - ' S k ' í b ••••"•»"i. W przypadku, gdy {8,,..., 6k , q ( , ..., Qm} = F zbiór S 
oznaczymy również przez 'E'. Zatem przez r I í l i | " t l ozna-
czymy zbiór tych formuł z E, w których nie występują symbole ze zbioru 
F \{8 i , . . . ,8 Ł ,Q i , . . . ,Q m } . 

Przy powyższych oznaczeniach łatwo zauważyć, że przykładowo 'ex' jest 
definiowalny w zbiorze S' , 'ex!' jest definiowalny w zbiorach s<>1, Zex-so1 

1 EE, zaś 'sol' w zbiorach E1 ,E , E e x ' e x ! , E ' ' e x ! i gdyż poniższe formuły 
są tautologiami: 

(def ex) exS<->SiS 
(defi ex!) ex! S (ex S & sol S) 
(def2 ex!) ex! S <->(SiS&solS) 
(def3 ex!) ex! S <->SeS 
(defj sol) solS <-»(nexS v ex! S) 
(def2 sol) solS <->(nSiS v ex!S) 
(def3 sol) solS <->(nSiS v SeS). 

Podobnie 'o ' jest definiowalny w E a , 'e ' 
w zbiorach Ee x 

tautologiami : 
(def o) S o P + ->nSaP 
(def e) SeP<-+ n S i P 
(défi e) SeP<-+ (ex!S&SaP) 
(def2 г) SeP<-- • (exS&solS&SaP) 
(def3 s) SeP<--»(ex!S&SiP) 
(def4 s) SeP<-+ (solS&SiP). 

w Z1 oraz ' e ' jest definiowalny 
so1, gdyż następujące formuły są 

Niech S będzie wyznaczony przez symbole z pewnego podzbioru F zbioru F. 
W zbiorze 2 s X S określimy relację c> (wyprowadzalności) według poniższego 
schematu: dla dowolnego n zawartego w S oraz dowolnego ст z S 
) i > ö wtw istnieje ciąg <a 1 ; . . . , a „ ) formuł z S, taki że ст = ст„ oraz 

dla każdego г ^ rc : ст;ел, lub ст; jest podstawieniem 
jakiejś tautologii klasycznego rachunku zdań lub istnieją 
j, к < i takie, że a

k
 = r ( c с т ; ) п . 
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Identycznie jak dla rachunku zdań można dowieść, że: 
(i) TC U {CTj} c 2 wtw 1 Ч > Г К - > С 2 ) П . 
(ii) jeżeli it i> t j i * jest dowolnym podstawieniem, to к* ст* gdzie 

podstawieniem * jest odwzorowanie z N w N, oraz a * powstaje z a po 
zamianie każdego egzemplarza każdej występującej w ст litery S z N na 
egzemplarz litery S*, zaś я* = {ст*:стея}. 

Niech sb będzie funkcją ze zbioru S w zbiór 2S określoną wzorem: 
sb(cr): = {ст* : * jest podstawieniem} 

zaś SB niech będzie funkcją z 2 s w 2S określoną wzorem: 

SB(%):= IJ sb(o) = {a* : aen i * jest podstawieniem}. 
стел 

Funkcja SB ma własności: я с SB(n), SB (к) = SB {S В (к)) oraz dla dowolnego 
podstawienia jest tak, że S В (к)* с SB (я). 

W pracy tej będziemy zajmować się tzw. aksjornatycznymi rachunkami 
nazw. Rachunek nazw 3 zbudowany w zbiorze S jest wyznaczony przez 
wyróżnienie w tym zbiorze pewnego podzbioru Ax3, tzw. zbioru aksjomatów 
rachunku 3- W zbiorze 2 s x S zdefiniujemy relację н- (wyprowadzenia 
danej formuły z jakiegoś zbioru formuł w rachunku 3 ) według poniższego 
schematu: dla dowolnego я zawartego w S i dowolnego с z S 

я i— a wtw я u SB(AxJ c> a . o i) S 
Łatwo można dowieść, że relacja ь- ma własności: 
(i') я и { а 1 } н ^ а 2 wtw Я1у г(ст1 o 2 P> 
(ii') jeżeli ян^ а i * jest dowolnym podstawieniem, to ст* 

Mówimy, że formuła а z S jest tezą rachunku 3 wtedy i tylko wtedy, 
gdy 0 I Y с» (tj. SB (,4Л- ,) [> ст). Przyjmijmy 

V ( 3 ) : = { o e S : 0 ^ a } . 

Mówimy, że rachunek 3 zbudowany w S jest pełny wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla każdego я zawartego w S i każdego o z S: 
я i— а wtw я 1= ст О 
Wtedy oczywiście V ( 3 ) = Taut (S). 

Warunek wystarczający dla spełnienia implikacji prostej w równoważności 
definiującej pełność podaje poniższy lemat: 

LEMAT 1. Niech Axs с Taut (S). Wtedy 
jeżeli ян- ст, to я 1= ст. о 

DOWÓD. Niech <ст1,...,ст„> będzie wyprowadzeniem ст z я w ra-
chunku 3 o r a z niech I będzie dowolną interpretacją, przy której 
n c V E R , ( S ) . Wtedy stosując indukcję po i (1 ś i ^ n), wykorzystując 
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fakt, iż z a^e VER/(S) i г с т ; . с т Л e VER, (S) wynika to, że ^ e Y E R ^ S ) 
oraz fakt, że SB(Ax3) с VERj(S) , otrzymujemy tezę. • 

Zbiór я formuł z S jest niesprzeczny w rachunku 3 wtedy i tylko wtedy, 
gdy nie istnieje taka formuła a w S, że zarówno n t j a i nь- г ,стп. 
Jest oczywiste, że zbiór 71 u { r n o n } jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy 
J t i j ст. Udowodnimy teraz twierdzenie podające warunek wystarczający dla 
pełności danego rachunku nazw6: 

TWIERDZENIE 1. Jeżeli с Taut (S) oraz dla każdego zbioru 
я zawartego w S i niesprzecznego w 3 istnieje taka interpretacja I, że 
к с VER Í (S) , to rachunek 3 j e s t pełny. 

DOWÓD. Załóżmy, że я ty ст. Wtedy it N a otrzymujemy z lematu 1. 
Odwrotnie, niech 711= ст. Wtedy nie istnieje taka interpretacja I, że 

n u l ^ c r 1 } с VERj(S) . Zatem na mocy założenia zbiór я и { г т с т п } jest 
sprzeczny w 3- Stąd mamy jtiy ст. • 

Rachunek 3 jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór 0 jest 
niesprzeczny w 3- J e s t to równoważne temu, że У ( 3 ) Ф S. Poniższe twier-
dzenie podaje warunek wystarczający dla niesprzeczności danego rachunku 
nazw: 

TWIERDZENIE 2. Jeżeli Ax3 с Taut (S), to rachunek 3 jest niesprzeczny. 

DOWÓD. Na mocy lematu 1 У ( 3 ) <= Taut (S). Ponieważ dla dowolnego 
«г nieprawda, że zarazem aeTaut(S) i г-стп e Taut (S), więc V ( 3 ) Ф S. • 

Zbiór u zawarty w S jest maksymalny w 3 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest 
niesprzeczny w 3 o r a z dla dowolnej formuły ст z S nie należącej do я zbiór 
тс u {ct} jest sprzeczny w 3- Dowolny maksymalny w 3 zbiór я ma następujące 
własności: dla każdego ст, ст1; ст2 z S 

(I) Я ly CT wtw CT ETC 
(II) У ( 3 ) с я 

6 Logika tradycyjna ograniczała stosowanie swoich praw do nazw niepustych. Zatem 
odpowiednie dla niej będą takie teoriomnogościowe eksplikacje pojęć semantycznych, w których 
dopuszczalne są jedynie tzw. interpretacje tradycyjne. Będą to te interpretacje (U, D'), w których 
U ф 0 oraz wartościami funkcji D są jedynie zbiory niepuste. W zbiorze 2 S x S określamy relację 
tradycyjnej konsekwencji semantycznej |=, dopuszczając w definicji relacji = tylko interpretacje 
tradycyjne. Podobnie, ograniczając interpretacje do tradycyjnych, określamy zbiór T a u t , ( S ) 
tautologii tradycyjnych należących do zbioru S. Oczywiste jest, że dla każdego zbioru S. I - с | 
oraz Taut (S) cz Taut , (S). Dla niektórych zbiorów S prawdziwe są również inkluzje odwrotne. 

Oczywiste jest, że jeżeli Ax3 <= T a u t , ( S ) i jtt̂ - <y, to к |== ст. Mówimy, że rachunek 3 jest 
pełny w sensie tradycyjnym, gdy « н ст wtw n\=a. Jeżeli Лх^ cz Taut, (S) oraz dla każdego 
zbioru я niesprzecznego w 3 istnieje tradycyjna interpretacja I taka, że n <= V E R , (S), to ra-
chunek 3 jest pełny w sensie tradycyjnym. 
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(III) Г, a "'e tu 
(IV) r ( a 1 Ä O j p e л 
(V) r ( a ! v о 2 Г е я 
(VI) r ( C T i _ C T 2 ) n e ł t 
(VII) i~(CTi<_>CT2)-i6n 

DOWÓD (I). Jeżeli афп, to wykorzystując fakt, iż л jest maksymalny 
w 3 dostajemy, że тги{ст} jest sprzeczny w 3- Zatem. я ty r-, a"1. Stąd 
nieprawda, że ni— ст. Implikacja odwrotna jest oczywista. 

(II) Jeżeli CTeV(3b to 0i— <j, więc również ni~- ст. Zatem na mocy á iJ 
(I) стел. 

(III) Implikacja prosta wynika z tego, iż л jest niesprzeczny w 3-
Odwrotnie, jeżeli афп, to я и {ст} jest sprzeczny w 3 . więc лty г-,стп. Zatem 
na mocy (I), г-,стпел. 

(IV) Niech г(ст1&ст2Рел. Ponieważ г(ст1 & ст2) —» o^-1 i г(ст, &ст2) -> ст2
л 

są podstawieniami tautologii klasycznego rachunku zdań, więc л t> c^ oraz 
л t> ст2. Zatem na mocy (I) ст1ел oraz ст2ел. Odwrotnie niech ст, e л 
i ст2ел. Ponieważ гст, -> (ст2 -> (ст, & a2)p jest podstawieniem tautologii 
klasycznego rachunku zdań, więc ле>гст1&ст2~ |. Zatem гст1&ст2

_1ел. 
(V) Jeżeli CTjen lub ст2 eл , to ponieważ гст, -> (o^ v a2p oraz 

гст2 (cti v ст2)п są podstawieniami tautologii klasycznego rachunku zdań, 
więc л гст1 v ст2

п. Zatem na mocy (I) гст1 v ст,"1 e л. Odwrotnie niech 
гстх v a ^ e i t . Ponieważ г(ст1 v ст2) -> (^с^ -*• ст2Р jest podstawieniem tau-
tologii klasycznego rachunku zdań, więc jeżeli о 1 фп (wtedy na mocy (III) 
г-,ст1

пел), to i t i> o2• 
(VI) i (VII) Oczywisty wniosek z (III) i (IV), г{а1 a 2 ) ^ - i ( a t & n o 2 p 

i г(ст1<->ст2)<->(п(ст1&-1ст2)&п(ст2&пст1))п są podstawieniami tautologii 
klasycznego rachunku zdań. Również (V) podobnie wynikało z (III) i (IV). • 

Udowodnimy teraz lemat Lindenbauma wykorzystywany w dowodzie 
faktu, iż dany rachunek spełnia podany w twierdzeniu 1 warunek wystar-
czający dla jego pełności: 

LEMAT 2. Każdy niesprzeczny w 3 zbiór jest podzbiorem pewnego 
zbioru maksymalnego w 3-

DOWÓD. Niech л będzie dowolnym zbiorem niesprzecznym w 3- Zde-
finiujemy nieskończony ciąg <л0, лх,..., л„,...) podzbiorów zbioru S jak 
następuje: 

Ponieważ zbiór S jest przeliczalny, więc możemy ustawić jego elementy 
w ciąg <<7!, ст2,..., сти,...). Niech л0 : = л oraz niech 

л • = / 7 l « u { ° r » + i}' §dy 7t»u{CT« + i} J e s t niesprzeczny w 3 
n + 1" I лп, w przeciwnym wypadku. 

wtw nieprawda, że стел 
wtw а , е я i ст2ел 
wtw ст1ел lub ст2ел 
wtw nieprawda, że CTj e л lub ст2ел 
wtw CTj, ст2ел lub Cj, а 2 фп. 
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00 

Łatwo udowodnić, że zbiór nm \ = (J ni jest niesprzeczny w 3- Pokażemy, 
i = O 

że nm jest maksymalny w 3- Załóżmy, że an ф к а , wtedy zbiór nn_1 u {ст„} 
jest sprzeczny w 3 (inaczej a„ należałoby do яи ) . Stąd istnieje formuła a taka, 
że j t „ . ! u { ( j n } i y a oraz n„_1 u {ст„}iy глстп. Stąd na mocy nn_lczn01 

wynika, że również n0) u { a n } jest sprzeczny w 3- • 
Rachunek 3 ' jest rozszerzeniem rachunku 3 wtedy i tylko wtedy, gdy 

S с S' oraz dla dowolnych я с S i a eS , jeżeli л ь o, to ut- с . Oczywiście 3 3 
aby tak było, potrzeba i wystarcza, aby Ax } с V(3 ' ) - Rachunki 3 i J ' 
równoważne, gdy 3 jest rozszerzeniem 3 ' i 3 ' jest rozszerzeniem 3- Wtedy 
v(3') = v(3). 

Konserwatywnym rozszerzeniem rachunku 3 jest takie rozszerzenie 3 ' 
rachunku 3> że dla dowolnych ucz S i a eS , jeżeli л ^ с т , to Я1у a. 
Wtedy V ( 3 ) = V(3')<"iS. Wprost z defiriicji wynikają lematy: 

LEMAT За. Jeżeli 3 ' jest konserwatywnym rozszerzeniem 3 i 3 ' jes t 

pełny, to również 3 jest pełny. 
3b. Niech S cz S'. Jeżeli rachunki 3 ' zbudowany w S' i 3 zbudowany 

w S są pełne, to 3 ' jest konserwatywnym rozszerzeniem rachunku 3-
Niech S będzie dowolnym zbiorem formuł wyznaczonym przez symbole 

ze zbioru F zawartego w F. Dla uproszczenia rozważań zakładamy, że 
dowolny rachunek nazw 3 zbudowany w zbiorze S ma niepusty zbiór 
aksjomatów, do którego nie należą podstawienia tautologii klasycznego 
rachunku zdań, oraz ponadto każdy symbol z F występuje w co najmniej 
jednym aksjomacie rachunku 3-

Mówimy, że symbol 5 z F 1 (odp. F 2 ) jest zdefiniowany w rachunku 
3 wtedy i tylko wtedy, gdy a występuje jedynie w tych aksjomatach ra-
chunku 3 , które mają następujące własności: 

— mają postać r8S<-»an (odp. rS5P<->стп), gdzie S e N (odp. S, 
P e N i S ф P), zaś a jest formułą z S, w której występuje S (odp. S i P), 
lecz nie występują inne litery z N oraz symbol 8, 

— jeżeli formuły r8S1<-^a1n i rSS2<-><T2n (odp. rS18P1<->cr1~1 

i rS28P2<-><72~1) należą do omawianych aksjomatów, to różnią się jedynie 
tym, że jedna jest podstawieniem drugiej. 

Formuły o postaci powyżej omówionej nazywamy definicjami w rachunku 3-
Niech Fl, F 2 C F oraz F1nF2 = 0. Niech 3 będzie rachunkiem 

zbudowanym w zbiorze S wyznaczonym przez symbole z F1 , zaś 3 ' będzie 
rachunkiem zbudowanym w zbiorze S' wyznaczonym przez symbole z u F2. 
Mówimy, że 3 ' jest definicyjnym rozszerzeniem rachunku 3, gdy Ax3> jest 
sumą zbioru Ax} i zbioru definicji wszystkich symboli z F2 w rachunku 3 -

Zdefiniujmy indukcyjnie funkcję t (tłumaczenia z 3 ' n a 3 ) z e zbioru S' 
na zbiór S, gdy 3 ' jest definicyjnym rozszerzeniem 3 : 
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— jeżeli a jest formułą atomową w S, to i(c) = 0, 
— jeżeli a jest formułą atomową należącą do S' \ S (tj. zbudowana jest za 

pomocą symbolu zdefiniowanego w 3')> t o ř ( a ) = a ' , gdzie a ' jest tak 
dobrana, aby formuła гст<-+ст'~| była podstawieniem pewnej definicji w 3 ' , 

— t(r-,o~i) = r-lt(a)-i dla с z S' 
— t ( r a 1 § a 2

n ) = r i ( a j § f (a2)n dla § z {'&\ ' v \ W } , a l 9 a 2 z S' 
Funkcja t ma następujące właściwości syntaktyczne: 
LEMAT 4. Dla każdego я zawartego w S' i a z S': 
a) formuła г a <->•£( a ) n jest tezą rachunku 3> 
b ) ni— a w t w t{n)h- t ( a ) . 

DOWÓD 
4a. Niech cp będzie dowolną formułą rachunku zdań zbudowa-

ną ze zmiennych zdaniowych pl,...,pn, zaś Ф lP\/qA, •••, P„/4„] niech będzie 
formułą rachunku zdań powstałą z ф po podstawieniu za każdy egzemplarz 
zmiennej pt egzemplarza zmiennej qt (1 ^ n ) , przy czym p; Ф qj dla 
i, j = 1 , . . . . n. Wtedy formuła 

jest tautologią klasycznego rachunku zdań. 
Dla każdej formuły a z S' istnieją formuły atomowe <j1,...,an z S' 

i formuła rachunku zdań cpCT zbudowana ze zmiennych p1,...,pn takie, że 
<г = ф Д P i / 0 i , ~ , P n / 0 n l l - Podstawmy w ( + ) dla q>„ : p t / ст 1 9 . . . , p Jo n , 
q1/t(<j1),...,q„/t(an). Otrzymamy wtedy formułę r((cr1 <-»t(ax)) &...& 
(a„<->ř(a„))) -»• (a<->í(a))n należącą do S'. Ponieważ formuła ra i<-^t(a i)~ l 

(1 ^ i n) jest albo podstawieniem tautologii rachunku zdań '/?<-> p' albo 
podstawieniem definicji w rachunku 3 ' , więc ra<-> t ( a ) n jest tezą rachunku 
3 ' gdyż jest wyprowadzalna z definicji w rachunku 3 -

4b. Niech яьг o, tj. istnieje ciąg <a , , . . . , a n > formuł z S' będący wy-
prowadzeniem a z ïïuSJ?(<4x3'). Łatwo wykazać, że ciąg <i ( a j , . . . , i(a„)> 
formuł z S jest wyprowadzeniem i (a) ze zbioru i (л) u SBiAx^. Wynika to 
z tego, iż dła każdego i (1 ^ 1 ^ n) : jeżeli а ; e SB(Ax^) (tj. a ; e SB(Ax^), 
lecz nie jest definicją w 3 ' a n i podstawieniem definicji), to i (c ; ) = a ; ; 
jeżeli ci; jest definicją w 3 ' lub podstawieniem definicji, to i (a ;) jest 
podstawieniem tautologii 'p*-*p'; jeżeli о, е я , to t ( a j e t (л); jeżeli istnieją 
takie j , к < i , że ak = га7- а ;

п , to t ( a k ) = t ( r O j а ;
п ) = гг(а^) í ( a ; ) n . 

Odwrotnie, niech л с S', a e S ' oraz t(a). Wtedy istnieje skoń-
czony podzbiór {а!,..., ад.} zbioru S' oraz ciąg <а '1 ; . . . ,ап) formuł z S bę-
dący wyprowadzeniem i(a) ze zbioru t ( { a l , . . . , a k } ) u SB(Ax^). Niech C; 

będzie wyprowadzeniem formuły г а ; í (a , ) n (1 ^ i < k), zaś С wy-
prowadzeniem r t ( a ) а п z definicji w rachunku 3 - Wtedy ciąg 
<a1,...,ak, C l , . . . , Ck, a\,..., a'„, С, a ) jest wyprowadzeniem formuły 
а z nu SB(Axi'). • 
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Dla я zawartego w S i a należącego do S mamy l(n) = к i í(ct) = ст. 
Zatem z lematu 4b wyciągamy wniosek: 

WNIOSEK 1. Każde definicyjne rozszerzenie jest rozszerzeniem konser-
watywnym. 

Ponadto funkcja t ma następujące właściwości semantyczne: 
LEMAT 5. Jeżeli wszystkie definicje są tautologiami, to dla każdego 

n zawartego w S' i każdego с z S' mamy: 
a) dla każdej interpretacji I : 

сте VER, (S') wtw í(CT)eVERr(S) 
b) 71 | = CT w t w t(n) I = î ( c t ) 

stąd ct e Taut (S') wtw i(cr)eTaut (S). 
Z lematów 4b i 5b wynika wniosek: 
WNIOSEK 2. Niech 3 ' będzie definicyjnym rozszerzeniem rachunku 3 -

Wtedy 3 ' jest pełny wtw 3 jest pełny i wszystkie definicje w rachunku 3 ' są 
tautologiami. 

Mówimy, że rachunki 3 i i З2 definicyjnie równoważne wtedy i tylko 
wtedy, gdy istnieją ich definicyjne rozszerzenia wzajemnie równoważne. 
Z wniosku 2 otrzymujemy wniosek: 

WNIOSEK 3. Jeżeli rachunki 3 i i 3 2 definicyjnie równoważne 
i wszystkie definicje użyte do rozszerzeń definicyjnych są tautologiami, to 
3 t jest pełny wtw З2 J e s t pełny. 

Dalej omawiane będą tylko takie rachunki nazw, które są zbudowane 
w zbiorach formuł wyznaczonych przez pewne symbole z F, pomiędzy którymi 
występuje 'e'. Niektóre z tych zbiorów zawierać mogą inne wyznaczone przez 
takie symbole, do których nie należy już 's ' , lecz jest w nich definiowalny. 
Właśnie od tego przypadku zaczniemy nasze rozważania. 

2. RACHUNKI ZE ZDEFINIOWANYM SYMBOLEM 'e' 

Jak wiemy z części pierwszej, symbol 'e ' jest definiowalny w zbiorach 
£ a ' e x ' , E' 'e x ! , I a , e x ' S ü I i £ b s o 1 . Zatem jest również definiowalny w zbio-
rach ex! i I a ' so1, w których są definiowalne również wszystkie pozostałe 
symbole z F. W wymienionych powyżej zbiorach zbudujemy rachunki, 
których zbiory tez pokrywać się będą odpowiednio ze zbiorami Taut(Ea 'e x !), 
T a u t i l 1 ' " ' ) , Taut(Sa-ex '801 ), Tautí l ' -5 0 ' ) , Taut(S a- i , e x !) i Taut( I a , i ' s o 1 ) . 
Na mocy wniosku 2, definicyjne rozszerzenia tych rachunków wykonane za 
pomocą tautologii (def ex)-(def4 e), również są pełne. 

§ 1. W zbiorze Xa 'ex! definiujemy symbol ' s ' za pomocą tautologii (defŁ s). 
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W zbiorze tym zbudujemy rachunek R a c x ! , którego aksjomatami są poniższe 
tautologie7 : 

(1) SaS 
(2) (SaM & MaP) -> SaP 
(3) (ex!S & SaP) -> (PaS <-> ex!P) 
(4) (~iex!S & SaP & ex!P) -> SaM 
Udowodnimy, że Raiexi spełnia warunek wystarczający dla pełności 

podany w twierdzeniu 1: 
LEMAT (o interpretacji liter z N). Dla każdego zbioru n zawartego 

w S a ' e x ! i niesprzecznego w Ra ex! istnieje taka interpretacja 7, że тс с VER, 
(£a ,ex!). 

DOWÓD. Niech я będzie dowolnym zbiorem zawartym w 2 a ' e x ! i nie-
sprzecznym w R a j e x t . Na mocy lematu 2 istnieje pewien maksymalny w Ra exi 
zbiór nv> zawierający n. 

W zbiorze N X N zdefiniujemy relację równoważności wzorem: 
S ~ P wtw r S a P & PaSn ЕЯИ. 

Z aksjomatów (1) i (2) otrzymujemy, że jest to relacja równoważności. Po-
nadto z aksjomatów (2) i (3) wynika, że jeżeli S ~ P, to r ex!S n e кю wtw 
гех!Рп e %ю oraz dla każdego M, r M a S n e %m wtw г М а Р п e n a oraz 
r S a M n e кm wtw r P a M n e nm. Niech S° będzie klasą abstrakcji litery 
S w relacji tj. S°: = { M : M ~ S } , oraz niech № : = {S° : S eN}. 

Uniwersum szukanej interpretacji I0 będzie zbiór U0 : = N'' vj {oc}, gdzie 
a jest dowolnym przedmiotem nie należącym do № . Funkcję D0 z N w 2vo 
określimy w następujący sposób: 

0 , gdy r-, ex ! S e кю i istnieje takie M, że rex! M & SaM"1 e nm 

A>(S): = h s 0 } , gdy 
{M° : r M a S n e n r a } u {a}, gdy jest inaczej. 

Dla wykazania prawdziwości tezy wystarczyłoby pokazać, że i t m c VER/ 
(Xa'ex!), jednak dowód będziemy przeprowadzać w sposób indukcyjny 
względem ilości spójników 'Y, '&', ' v ' , '<->•', a w krokach induk-
cyjnych potrzebna nam będzie inkluzja odwrotna. 

Chcemy teraz pokazać, że г 8 а Р п е я е т pociąga za sobą D0(S) с D 0 (P) . 
Najpierw zauważmy, że jeżeli r S a P n e koi i D0 (P ) = 0, to również 
Do(S) = 0. Istotnie, warunek D0(P) = 0 pociąga za sobą to, że 

7 Łatwo pokazać, że rachunek R a zbudowany w zbiorze Z a i oparty na aksjomatach (1) i (2), 
jest pełny w sensie tradycyjnym. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji liter z N dla 
R a wystarczy przyjąć tradycyjną interpretację I0 = <Í7 0 ,D 0>, gdzie U0: = N oraz D 0 ( S ) : = 
= {M : r M a S n s ! „ } . Stąd ponieważ (1) i (2) są tautologiami o r a z | = c | = , na mocy 
lematu 1 otrzymujemy, że R a jest również pełny. Zatem Taut ( 2 a ) = Taut , (£" ) . 
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г - , е х ! Р п е я ш oraz istnieje takie M 0 , że г е х ! М 0 & Р а М 0
л e nm . Wykorzy-

stując własności (I)-(VII) zbioru кю oraz aksjomat (4) dostajemy r P a S n e n a . 
A więc na mocy aksjomatu (3), z r-,ex!P & SaP & PaS - 1 e nœ otrzymujemy 
г

п е х ! 8 л е я ю . Ponadto z założenia, że r SaP~ l Gn ( 0 oraz aksjomatu (2) 
dostajemy r e x ! M 0 & S a M 0

n e л ю . Zatem D0(S) = 0 . 
Niech r S a P n e ка>. Jeżeli M 0 e D0 ( S ), to z określenia funkcji D0, relacji 

nl i z aksjomatu (1), mamy rMaS~1erc r a . Zatem z założenia na mocy 
aksjomatu (2) dostajemy г М а Р л e nC). Musimy wykazać, że w przypadku tym 
M° e D0 (P ) . Wykazaliśmy już, że przy powyższych założeniach D0 ( P ) ф 0. 
Zatem mogą zachodzić tylko dwa przypadki: 

1° D0 ( P ) = {P 0 } , tj. г е х ! Р п е л ш : Wykażemy, że wtedy również 
r e x ! S n e u ra. Istotnie, w tym przypadku r e x ! P & SaP"1 e n0J, więc z założenia, 
że D0( S) 0 (oczywisty jest przypadek: D0 (S) = 0 с D0 (P) ) oraz 
z określenia funkcji D0 dostajemy r e x ! S n e 7 i m . Zatem z r e x ! S & S a P & 
& е х ! Р п е я ю na mocy (3) otrzymujemy r P a S n e n r a czyli S° = P T 

2° D0 ( P ) == {M° : г М а Р _ | e n0)} u {a}: W tym przypadku oczywiste 
jest, że M 0 e D0 (P ) . 

Ponadto, jeżeli a e D 0 ( S ) , to wykazaliśmy już, że D0(P) ф 0. Do-
datkowo na mocy określenia funkcji D0, nie istnieje takie M, że 
r e x ! M & SaM - 1 e n01. Ale skoro r S a P ~ , e n ( 0 , więc г е х ! Р п ^ я й ) . Stąd 
i z D0(P) ф 0 mamy, że oceD 0 (P ) . 

Odwrotnie, niech D0(S) с D0(P). Zbadajmy dwa przypadki: 
1° D0(S) = 0 : Wtedy ^exîS" 1 e n a oraz istnieje takie M, że r e x ! M & 

& S a M n e 7 t r a . Stąd na mocy aksjomatu (4), г 8 а Р п е я : ю . 
2° D0 (S) ф 0: Wtedy na mocy (1), S° eD0{S). Zatem na mocy założe-

nia S ° e D 0 ( P ) , czyli rSaP~1 e пю lub nawet S° = P° . 
Zatem wykazaliśmy, że '"SaP""1 e nœ wtw r S a P n e VER, (£ a- e x !) . 
Z określenia funkcji D0 i z (1), wynika: 

r e x l S P e ^ wtw C a r d D 0 ( S ) = 1 wtw ^x lS" 1 e V E R ^ E 3 - 6 * 1 ) . 
Przez indukcję względem ilości symboli 'л ' , '& ' , ' v ' , '<->' w formule 

a wykażemy, że а е п ы wtw a e V E R j (Z a ' e x !) . Krok wyjściowy dla formuł 
atomowych został już udowodniony. Załóżmy, że nasze stwierdzenie jest 
prawdziwe dla każdej formuły, która ma mniej niż k symboli reprezentują-
cych spójniki (hipoteza indukcyjna). Wykorzystując odpowiednie właściwości 
(II)-(VII) zbioru пю łatwo udowodnimy, że jest ono prawdziwe również dla 
każdej formuły mającej k spójników. • 8 

8 Stosując pewne uproszczenia w dowodzie, możemy wykazać, że rachunek R'a ex! zbu-
dowany w Za ' e x ! i oparty na (1), (2), '(ex!S & SaP & PaS) -> ex!P' oraz tradycyjnej tauto-
logii '(SaP & ex!P)-> (ex!S & PaS)', jest pełny w sensie tradycyjnym. Na mocy lematu 3b, 
rachunki R a ex, i R^ ex! są konserwatywnymi rozszerzeniami rachunku Ra. 
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§ 2. W zbiorze s a - e x so1 definiujemy symbol 'e' za pomocą tautologii 
(def2 e). Rachunek Ra,ex,soi zbudowany w zbiorze La 'c x , s o 1 ma następujące 
aksjomaty będące tautologiami9: (1), (2) i 

(5) (exS & SaP) exP 
(6) -iexS SaP 
(7) (SaP & solP) -»• solS 
(8) (exS & SaP & solP) -> PaS 
(9) -iexS -> solS 
LEMAT (o interpretacji liter z N). Dla każdego zbioru n zawartego 

w 2 a ' e x ' s o 1 i niesprzecznego w Ra, ex> sol istnieje taka interpretacja I, że 
7i с VERj(r a ' e x , s o 1 ) . 

DOWÓD. Niech кю będzie nadzbiorem maksymalnym w R a , e x , s o i dla 
niesprzecznego n. W zbiorze N x N określamy relację ^ identycznie jak 
w § 1. Uniwersum szukanej interpretacji I0 jest również takie samo jak w § 1, 
zaś funkcję D0 z N w 2uo określimy wzorem: 

0 , gdy r
nexS~1€Km 

D0 (S) : = S°}, gdy r exS & solS"1 e 
{M° : r M a S n g лю} u {a}, w przeciwnym wypadku. 

Ponieważ dowód przeprowadzimy według identycznego schematu jak 
w §1, więc udowodnimy jedynie wyjściowy krok indukcyjny dla formuł 
atomowych. 

Chcemy pokazać, że rSaP~1 e ncl pociąga D0 (S) с D0 (P). Jeżeli 
M ° e D 0 ( S ) , to z określenia funkcji D0, relacji ^ i z (1) otrzymujemy 
""MaS"1 e 7üoj. Musimy wykazać, że M° e D0 ( P). Istotnie, ponieważ z zało-
żenia D0( S) ф 0, więc rexS~1en (0. Zatem na mocy (5) mamy гехР" |етгС0, 
tj. D0 ( P) Ф 0. Zatem zachodzić mogą jedynie dwa przypadki: 

1° D0 (P) = {P0}, tj. r exP & solP"1 e яю: Wtedy na mocy (7) dostajemy 
rsolS n e 7tra. Stąd i z założenia, że D0(S) ф 0, mamy rexS & solSn e яю. 

9 Można wykazać, że rachunek Ra e!I zbudowany w Г а , е х i oparty na (1), (2), (5) i (6) 
jest pełny. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji dla Ra ex wystarczy przyjąć U0: = N 
oraz D0(S): = 0 gdy г т e x S n e n<a, zaś w przeciwnym wypadku D 0 (S ) : = {M : r MaS~ l e nia} 
(bądź przyjąć £>„( S): = {M : _ r MaS & ex M"1 e тею}). Stosując tę samą metodę można pokazać, 
że rachunek Rá,ex "oparty na (V~2)~i tradycyjnej tautologii 'exS', jest pełny w sensie tradycyjnym. 

Ponadto można wykazać, że rachunek Ra>soi zbudowany w S a so1 i oparty na (1), (2), (7) 
i ' (SaP & solP & -i PaS) SaM', jest pełny. W tym celu w dowodzie lematu o interpretacji 
dla Ra,soi wystarczy przyjąć U0 to samo co w §1, oraz określić funkcję D0 warunkami: 
D0(S) . = 0, gdy r S a P & sol P & n PaS n e iz0> dla pewnej litery P, zaś w przeciwnym przy-
padku, gdy '"solSieli^, to D j S ) : = {Š 0 } , a gdy ^solS"1 e n a , to O 0 (S): = {M° : r M a S n e 
б*,] v {«}• 

Zauważmy, że 'ex!S<-• solS' jest tradycyjną tautologią, więc w logice tradycyjnej funktory 
reprezentowane przez symbole 'ex!' i 'sol' są nieodróżnialne. 
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Zatem D0 ( S ) = {S °> , lecz na mocy (8) z r e x S & SaP & solP"1 G na wynika, 
że г Р а 5 Г е л ю . Zatem S° = P ° . 

2° D 0 ( P ) = { M ° : г М а Р п е я ю } u { a } : W tym wypadku jest oczywiste, 
że M ° e D 0 ( P ) . 

Ponadto jeżeli a e D 0 ( S ) , to ponieważ wykazaliśmy już, że Z)0 ( S ) ф 0 
i r S a P n 6 r t r a pociąga D 0 ( P ) ^ 0 > w i ? c n a mocy (7) i określenia funkcji D0 

otrzymujemy r e x P & -isolP"1 e пш . Stąd a e ß 0 ( P ) . 
Niech D0(S) a D0( P ) . Rozpatrzymy dwa przypadki: 
1° D 0 ( S ) = 0 , tj. r-,exSn67i r a : Wtedy na mocy (6) mamy r S a P " l 6 n ( a ; 
2° D 0 ( S ) ф 0: Wtedy na mocy aksjomatu (1), S ° e ö 0 ( S ) . Stąd na mocy 

założenia mamy r S a P ~ ' e n < 0 lub nawet S° = P ° . 
Zatem r S a P ^ e n r a wtw r S a P ^ e V E R J q (Sa-ex-so1). 

Z określenia funkcji D0 oczywiste jest, że 

rexS _ 1 е я ш wtw Z ) 0 ( S ) ф 0 wtw r exS^ e Y E R Í q
 ex 'so1). 

Z określenia funkcji D0 i z (9) wynika, że 

r s o l S n 6 Ä w wtw Card£> 0 (S ) s; 1 wtw r s o l S n e Y E R / o ( Z a ' e x ' s o 1 ) . • 10 

Definicyjne rozszerzenie Ra,ex,soi,ex! w zbiorze L a ' e x ' - c x ' s o 1 rachunku 

ex,soi za pomocą definicji (tautologii) (de^ ex! ) jest konserwatywnym 
rozszerzeniem rachunku Ra,eX!- Wynika to z wniosku 2 i lematu 3b. 

§ 3. W zbiorze Z ' ' e x ' definiujemy symbol ' e ' za pomocą tautologii (def3 e). 
W zbiorze tym budujemy rachunek R i > ex ! mający poniższe tautologie za 
aksjomaty11 : 

(10) SiP SiS 
(11) S iP -> PiS 
(12) ex!S SiS 
(13) ( e x ! M & M i S & M i P ) SiP 

L E M A T (o interpretacji). Dla każdego zbioru к zawartego w cx ! 

i niesprzecznego w R i i e x ! istnieje taka interpretacja I, że n c r Y E R i ( S 1 , e x ! ) . 

10 Stosując pewne uproszczenia w dowodzie, można pokazać, że rachunek R i , s o i oparty 
na (1), (2), (7) oraz tradycyjnych tautologiach 'exS' i '(SaP & solP) -> PaS' jest pełny w sensie 
tradycyjnym. 

Zauważmy, że w dowodach przeprowadzonych w § 1 i § 2 można również przyjąć 
interpretację = D j ) , dla której Ul określimy podobnie jak U0, zastępując jedynie 
zbiór klas abstrakcji № przez zbiór „filtrów głównych wyznaczonych w N przez zbiór 
tj. zbiór { [ S ] : S e N } , gdzie [ S ] : = { M : rSaM~ l e %oi). Funkcję D1 określamy również 
podobnie jak D0, zastępując tylko klasę abstrakcji S° filtrem głównym [ S ] . 

11 Łatwo pokazać, że rachunek Rj zbudowany w Z' i oparty na (10) i (11) jest pełny, 
zaś rachunek R- oparty na (11) i tradycyjnej tautologii 'SiS ' jest pełny w sensie tradycyjnym. 
W tym celu wystarczy przyjąć w dowodzie lematów o interpretacji U0: = 2N oraz D0( S): = 
= { { M , P } : r M i P " i e 7 c „ i S e { M , P } } . 
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DOWÓD. Niech będzie nadzbiorem maksymalnym dla dowolnie 
wybranego niesprzecznego w R f , eit! zbioru n. W zbiorze N x N określimy 
relację równoważności wzorem: 

S Ä ; P wtw r ex !S & SiP & ех !Р п e 7tm lub S = P. 
Niech S° będzie klasą abstrakcji litery S w relacji ^ . 

Uniwersum szukanej interpretacji I0 będzie zbiór U0 : = 2N u N, zaś 
funkcję D0 z N w 2U° określamy wzorem: 

"0, gdy rnSiS'1 епы 

D0(S): = J{S°}' gdy rex!Sneпю 

{{M, P} : r M i P " ! e i S e { M , . P } } u 
u {M°: r e x ! M & M i S n 6 i f f l } u { S } , w przeciwnym wypadku. 

Oczywiście na mocy (12), r
n S i S n G n m pociąga r-,ex!Sn e nm . 

Niech r S i P n e 7:ra. Wtedy na mocy (10) i (11) zarówno rSiS~ len:£0 

i r PiP _ 1 e7t C 0 . Zatem D0(S) ф 0 ф D 0 ( P ) oraz mogą zachodzić tylko 
cztery przypadki: 

1° r ex!S & exîP"1 e n0): Wtedy na mocy założenia S° = P° . Zatem z okre-
ślenia funkcji D0 mamy D 0 ( S ) = D 0 ( P ) ф 0. 

2° г
п ex!S & п е х ! Р п e пф: Ponieważ wtedy również r S i S & P iP - 1 e кю 

więc { S , P } e D 0 ( S ) n O 0 ( P ) . 
3° r ex!S & nexîP"1 e Wtedy S 0 e D 0 ( S ) n D 0 ( P ) . 
4° r , e x ! S & ex!P^ е л й : Р ° е D 0 ( S ) n 0 ^ ( P ) . 
Odwrotnie załóżmy, że D o ( S ) n D o ( P ) ^ 0 . Rozpatrzymy trzy przy-

padki: 
1° { M 1 ; M 2 } 6 Ö 0 ( S ) n D 0 ( P ) : Wtedy r M 1 i M 2 " I e n ( B , oraz S e f M ^ M j } 

i P e { M „ M 2 } . Zatem lub S = M i i P = M j lub S = M t i P = M 2 lub 
S = M 2 i P = M , lub S = M 2 i P = M 2 . Stąd na mocy (10) i (11) mamy 
r S i P - > e n e . 

2° M 0 e ö 0 ( S ) n ö 0 ( P ) : Wtedy r e x ! M & M i S & M i P ^ e n w , więc na 
mocy (13) otrzymujemy r SiP _ l e7 t 0 ) . 

3° MeD0(S)n D0(P): Wtedy S = P = M. Na mocy założenia mamy 
D0(S) ф 0 . Zatem z określenia funkcji dostajemy r S i S n e rcw. 

Zatem wykazaliśmy, że r S i P n e яш wtw r S i P " 1 e V E R / ( I i ex!)-
Jeżeli rex!S" lG7i ra, to Z)0(S) = {S0}, czyli Card D 0 (S)"= 1. Odwrotnie, 

jeżeli r-,ex!Sn e пю , to w przypadku, gdy r i S i S n e nm , otrzymujemy Card 
D 0 ( S ) = 0, zaś w przypadku, gdy r S i S n e пю , dostajemy D0(S) => {{S}, Sj, 
tj. C a r d D 0 ( S ) > 1. 

Zatem wykazaliśmy, że r ex!S" , en ( l ) wtw Card D0(S) = 1 wtw r e x ! S n e 
e Y E R j (1 !- е х !) . D 1 2 

12 Stosując odpowiednie uproszczenia można pokazać, że rachunek R' , e x ! oparty na (11), 
(13) i 'SiS', jest pełny w sensie tradycyjnym. 
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§ 4. W zbiorze Z1 'so1 definiujemy symbol 'e ' za pomocą tautologii (def4 г). 
W zbiorze tym budujemy rachunek R ijSol opierając się na tautologiach: (10), 
(11) oraz 

(14) -i SiS -* solS 
(15) (solM & MiS & MiP) -»• SiP. 
Możemy oczywiście wykazać pełność rachunku R ;, soi dowodząc dla niego 

lemat o interpretacji podobnymi metodami jak dla Ri,eX!- Uniwersum 
szukanej interpretacji byłoby to samo, zaś w określeniu funkcji D0 zmieniony 
byłby warunek '""exlS"1 e я ю ' na warunek ' r S i S & solSn e n m \ Jednak pój-
dziemy inną drogą, gdyż pełność rachunku Ri>soi wynika z wniosku 3 i po-
niższego lematu: 

LEMAT. Rachunki R;,e x ! i Ri,soi definicyjnie równoważne i wszystkie 
definicje użyte do rozszerzeń definicyjnych są tautologiami. 

DOWÓD. W zbiorze s i , S 0 l ' e x ! budujemy za pomocą (def2 ex!) definicyjne 
rozszerzenie R^soK ex! rachunku Ri,soi, oraz za pomocą tautologii (def2 sol), 
definicyjne rozszerzenie13 Ri>ex,iSO, rachunku R i < e x ! . Ponieważ Ri,ex! jest 
pełny, więc na mocy wniosku 2, rachunek Rj,ex!,soi jest również pełny. Zatem 
na mocy lematu 1, Ri>ex!,soi jest rozszerzeniem rachunku R i ) S O l i M ! . Po-
każemy, że również R i ; S O i , e x ! jest rozszerzeniem rachunku Ri,ex!,sob czyli 
że oba są równoważne. Zatem wystarczy pokazać, że każdy aksjomat ra-
chunku R i, ex i, soi jest wyprowadzalny z aksjomatów rachunku Ri,soi,ex! 
— wyprowadzenie (12): 

1. ex! S zał. 
2. SiS & solS z 1, (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
3. SiS z 2 i taut. klas. rach. zdań 

— wyprowadzenie (13): 

4. sol M 
5. SiP 

zał. 

z 1, (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
z 2, 3, 4 i (15) 

wyprowadzenie (def2 sol): 
la. sol S 
2a. solS -y (SiS -»• ex!S) 
За. л SiS v ex! S 
lb. и SiS v ex! S 

z (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
z 2a i taut. klas. rach. zdań 
zał. 
zał. dodatkowe 

zał. 

2ba. и SiS 
3ba. solS 
2bb. ex! S 
3bb. sol S 

z 2ba i (14) 
zał. dodatkowe 
z 2bb, (def2 ex!) i taut. rach. zdań • 

13 Dolne indeksy są częścią nazwy danego rachunku, zatem zmiana kolejności składników 
zmienia nazwę na mającą inny desygnat (inaczej jest z nazwami zbiorów formuł, gdzie różne nazwy 
mogą mieć ten sam desygnat). 
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§ 5. Rozpatrzmy rachunek RS h ? cx! zbudowany w zbiorze Z a ' l ' e x ! 

(w którym można zdefiniować symbol ' e ' za pomocą tautologii (def, e) bądź 
(defj e)) i mający jako aksjomaty następujące tautologie: (1), (2), (10), (12) 
oraz 

(16) (MiS & M a P ) S i P 
(17) i SiS -> S a P 
(18) (ex! S & SiP) S a P 
(19) (SiS & S a P & ex! P) -» ex! S. 
Rachunek RS h zbudowany w zbiorze E a ' ' i oparty na aksjomatach (1), 

(2), (10), (16), (17) ma zbiór tez równy Taut (£*•')• Udowodnił to J. C. 
Shepherdson w [5] , utożsamiając rachunek R S h z pewną teorią elementarną. 

LEMAT (o interpretacji). Dla każdego zbioru к zawartego w E a , 1 , e x ! i nie-
sprzecznego w Rsh,ex! istnieje taka interpretacja I, że n с V E R r ( £ " ' ' ' e x ! ) . 

D O W Ó D . Niech n0J będzie nadzbiorem maksymalnym dla dowolnie 
wybranego niesprzecznego w R S h i ex, zbioru n. Niepusty podzbiór V zbioru 
N nazywamy filtrem wyznaczonym przez zbiór nm wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla wszystkich S, P z N spełnione są warunki: 

jeżeli S e V i r S a F e i t , , , to P e V 
jeżeli | e V i P e V , to r S i P n e л«,. 
Uniwersum szukanej interpretacji I0 jest zbiór U0: = {V : V jest filtrem 

wyznaczonym przez i M } u N , zaś funkcja D0 z N w 2uo określona jest 
wzorem: 

D ( S ) - = J { V : £ e V } , gdy r e x ! S"1 e n a 

° 1 { V : S e V } u { M : r M i M & MaS"1 е я „ } , w wypadku innym. 

Wykażemy wyjściowe kroki indukcyjne dla formuł atomowych. W do-
wodzie tym kilkakrotnie będziemy posługiwać się własnościami: 
(i) rSiP~1 £ жю wtw zbiór [ S , P ] : = { M : r S a M v PaM" 1 e n œ } jest 

filtrem. S , P e [ S , P ] . 
(ii) rSiS~1 e n a wtw [ S ] : = [ S , S ] jest filtrem. S e [ S ] . 
(iii) rSiŚ~1 e7гю wtw D0(S) ф 0 ~ 
(iv) jeżeh r S i S n e nœ i r e x ! S"1 ф nm, to { [ S ] , S} с D 0 ( S ) . 
(v) г е х ! 8 ^ я в wtw D0(S\= { [ S ] } . 
(vi) jeżeli Card D0{S) = 1, to rex!S"1 e7гю. 

D O W Ó D (i). Niech r S i P " 1 e î i „ . Wtedy: 
1° jeżeli M J G [ S , P ] i г М 1 а М 2

1 e n a , to zarazem r S a M 1
n e K 0 ) lub 

г Р а М 1
_ | е я с 0 i г М 1 а М 2

_ | e r t r a . Zatem na mocy (2), r S a M 2
n e n ( 0 lub 

г Р а М 2
п e n a , czyli M 2 e [ S , Р ] . 

2° jeżeli M j e [ S , P ] i M 2 e [ S , P ] , to zarazem ^ а М ^ е л , » lub 
г Р а М 1

п е т 1 ю i r S a M 2
_ l e r e < 0 lub г Р а М 2

п е я : ш . Stąd otrzymujemy, że 
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lub r S a M j & S a M 2
n e r c M lub r S a ^ & P a M ^ e ^ lub r S a M 2 & 

« Ь Р а М ^ е л ^ lub r P a M 1 Â P a M j ^ e ^ . Zatem z założenia na mocy 
(10) oraz tez (11) i ' ( M i P & MaS^ & P i S 2 ) S j i S 2 ' mamy r M ^ M ^ g n a . 

Odwrotnie załóżmy, że [ S , P ] jest filtrem. Wtedy na mocy (1) otrzymamy 
S, P 6 [ S , Р ] . Zatem z określenia filtru dostajemy, iż r S i e n l o . 

(iii) jeżeli r S i S n e к ш , to na mocy (ii), [ S ] jest filtrem. 
Stąd D0(S) Ф 0 . Odwrotnie, jeżeli to na mocy określenia 
filtru, S nie należy do żadnego filtru. Ponadto na mocy (10) i (11) oraz 
( M i M & M a S ) -> M i S ' dostajemy, że { M : r M i M & MaST1 e = 0 . 
Zatem D 0 ( S) = 0 . 
(v) Niech r e x ! S n e n0>, wtedy na mocy (12) mamy r S i S n e n(:1. 
Wykażemy, że dla każdego filtru V: jeżeli S e V, to V = [ S ] . Istotnie, niech 
S e V i M e V . Wtedy z określenia filtru mamy r S i M n e nc>. Zatem na 
mocy (18) otrzymujemy r S a M _ , £ 7 t l 0 , tj. M e [ S ] . Odwrotnie, jeżeli S e V 
i M e [ S ] , to z określenia filtru otrzymamy, że M e V. 

Zatem na mocy określenia funkcji D0 mamy D 0 ( S ) = { [ S ] } . • 

Załóżmy, że r S a P n e nm . Jeżeli V e D 0 ( S ) , tj. gdy S e V , to również 
P e V , tj. V e D 0 ( P ) . Ponadto w przypadku gdy r e x ! S n ф n(a, jeżeli 
M e O 0 ( S ) , tj. gdy r M i M & M a S n e i t f f l , to również r M i M & M a F e i c f f l . 

Musimy wykazać, że w tym przypadku M e D 0 ( P ) . Fakt ten zachodzi, gdy 
r P i P ~ 1 e nm zaś г ех! Р п ф пю. Rzeczywiście jest tak na mocy aksjomatu (19) 
i faktu, że formuła ' ( M i M & M a P ) - > P i P ' jest tezą rachunku R S h . 

Odwrotnie, załóżmy, że D 0 ( S ) с D 0 ( P ) . Mogą zachodzić wtedy dwa 
przypadki: 

1° D 0 ( S ) = 0 : Wtedy na mocy (iii) mamy r - ,S iS n e к ю , więc na mocy 
aksjomatu (17) dostajemy г 8 а Р п е я ш . 

2° D 0 ( S ) Ф 0 : Wtedy na mocy (iii) i (ii) [ S ] jest filtrem oraz S e [ S ] , 
Zatem [ S ] e i ) 0 ( S ) . Ponieważ D 0 ( S ) c D 0 ( P ) , więc [ S ] e D 0 ( P ) . Stąd 
dostajemy, że P e [ S ] , tj. r S a P n e m ( 0 . 

Niech г 8 1 Р п е я ш . Wtedy na mocy (i), [ S , P ] jest filtrem, i ponadto 
S, P e [ S , Р ] . Stąd D0 ( S) n D0 ( P ) Ф 0. Odwrotnie, niech D0{S)n 
n J ) 0 ( P ) ф 0. Wtedy mogą zachodzić dwa przypadki: 

1° Istnieje taki filtr V r że V e ö 0 ( S ) i V e ö 0 ( P ) : Wtedy z określenia 
filtru dostajemy r S i P - , e n C 0 . 

2° Istnieje taka litera M, że r M i M & M a S & MaP" 1 e п ю : Wtedy ponie-
waż formuła l ( M i M & M a S & M a P ) - > S i P ' j e s t tezą RS h , więc ""SiP^en, , , . 

Z (v) i (vi) mamy, że r e x ! S n e лш wtw Card D0 ( S) = 1. 
Zatem wykazaliśmy, że: 
rSaP'1eiz0} wtw rSaP~l e V E R , ex !) 
r S i P ^ e n . , wtw r S i P i e y E R / i E " - 1 - ^ ) 
r e x ! S n e r c r o wtw r e x ! S^ e VER,0 ( £ a , i , e x ! ) - • 
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U W A G A . Aby podać dowód lematu o interpretacji dla rachunku RSh 
wystarczy powtórzyć powyższe rozumowanie z oczywistymi uproszczeniami 
(nie zmieniając określenia filtru, należy przyjąć U 0 : = {V:V jest filtrem} 
i D 0 (S) : = {V:SeV}) 1 4 . J. C. Shepherdson, który utożsamił rachunek Rsh 
z pewną teorią elementarną, dowodząc dla niej twierdzenie o reprezentacji, 
korzystał z lematu Kuratowskiego-Zerna (dokładniej, twierdzenie to było 
wnioskiem z twierdzenia ogólniejszego, w dowodzie którego używano ten 
lemat). 

Z lematu 3b wynika, że rachunek RSh,ex! jest konserwatywnym roz-
szerzeniem rachunków RSh, Ra,exi oraz Ri,eX!-

Definicyjne rozszerzenie R™ax w zbiorze E rachunku RSh,ex! za pomocą 
tautologii (def ex), (def2 sol), (defo), (def e) oraz (defŁ e) bądź (def3 e), 
którego zbiór tez pokrywa się ze zbiorem Taut(E), jest konserwatywnym 
rozszerzeniem wszystkich rozpatrywanych dotąd rachunków. 

§ 6. Zbadajmy rachunek RSh,soi zbudowany w zbiorze s0' (w którym 
możemy zdefiniować symbol ' e ' za pomocą tautologii (def4 e) i posiadający 
jako aksjomaty następujące tautologie: (1), (2), (7), (10), (14), (16), (17), oraz 

(20) (sol S & SiP) -»• SaP. 
Można oczywiście wykazać pełność rachunku RSh,soi dowodząc dla niego 

lemat o interpretacji podobnymi metodami jak dla RSh.ex.. Uniwersum 
szukanej interpretacji byłoby to samo co dla RSh< ex!, zaś w określeniu funkcji 
D0 zmieniony by był warunek ' r ex! Sn e л с / na warunek ' r S i S & sol S'1 e кт\ 
Pełność rachunku RShj sol wynika również z wniosku 3 i poniższego lematu: 

LEMAT. Rachunki RSh< ex! i RSh,Soi Щ definicyjnie równoważne i wszy-
stkie definicje użyte do rozszerzeń definicyjnych są tautologiami. 

DOWÓD. W zbiorze I a , i ' s o l , e x ! budujemy za pomocą tautologii (def2 ex!) 
definicyjne rozszerzenie Rsh,soi,ex! rachunku RSh>sob oraz za pomocą tauto-
logii (def2 sol) definicyjne rozszerzenie Rsh,ex!,soi rachunku RSh,ex!- Po-
nieważ Rsh, ex! j e s t pełny, więc na mocy wniosku 2, rachunek RSh,ex!,soi 
jest również pełny. Zatem na mocy lematu 1, Rsh,ex!,soi jest rozszerzeniem 
rachunku RSh,soi,ex!- Pokażemy, że również rachunek RSh>s0]>ex. jest roz-
szerzeniem rachunku RShi ex!, soi, czyli że oba rachunki są równoważne. W tym 
celu wystarczy pokazać, że każdy aksjomat rachunku RSh,ex!,soi jest wy-
prowadzalny z aksjomatów rachunku RSh< soli ex! : 
— wyprowadzenie aksjomatów (12) i (def2 sol): tak jak w §4. 
— wyprowadzenie aksjomatu (18): 

1 4 Podobnie przeprowadzimy dowód tego, że rachunek R Ł (Łukasiewicza) oparty na (1), 
(2), (16) i 'SiS' jest pełny w sensie tradycyjnym. 

Ponadto sosując pewne uproszczenia w dowodzie lematu o interpretacji dla R s h i „ i można 
pokazać, że rachunek Rt.ex! oparty na (1), (2), (16), (18) i tradycyjnych tautologiach 'SiS' 
oraz '(SaP & ex! P) ex! S', jest pełny w sensie tradycyjnym. 
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1. ex!S" 
, zał. 

2. S i P 
3. solS z 1, (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
4. S a P z 2, 3 i (20) 
wyprowadzenie aksjomatu (19): 
1. S iS 

zał. 

z 3, (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
z 2, 4 i (7) 
z 1, 5, (def2 ex!) i taut. klas. rach. zdań • 

Z lematu 3b wynika, że rachunek RSh,soi jest konserwatywnym roz-
szerzeniem rachunków RS h i R ; , s o i . 

Na mocy wniosku 2 definicyjne rozszerzenie R™ax w zbiorze S rachunku 
Rsh.soi za pomocą tautologii (def ex), (def2 ex!), (def o), (def e) oraz 
(def4 e), jest rachunkiem pełnym. Zatem rachunki R™ax i R™ax są równoważne. 

3. RACHUNKI Z PIERWOTNYM SYMBOLEM 'E' 

§ 1. Zbadajmy w zbiorze Xe rachunek RE mający jako aksjomaty poniższe 
tautologie: 

(21) S e P -»• SeS 
(22) ( S s P & P e P ) P e S 
(23) (SsM & M e P ) -> SsP . 
Opierając się na wyniku M. Takano z [7] (utożsamiając rachunek RE 

z pewną teorią elementarną, dla której Takano udowodnił twierdzenie 
0 reprezentacji charakteryzujące jej modele) można pokazać, że rachunek R£ 

jest pełny. W pracy tej wzmocnimy powyższy wynik. Pokażemy mianowicie, że 
rachunek R t jest pełny również względem tzw. tradycyjnej konsekwencji 
semantycznej (w definicji konsekwencji semantycznej dopuszczamy jedynie te 
interpretacje liter z N , które mają niepuste uniwersa oraz przyporządkowują 
literom z N niepuste podzbiory uniwersum). Ponieważ każdy aksjomat 
rachunku R£ jest tautologią oraz relacja konsekwencji semantycznej zawiera 
się w relacji tradycyjnej konsekwencji semantycznej, więc na mocy lematu 
1 z pełności rachunku R£ względem tradycyjnej relacji konsekwencji wynika 
pełność rachunku R£. 

Zatem kwestia dopuszczalności podstawień nazw pustych w tezach rachun-
ku R£ jest nieistotna oraz zbiór Taut(X£) pokrywa się ze zbiorem tzw. 
tradycyjnych tautologii należących do £ £ . 

LEMAT (o interpretacji). Dla każdego zbioru n zawartego w E£ i nie-
sprzecznego w R e istnieje taka interpretacja / = (U, D) o niepustym uniwer-
sum, że л с VER Í (Z £ ) oraz dla każdej litery S z N : D ( S ) Ф 0 . 
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DOWÓD. Niech nta będzie nadzbiorem maksymalnym w R£ dla dowolnie 
wybranego niesprzecznego w R£ zbioru n. W zbiorze N x N zdefiniujmy 
relację równoważności ^ poniższym wzorem: 

S T P wtw r S e P & PsS"1 e я lub S = P. 
Niech S°: = { M : M ^ S} oraz № : = { S ° : S e N } . 

Uniwersum szukanej interpretacji I0 będzie zbiór U 0 : = № u {я, ß}, 
gdzie a , oraz ос ф ß. Funkcję D0 z N w 2uo określamy wzorem: 

ß ( S ) . f { S ° b gdy r S e S ^ r a 

° } {M° : r M e S n e яш} u {a, ß}, w przeciwnym wypadku. 
Wykażemy wyjściowy krok indukcyjny dla formuł atomowych. W tym 

celu pokażemy, że funkcja D0 spełnia poniższe warunki: dla dowolnych 
S , P z N 

(i) r S e P i e j c , , wtw S ° e D 0 ( P ) 
(ii) rSeSPen, , , wtw Card D0 (S) = 1. 

Istotnie, (ii) jest oczywiste, jak również implikacja odwrotna w (i). Załóżmy 
zatem, że r S e P n 6 кю . W przypadku, gdy г Р е Р п e лш , na mocy aksjomatu 
(22) mamy rPsS~len(0. Zatem S° = P°, czyli S ° e D 0 ( P ) . W przypadku, 
gdy гл P e P - 1 e wprost z określenia funkcji D0 dostajemy S ° e D 0 ( P ) . 

Niech rSeP~1 e 7ira. Wtedy na mocy aksjomatu (21) również г 8 е 8 п е я ю . 
Zatem D 0 (S) = { S ° } c i ) 0 ( P ) , na mocy określenia funkcji D0 oraz (i). 
Odwrotnie, niech Card £>0(S) = 1 i ö 0 ( S ) c D 0 ( P ) . Wtedy D 0 ( S ) = {S0}, 
czyli S° GP 0 (P ) . Stąd r S e P _ l E ЛЮ. 

Wykazaliśmy, że RSEP"1 E ЯОТ wtw RSEP~L E V E R J Q ( S £ ) . • 1 5 

§ 2. W zbiorze 1 a • zbudujemy rachunek Ra>£ mający jako aksjomaty 
następujące tautologie: (1), (2) oraz 

(24) SeP<->(SeS&SaP) 
(25) S e P -> (PaS <-• P e P ) 
(26) (-i SeS & SaP & P e P ) -» SaM 
Możemy oczywiście wykazać pełność rachunku R a > e dowodząc dla niego 

lemat o interpretacji. Uniwersum szukanej interpretacji byłoby tak samo 
utworzone jak dla rachunku R a > e x ! , zaś w określeniu funkcji D0 zmieniamy 

15 Aksjomat (23) był potrzebny tylko do stwierdzenia, że relacja я jest równoważnością, 
czyli że Si t^P wtw S° = P° (w szczególności jeżeli r S £ P & PES1 <E n,.,, to S° = P°). 

Zauważmy, że podobny dowód można przeprowadzić dla interpretacji /, = ( U D i >, 
dla której określamy podobnie jak U0, zastępując jedynie zbiór klas abstrakcji № 
zbiorem „filtrów głównych w N wyznaczonych przez zbiór пш", tj. zbiór { [ S ] : S e N ) , 
gdzie [ S ] : = {M: r S s M n e nm \. Funkcję Dl określimy podobnie jak D0 zastępując tylko klasę 
abstrakcji S° filtrem głównym [S ] . Wtedy na mocy aksjomatu (23) jeżeli r S s P & PsS n e 
to D i f S j ' ß J P ) . 
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jedynie warunek ' r e x ! S n e n a ' na warunek ' r § e S n e nm ' . Pełność rachunku 
R a £ wynika również z wniosku 3 i poniższego lematu1 6 : 

LEMAT. Rachunki R a £ i R a , e x ! s 4 definicyjnie równoważne i wszy-
stkie definicje użyte do definicyjnych rozszerzeń są tautologiami. 

DOWÓD. W zbiorze £ a , £ ' e x ! budujemy za pomocą tautologii (defj e) 
rachunek Ra ,ex!,E będący definicyjnym rozszerzeniem rachunku R a i e X ! oraz 
rachunek R a , c , e x ! będący definicyjnym rozszerzeniem rachunku R a s za 
pomocą definicji (def3 ex!). Ponieważ rachunek Ra > e x . jest pełny, więc 
również rachunek R 3 j ex!> e jest pełny. Zatem na mocy lematu 1, rachunek 
Ra,ex!,£ jest rozszerzeniem rachunku Ra ,£>ex!- Pokażemy, że również 
Ra,£,ex! jest rozszerzeniem rachunku Ra > e x !_£ , czyli że oba rachunki są 
równoważne. W tym celu wystarczy pokazać, że każdy aksjomat rachunku 
Ra,ex!,£ jest wyprowadzalny z aksjomatów rachunku R a c, cx. : 
— wyprowadzenie (3): 

1. ex! S l 
„ ^ r zał. 

2. S a P J 
3. Se S z 1, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
4. S e P z 2, 3 i (24) 
5a. P a S zał. dodatkowe 
6a. P e P z 5a, 4 i (25) 
7a. ex !P z 6a i (def3 ex!) 
5b. e x ! P zał. dodatkowe 
6b. P e P z 5b, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
7b. P a S z 4, 6b i (25) 

— wyprowadzenie (4): z (def3 ex!) i (26) 
— wyprowadzenie (defj e): z (def3 ex!) i (24). • 

Z lematu 3b wynika, że rachunek R a s jest konserwatywnym rozszerze-
niem rachunków R ř i R a (o aksjomatach (1) i (2)). 

§ 3. W zbiorze zbudujemy rachunek R i c mający jako aksjomaty 
następujące tautologie: (10), (11), (21) oraz 

(27) (SeS & S i P ) S e P 
(28) ( M e S & M e P ) - > S i P . 
Możemy wykazać pełność rachunku R i £ dowodząc dla niego lemat 

o realizacji. Pełność ta wynika również z wniosku 3 i poniższego lematu17 : 
LEMAT. Rachunki R i > e X! i R i i £ są definicyjnie równoważne i wszyst-

kie definicje użyte do definicyjnych rozszerzeń są tautologiami. 

16 Można pokazać, że rachunek Râ,, oparty na aksjomatach (1), (2), (22), (24) i tradycyj-
nej tautologii ' (SaP& PEP) SeS' jest pełny w sensie tradycyjnym. 

17 Można pokazać, że rachunek R' £ oparty na (11), (21), (27), (28) i 'SiS' jest pełny 
w sensie tradycyjnym. 
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DOWÓD. W zbiorze ex! budujemy definicyjne rozszerzenie RLex!<£ 
rachunku R I > E X ! za pomocą tautologii (def3 ej, oraz za pomocą tautologii 
(def3 ex!) definicyjne rozszerzenie R;,£>ex! rachunku R I J E . Ponieważ ra-
chunek Ri,ex! jest pełny, więc również rachunek Ri,cx, £ jest pełny. Zatem 
na mocy lematu 1, rachunek R ; , E X ; I £ jest rozszerzeniem rachunku R , I I I M ! . 
Pokażemy, że również R^ ex! jest rozszerzeniem rachunku R ;, ex., , czyli 
że są to rachunki równoważne. W tym celu wystarczy pokazać, że każdy 
aksjomat rachunku R I > E X ! , £ jest wyprowadzalny z aksjomatów rachunku 
i) R i, £, ex ! • 
— wyprowadzenie (12): 

1. ex!S zał. 
2. SES Z (def3 ex!), 1 i taut. klas. rach. zdań 
3. Si S z 2, (28) i taut. klas. rach. zdań 

— wyprowadzenie (13): 
1. e x ! M l 
2. MiS V zał. 
3. M i P J 
4. M e M z 1, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
5. MeS z 2, 4 i (27) 
6. M e P z 3, 4 i (27) 
7. S iP z 5, 6 i (28) 

— wyprowadzenie (def3 e): 
la. SeP zał. 
2a. SeS z la i (21) 
За. ex!S z 2a, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
4a. S iP z 2a, la i (28) 
5a. ex! S & SiP z За, 4a i taut. klas. rach. zdań 
lb. ex! S & SiP zał. 
2b. SeS & SiP z lb, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
3b. SeP z 2b i (27). • 
Z lematu 3b wynika, że Rj £ jest konserwatywnym rozszerzeniem rachun-

ków R£ i RJ (o aksjomatach (10) i (11)). 

§4. W zbiorze S a ' 1 , £ można zdefiniować wszystkie pozostałe symbole 
z F za pomocą tautologii (def ex), (def3 sol), (def3 ex!), (def o) oraz (def e). 
Zbudujemy w nim rachunek RSh £ mający jako aksjomaty następujące 
tautologie: (1), (2), (10), (16), (17), (21) oraz 

(29) SeP -> S a P 
(30) SeS SiS 
(31) ( S a M & M e M & S i P ) - > S e P . 
Można wykazać pełność rachunku RSh £, dowodząc dla niego lemat 

o interpretacji. Pełność ta wynika również z wniosku 3 i poniższego lematu: 
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LEMAT. Rachunki RSh, c i RSh,ex! Sii definicyjnie równoważne i wszy-
stkie definicje użyte do definicyjnych rozszerzeń są tautologiami. 

DOWÓD. W zbiorze Za> ex! budujemy definicyjne rozszerzenie 
Rsh.exi.E rachunku RSh,ex: za pomocą tautologii (def, e) (bądź (def3 г)), 
oraz za pomocą tautologii (def3 ex!) definicyjne rozszerzenie R S h , c x ! ra-
chunku RSh>£. Ponieważ rachunek RShiex! jest pełny, więc również RSh,ex!,e 
jest pełny. Zatem na mocy lematu 1, rachunek RSh, cx:, £ jest rozszerzeniem 
rachunku R Sh. , cx.. Pokażemy, że również R sh, с, ex ! jsst rozszerzeniem ra-
chunku R sh, ex !, e 5 czyli że są to rachunki równoważne. W tym celu wystarczy 
pokazać, że każdy aksjomat rachunku RSh. ex>, ř: jest wyprowadzalny z aks-
jomatów rachunku R Sh , Ci ex, : 
— wyprowadzenie (12): tak jak w § 3 
— wyprowadzenie (18): 

1.ex! Si 
2. SiP i Z a L 

3. SeS z 1, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
4. SeP z 2, 3, (1) i (31) 
5. SaP z 4 i (29) 

— wyprowadzenie (19): 
1. SiS 1 
2. SaP У zał. 
3. ex!PJ 
4. SiP z 1, 2 i (16) 
5. P e P z 3, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
6. SeP z 2, 4, 5 i (31) 
7. SeS z 6 i (21) 
8. ex! S z 7, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 

— wyprowadzenie (def, e): 
la. S E P zał. 
2a. S e S & S a P z la, (21), (29) i taut. klas. rach. zdań 
За. ex! S & SaP z 2a, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
lb. ex! S & SaP zał. 
2b. SeS z lb, (def3 ex!) i taut. klas. rach. zdań 
3b. SiS z 2b i (30) 
4b. SiP z lb, 3b, (16) i taut. klas. rach. zdań 
5b. SeP z 2b, 4b, (1) i (31). • 
Łatwo zauważyć, że rachunek RShj£ jest równoważny18 następującym 

rachunkom zbudowanym w zbiorze Z a ' ' , £ : 

18 Można pokazać, że rachunek R Ł e oparty na (1), (2), (16), (21), (29), (31) i 'SiS' , 
jest pełny w sensie tradycyjnym. Jest on równoważny następującym rachunkom: 
— opartemu na: (1), (2), (16), (24), (18'), 'S iS' , ' (SaP & PeP) ^ SeS', 
— opartemu na: (1), (2), (16), (21), (27), 'S iS ' i '(SaP & PeP) - SeS'. 
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— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10), (16), (17), (24), (30) oraz 
(18') (SeS & SiP) -> SaP 
(19') ( S i S & S a P & P e P ) - » S e S 

— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10), (16), (17), (21), (27), (29), (30), (19') 
— opartemu na aksjomatach: (1), (2), (10), (16), (17), (21), (27), (29), (30) oraz 

(32) (SaP & PeS) SeS. 
Wszystkie rozpatrywane w tym paragrafie rachunki są konserwatywnymi 

rozszerzeniami rachunków R a , R ; , R., RS h , Ra ř i R;,,,. Ponadto ich 
definicyjne rozszerzenia w zbiorze I za pomocą tautologii (def ex), (def3 ex!), 
(def3 sol), (def o) oraz (def e), są pełne. 
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