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RACHUNEK ZDAN
Z IMPLIKACJA KONEKTYWNA REICHENBACHA

I. FUNKTORY KONEKTYWNE REICHENBACHA

Hans Reichenbach w [3] wprowadzit dwie interpretacje ponizszych ,,tabel
prawdziwosciowych dla operacji propozycjonailnych”:

a na a b a&b avb a>b a=b
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Definiuje on te interpretacje w nastgpujacy sposob:

»Powyzsze tabele prawdziwosci mozna czyta¢ w dwoch kierunkach.
Pierwszy od prawej do lewej... Tabele te ustalaja wowczas, ze o. ile
prawdziwe jest zdanie zlozone, to prawdziwy jest jeden z przypadkow t.
(Przez przypadek t sadu zlozonego rozumiemy kazda z tych kombinagcji
sadow elementarnych, ktorej jest przyporzadkowane ‘t’ w kolumnie sadu
zlozonego).... Drugi kierunek biegnie od lewej do prawej.... Tabele ustalaja
wowczas, ze jesli jeden z przypadkow t zachodzi, to odpowiadajaca mu
operacja jest prawdziwa. ...

Interpretacjg, przy ktorej tabele prawdziwosci czyta si¢ w obu kierunkach
nazywaé bedziemy interpretacja adiunktywna tabel prawdziwosci.
Interpretacje, przy ktorej tabele czyta si¢ tylko.. od prawej do lewej,
nazywamy interpretacja konektywna tabel prawdziwosci” (s. 33).

Zdanie zbudowane za pomoca jakiej$ ,,operacji propozycjonalnej” inter-
pretowanej konektywnie ,ustala zwiazek, czyli koneksje¢ miedzy przy-
padkami t [tej operacji, A. P.] — w taki sposob, ze jesli jeden z przypadkow
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t nie zajdzie, to jeden z pozostatych przypadkow t zajs¢ musi” ([3], s. 34).
Operacja, ktora stosujemy przewaznie w interpretacji konektywnej, jest
implikacja. .. Implikacji adiunktywnej rzadko kiedy uzywa si¢ w jezyku
potocznym. Podobnie rownowaznos$¢... bywa stosowana przewaznie w sensie
konektywnym. Alternatywy inkluzywnej ‘lub’ uzywamy w obu interpretacjach,
‘i’ przewaznie w interpretacji adiunktywnej. ‘i’ — w przeciwienstwie do innych
operacji — ma jeden tylko przypadek t; dlatego nie mozna tu mowic
o zwiazku, czyli koneksji miedzy przypadkami t. Istnieje jednak takze
i konektywna interpretacja ‘i’, w tym znaczeniu, ze nie moze si¢ zdarzy¢
zaden inny przypadek. Podobnie jak ‘i’, rOwniez negacji uzywa si¢ prze-
waznie adiunktywnie; w interpretacji konektywnej ‘- a’ znaczy: ‘«a>» jest
koniecznie falszywe’” ([3], s. 35).

Z interpretacja adiunktywna tabel zwiazane sa operacje adiunktywne, zas
z interpretacja konektywna — operacje konektywne. ,,Dwoistos¢ interpretacji
uprawnia do przyjecia tej samej nazwy dla operacji obu rodzajéw. I tak np.
implikacja adiunktywna [termin ten jest dla Reichenbacha réwnoznaczny
z terminem ‘implikacja materialna’; A. P.] ma te same tabele prawdziwosci co
implikacja konektywna; operacje te roznia si¢ tylko interpretacja przypadkow
t, ktore przy pierwszej interpretacji znacza weryfikacje, a przy drugiej
— zgodnos¢. ... Poniewaz operacje adiunktywne weryfikuje si¢ lub falsyfikuje
za pomoca wartosci logicznych sadow skltadowych, nosza one réwniez nazwe
funkcji [funktoréow; A. P.] prawdziwosciowych. Operacje konektywne nie maja
charakteru funkcji prawdziwosciowych w tym sensie...” ([3], s. 35, 36).

Przedstawiona powyzej <«intuicyjna>> interpretacja semantyczna funk-
torow konektywnych daje si¢ wyrazi¢ nastgpujaco: zdanie z danym funkto-
rem jako glownym stwierdza, ze niemozliwy jest zaden przypadek spoza
przypadkow t dla tego funktora.

Jako symboli dla funktoréw prawdziwosciowych (tj. ,,operacji adiunk-
tywnych”) negacji, koniunkgji, alternatywy, implikacji materialnej i rOwno-
waznosci materialnej uzywac bedziemy odpowiednio znakéw: ‘7’ ‘&’, ‘v,
‘> oraz ‘ =’. Z funktorow konektywnych analizowac bedziemy wylacznie
implikacje i rownowaznos¢. Reprezentowane one beda odpowiednio przez
symbole: ‘-’ oraz °

Podstawowym zwiazkiem logicznym zachodzacym pomigdzy zdaniami
jest wynikanie. Wyraza¢ go mozemy za pomocg niezawodnych schematow
wnioskowan (tj. zawsze prowadzacych od prawdziwych przestanek do praw-
dziwego wniosku). Wnioskowanie jest formalnie poprawne (inaczej: z prze-
stanek wynika logicznie wniosek), gdy podpada pod pewien schemat nieza-
wodny. Zgodnie z tabelkami koniunkcji i implikacji materialnej schemat
wnioskowania ¢, .., @,/¢@ jest niezawodny wtedy i tylko wtedy, gdy
schemat zdaniowy ((¢, & .. & @,) © @) jest tautologia (tj. reprezentuje
wylacznie zdania prawdziwe). Zatem wyrazanie zwiazku wynikania mozemy
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przeprowadzi¢ w ramach rachunku logicznego (tj. za pomoca schematow
zdaniowych), przy czym jako funktora gtownego tautologii wystarczy uzywa¢
implikacji materialnej.

Jezeli interesuja nas wylacznie wlasnosci wynikania zwiazane jedynie
z interpretacja funktoréw prawdziwosciowych, to — zgodnie z powyzej
uczyniong uwaga — mozemy wyrazac¢ te wlasnosci w klasycznym rachunku
zdan (tj. w formulach ¢, .., ¢,, ¢ obok zmiennych zdaniowych moga
pojawi¢ si¢ wylacznie symbole funktoréw prawdziwosciowych).

Podobnie mozemy wyraza¢ wlasnosci wynikania zalezne od interpretacji
funktoréw nieprawdziwosciowych. Z pewnych wzgledéw zwiazanych z trud-
nosciami w analizie semantycznej wygodne jest ograniczenie do wyrazania
tylko tych wiasnosci, ktére nie zaleza od superponowania (inaczej: iteracji)
funktoréw nieprawdziwosciowych. Wtedy powyzej przedstawiona metoda
zamiany schematu wnioskowania na schemat zdaniowy pozwala nam praco-
wa¢ w ramach rachunku zdan, w ktoérego formulach nie wystepuje super-
ponowanie symboli funktoréw nieprawdziwosciowych (tj. zaden symbol funk-
tora nieprawdziwos$ciowego nie wystepuje w argumencie jakiegos symbolu
funktora nieprawdziwosciowego). Wsrod formut takiego rachunku mozemy
znalez¢ schematy niektorych zdan z implikacja jako funktorem glownym,
ktore stwierdzaja jedynie wynikanie nastgpnika z poprzednika (wtedy
te implikacje wystarczy traktowaé jako materialng). Przykladowo do
tego rodzaju schematow zdaniowych zahczymy ‘(P&(p—q)>q’ oraz
(p->9&@->1)>pP—r1).

Przedstawiona powyzej <«intuicyjna> interpretacja funktorow kone-
ktywnych wystarczyla Reichenbachowi do wykazania poprawnos$ci naste-
pujacej reguly:

(rR) gtowna operacj¢ w tautologii klasycznego rachunku zdan mozna za-
stapi¢ odpowiadajaca jej operacja konektywng.

Jednak ta «intuicyjna> interpretacja nie pozwala na formalne badania

wynikania zachodzacego pomiedzy zdaniami, w ktorych wystepuja funktory

konektywne. Ponadto uniemozliwia analizowanie formul zdaniowych z super-

ponowaniem funktoroéw konektywnych.

W pracy tej przedstawie formalna eksplikacje Reichenbachowskiej inter-
pretacji funktorow konektywnych. Podobnie jak Reichenbach nie bede ana-
lizowat superponowania funktorow konektywnych. Dalej zbadam rachunek
zdan, petny wzgledem podanej semantyki. Porownam réwniez ten rachunek
z systemami modalnymi.

II. KLASYCZNA LOGIKA ZDAN

W éz¢éci tej przypomne pewne fakty wykorzystywane w dalszych czgs-
ciach pracy.
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Literami reprezentujacymi dowolne zdania w sensie logicznym (inaczej:
zmiennymi zdaniowymi) beda: ‘p’, ‘q’, ‘r’, ‘p,’ ‘q,’ ‘r;’ ‘Py’, ... itd. Zbior
ich oznaczymy przez ‘Zm’. Niech I*' bedzie zbiorem schematow zdanio-

wych klasycznej logiki zdan, tj. najmniejszym zbiorem zawierajacym Zm
i spelniajacym warunki: jezeli «, fe =¥, to "ae XX oraz («§ f)e =¥ dla
Sef{&, ‘v, o, =1

Niech X = Zm. Warto$ciowaniem prawdziwosciowym liter ze zbioru
X jest dowolna funkcja okreSlona na X i przyjmujaca wartosci w zbiorze
wartosci logicznych {t,f}. Gdy zbiér X ma n elementéw, to mamy 2"
wartosciowan na X.

Dla formuly o niech Zma bedzie zbiorem zmiennych zdaniowych wy-
stepujacych w formule a. Przyjmijmy, Ze w jest warto§ciowaniem na X oraz
Zmoa < X < Zm. Stosujac klasyczna interpretacje symboli ‘7°, ‘&’, ‘v’
‘>’, ‘=" oraz indukcje po podformutach formuly «, wyznaczamy jej war-
tos¢ logiczna w(a) przy wartosciowaniu w'. Zauwazmy, ze jezeli warto$-
ciowania w oraz v okreslone na zbiorze X pokrywaja si¢ na zbiorze Zma, to
w(a) = v (). ’

Schemat o z I jest kl-tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
wartosciowania w okre§lonego na Zmo mamy w(x) =t.

Niech v bedzie dowolnym wartosciowaniem okreslonym na Zm. Wtedy
dla kazdej formuly z ¥ mozemy okresli¢ jej warto$¢ logiczna przy war-
tosciowaniu v. Zatem kazde warto$ciowanie okre§lone na Zm wyznacza
w sposob jednoznaczny funkcje okre$lona na zbiorze ¥ i o wartodciach
w zbiorze {t, f}. Funkcje t¢ bedziemy oznacza¢ zawsze tym samym sym-
bolem co wyjsciowe wartosciowanie. Oczywiscie, omawiana funkcja pokrywa
si¢ na zbiorze Zm z wyjSciowym wartoSciowaniem. Ponadto dla dowolnego
warto$ciowania v okreslonego na Zm mamy: v(e & f) =t wtw? v(a) =1t
i vB)=t; vvp =t wiw v()=t lub v(f)=1t; v(ha)=1t wtw
v(@)=f; ve=pB)=t wtw v(x)=f Iub v(f)=1t; v(e=p)=1t wtw
v(a) =v(f).

Niech P(Z*') bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru XX Re-
lacja konsekwencji semantycznej k= zawarta w iloczynie kartezjanskim
P(Z¥) x M jest zdefiniowana w sposob nastepujacy: dla dowolnych 4 < ¥
oraz feXX

AF=pB wtw dla kazdego wartosciowania v okreSlonego na Zm jezeli

v(a) =t dla kazdego a z A4, to rowniez v(f) =t.

! Uzywamy tego samego oznaczenia, lecz nie prowadzi to do nieporozumien, gdyz z zalo-
zenia funkcja w jest okreslona na Zma. Zamiast w(x) mozna by bylo pisa¢ Val(w, «). Dalej
bedziemy rowniez stosowa¢ podobne skroty nie powodujace nigjasnosci.

2 ‘wtw’ jest skrotem zwrotu ‘wtedy i tylko wtedy, gdy’.
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W przypadku, gdy 4 = ¢, piszemy ‘= f’. Oczywiscie = wtw dla kaz-
dego wartosciowania v okreslonego na Zm mamy v(f)) = t. Relacja = ma
nastgpujace wiasnosci:

() AEpB wtw istnieje skoniczony podzbiér B zbioru A taki, ze B3,
() {oy, 0} B wtw (o, &..&a,) > f), '

(i) =B wtw f jest kl-tautologia.

ITI. FORMALIZACJA INTERPRETACJI REICHENBACHA

Niech X bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym zbiér T i spel-

niajacym ponizsze warunki:

— jezeli a, BeZ¥, to (x> B)eX oraz (x> P)eX,

— jezeli peZ, to 1@peX,

— jezeli ¢, yeX i §e{&, ‘v, ‘2", ‘="}, to (pfyY)eX.

Zatem w zbiorze X nie wystgpuje superponowanie symboli ‘-’ i ‘e,

Dla dowolnej formuly ¢ z X niech kon-Zme¢ bedzie zbiorem tych
zmiennych zdaniowych wystepujacych w ¢, ktorych co najmniej jeden
egzemplarz wystepuje w argumencie funktora konektywnego. Oczywiscie,
kon-Zme = J wtw @eX*.

Modelem formuly ¢ z T jest dowolna para uporzadkowana {w, M),
gdzie w jest wartoSciowaniem okreslonym na Zme, za§ M jest zbiorem
ztozonym z pewnych wartosciowan okreslonych na kon-Zm ¢, wérdéd ktorych
jest obcigcie wartoSciowania w do zbioru kon-Zme.

PRZYKLADY: 1. Dla formut z =¥ kazdy model jest postaci (w,{}>,
gdzie w jest warto$ciowaniem okreSlonym na zbiorze zmiennych wystepuja-
cych w danej formule. Istotnie, gdy a e Z*', to wtedy kon-Zma = (. Istnieje
dokladnie jedna funkcja okreslona na zbiorze (J, jest nia samo J. Zatem
w tym przypadku kazde wartosciowanie okreslone na kon-Zma jak rowniez
obcigcie do kon-Zma dowolnego wartosciowania okreslonego na Zma, rowne
jest . Stad w dowolnym modelu formuly « mamy M = {}.

2. Jezeli kon-Zm g = Zm ¢, to w dowolnym modelu formuty ¢ zbior M skia-
da si¢ z pewnych wartosciowan okre§lonych na Zme, do ktorych nalezy
wartosciowanie w.

3. Niech Zme¢ = {‘p’, ‘q’} oraz kon-Zme = {‘p’}. Mamy cztery wartos-
ciowania okreslone na Zme:

A w, ws w,

T

=]

| Al i Rad
= (1
| RncT B Rend]
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oraz dwa wartosciowania okreslone na zbiorze kon-Zme:

Uy Uy
F P t f

Oczywiscie obcigcia funkcji w, 1 w, (odp. w; 1 w,) do zbioru kon-Zme
sa rowne wartoSciowaniu v, (odp. v,). Mamy zatem osiem modeli for-
mUiy @: <W1’ {Ul}>7 <W1’ {UI’ 02}>7 <W2, {Ul}>’ <W2a {Ula UZ}>, <W3’ {Uz}>’
{ws, {0y, 02}, (wa, {02}, <wy, {oy, 02}

4. Dla formuly ‘(& (((p v q) — q) &r)) > 7r’ oznaczanej dalej przez ‘Y
mamy: Zmy = {‘p’, ‘q’, ‘r’} oraz kon-Zmy = {*p’, ‘q’}. Funkcje w, ..., w,
z przyktadu 3 to wszystkle wartosciowania okreslone na kon-Zmy. Mamy
oczywiscie osiem wartosciowan okreslonych na Zmy . Jednym z nich jest w,
takie, ze wo (‘p’) ={f oraz w,(‘q’) = w, (‘r’) = t. Obcigciem wartosciowania
w, do kon-Zmy jest wartoSciowanie w,. Mamy zatem przyktadowo na-
stepujace modele formuly ¢: (wy, {w;}>, {wg, {wy, wi}), <wy, {w,, w3}>,
{wo, {ws, Wald, {wo, {wy, wy, walD, (wg, (Wi, Wy, wald, (wo, {wy, Wy, Wy},
{We, {Wy, Wy, wy, w,}y. Ogolem wszystkich modeli formuty ¢ jest 64 (udo-
wodniono to w stwierdzeniu 1).

Elementy zbioru M mozemy intuicyjnie interpretowac jako mozliwe
sytuacje w rzeczywistej sytuacji w, rozwazane w zakresie istotnym dla badanej
formuly (tj. ograniczone tylko do tych zmiennych, ktore podlegaja dziataniu
funktoréw konektywnych).

STWIERDZENIE 1. Jezeli Zm¢ ma n elementéw 1 kon-Zm¢ ma k ele-
mentdw, to istnieje 22“*"~! modeli formuty ¢.

DOWOD. Zbiory wszystklch warto$ciowan okreslonych na Zm ¢ i wszystkich
warto$ciowan okreslonych na kon-Zme licza odpowiednio po 2" oraz 2*
elementow. Ustalmy wartosciowanie w, na Zm¢. Zbiér M w modelu {w,, M}
ma skiada¢ si¢ z obcigcia wartoSciowania w, do kon-Zme i pewnej ilosci
warto$ciowan okreslonych na kon-Zmge, ktore moga by¢ wybrane sposrod
2F —1 wartosciowan (wszystkie minus jedno ustalone, ktére musi naleze¢ do
M). Tlos¢ tych wybordw jest rowna 22“~! (mozna réwniez nic nie wybrad).
Powtarzajac to rozumowanie dla wszystkich wartoSciowan na Zme otrzy-
mujemy, ze wszystkich modeli jest 2"- 221,

Zauwazmy, z¢ dla formut z TM powyzsze stwierdzenie daje klasyczny
wynik 2" (k=0, wigc 22 "1 =21"1=2°=1).

Niech @ eX oraz niech m = {w, M) bedzie dowolnym modelem formuty
¢. Za pomoca indukcji po podformutach formuly ¢, w zbiorze {t,f}
wyznaczymy jej warto$¢ logiczna m(p) w modelu m. Zaldézmy, ze § jest
dowolng podformuta formuly ¢. Wtedy:
1° jezeli yeZme, to m(y) =w@),

k3
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2° jezeli Y = (x— B) dla pewnych «, f z ¥, to
m(y)=1t wtw dla kazdego v z M: v()={ lub v(f) =t.
Poniewaz zbior kon-Zme # & i zawiera Zma oraz Zmf, wigc dla do-
wolnego v z M mozemy obliczy¢ v(a) oraz v(f).
3° jezeli Y = (x«> p) dla pewnych o, f z =¥, to
m(y) =t wtw dla dowolnego v z M mamy v(x) = v(f).
4° jezeli Yy =1y, to m(Y) =1t wtw m(y) =1,
5% jezeli Y =(x & o), to m(Y)=t wtw m(y)=t i m(o) =t,
6° jezeli Yy =(xv o), to m(y)=1t wtw m(y)=t lub m(o) =1
7° jezeli Yy = (x> 0), to m{y) =t wtw m(y) =1 lub m(s) =
8% jezeli Y =(x =o0), to my) =t wtw m(y) = m(o).
Zauwazmy, z 1°, 4°-8° wynika, iz jezeli o€ Z¥, to m(p) = w(p). Upo-
waznia nas to do utozsamiania dowolnego modelu <{w, {F}> danej formuty
z ¥ z warto$ciowaniem w. Zatem przyjeta semantyka dla formul z T jest
naturalnym rozszerzeniem semantyki klasycznej logiki zdan.

>
b

PRZYKLAD 5. Obliczymy warto$¢ formuly z przykladu 4 w kilku z po-
danych tam modeli:

Q& (pvaqg) —>qg)&r)>nr
{Wo, (W3} te fte tt et fft
{Wo, {wy, w3l te fte tt et fft
(Wo, {Wp, w3} tf frt ft ft tft
<W0’{W1’W2’W3}> ££ I.LL ££ ££ £££

Warto$¢ formuty w danym modelu jest podana pod jej funktorem glownym.
Mowimy, ze formula ¢ z Z jest kon-tautologia wtw dla dowolnego mo-
delu m formuly ¢ mamy m(¢) =1t.

PRZYKLAD 6. W czgsci VIII pokazemy, ze formula:

(P~ &(@-1)>(p—1) ‘
jest kon-tautologia (bezposredni dowdd tego bylby zmudny, gdyz formula ta
posiada 2'° modeli)
7a. Podobnie w czesci VIII pokazemy, ze formula:

(pva&(p—-1&1q)>r
jest kon-tautologia. « Stwierdza ona podobne wynikanie > (w sensie podanym
w cz. I) co kon-tautologia: :

(pva&(p—-r)>(1q>1)
7b. Jednak formula:

(pva&(p—-1)>(q-1)
nie jest kon-tautologia. Rzeczywiscie przykladowo w modelu {w, {w,v}),
w ktorym w(‘p’) =w(‘'q’)=w('r) =t oraz v(‘p’)=v('q) =v (1) =,
formula ta przyjmuje wartosc f:
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(pva&((p-r)>(
trrrett £f

8a. Latwo pokaza¢, ze formula:
((P&Q) ~»D&p) > (q > 1) |
jest kon-tautologia (mozemy poréwnac ja z kl-tautologia ‘(p&q) o )& p) o
> (g = 1)’). «Stwierdza ona podobne wynikanie> co kon-tautologia:
((p&g)—»nN&p&g >r
8b. Pokazemy, ze jednak formufa:
(p&q)—1&p)2(q—1)
nie jest kon-tautologia. Istotnie przykladowo w modelu <w, {w, v}, w ktorym
w(p) = w(q) = w(r) =t oraz v(p) =v(r) =f i v(q) =t formula ta przyjmuje
wartos¢ f. '
Latwo mozemy dowies¢ ponizszego stwierdzenia:
STWIERDZENIE 2. Dla dowolnych «,f, ocl, . ,,,Bl,.. s Brs Vis voes Prs wees
81rs 0, z X oraz o, Y z X:
(1) o jest kl-tautologia wtw o jest kon-tautologig.
(i) jezeli ¢ jest podstawieniem pewnej kl-tautologii, to ¢ jest kon-tautologia.
(iii) ((x = B) = (o« = P)) jest kon-tautologia.
iv) (e B) = (o — p) & (p — a))) jest kon-tautologia.
(v) jezeli @ oraz (¢ o ) sa kon-tautologiami, to ¢ jest kon-tautologig.
(vi) (x o B) jest kl-tautologia wtw (ax — B) jest kon-tautologia.
(vii) (0 2 By) & & (@, 2 B,) = ((y; 2 9,) &..& (y, = ;) jest kl-tautotologia
wiw (@ = B) & & (1~ B,) 2 (1 8) & & (= 8) Jest kon-
-tautologia.

q
13

|"’v

r
f

IV. RACHUNEK R4,

Rachunek ten zbudujemy w zbiorze X. Dla dowolnych formut o, § z ¥
oraz ¢, Y, x z X aksjomatami rachunku R yon 53 ponizsze formuly nalezace
do Z: -

M) (e >W = 9)
@D@>0=>0>(e>¥)>(¢>17)
B) (Y219 2((W o9 oY)
WDle=9)=>2(@>¥Y)
C)le=yy)>WU>9)
©) @=>Y)> (W >0)>(@=Y)
() (0 &Y) = (e > 1Y)
@ (evyy)=(ne=Y)
©) (@— p) > (@ > p)
(10) (@ B) = (x > Py & (B — o))
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Na mocy stwierdzenia 2 wszystkie aksjomaty rachunku Ry,, sa kon-

-tautologiami. —
Regutami rachunku R on sa ponizsze relacje na X:

(o, 1, Yyemp wtw y = (¢ 2 V).

{@, ¥> erR wiw istnieje takie a,pw K ze ¢ = (> p) oraz Y = (2 - p).

{p,¥>erk wtw dla pewnych «, B, oy, ..., %, B1, ., B, 2 =¥ (n > 1) mamy

0 = (2 > By) & & (@, > B,) > (& > B) oraz ¥ = (@, — B) & - & (2, = B,) =

> (o — p).

Na mocy stwierdzenia 2 otrzymujemy, ze jezeli formuly ¢, y w powyzszych

regulach sa kon-tautologiami, to rowniez formula ¥ jest kon-tautologia.

Moéwimy, ze formula ¢ z X jest teza rachunku Ry,n, wtw istnieje ciag
(@, .., 0,y formut z T taki, z¢ ¢, = ¢ oraz dla kazdego i < n: o, jest
aksjomatem rachunku Ry, lub istnieja j, k < i takie, ze <{@;, ¢, ¢;> e mp
lub <{¢;, ¢;> 1R lub ((pj, @;)erk.

Wprost z deﬁmcp i stwierdzenia 2 otrzymujemy:

STWIERDZENIE 3. Kazda teza rachunku Ry, jest kon-tautologia.

W czesci VII udowodnimy, ze rowniez kazda kon-tautologia jest teza
rachunku Ry,

W zbiorze X' mozemy zbudowac klasyczny rachunek zdan (KRZ)
w nastepujacy sposob:

(i) aksjomatami rachunku KRZ sa te i tylko te formuly z T ktore
podpadaja pod jeden ze schematow (1)—(8).

(i) jedyna regula rachunku KRZ jest relacia mp ograniczona do zbioru K

(iii) o jest teza KRZ wtw istnicje ciag <oy, .., a,> formut z X taki, ze
o, = a oraz “dla & kazdego i < n: a; jest aksjomatem rachunku KRZ lub
istniejq Jj, k <i takie, ze {a;, oy, oci> € mp.

Wiadomo, ze tak zdefiniowany zbior tez KRZ pokrywa si¢ ze zbiorem
kl-tautologii. W ponizszym stwierdzeniu pokazemy zwiazek zachodzacy po-
miedzy tezami KRZ a tezami R op:

STWIERDZENIE 4. Dla dowolnych ¢ z T oraz « z ¥

(i) jezeli ¢ jest teza R yop 1 @ posiada dowod w R yon skiadajacy si¢ wylacznie
z formut nalezacych do ¥, to ¢ jest teza KRZ.

(i) o jest teza KRZ wtw o jest teza Ryop.

(iii) jezeli ¢ jest podstawieniem jakiej$ tezy KRZ (lub samo jest teza KRZ),
to ¢ jest teza Ryon i @ posiada dowédd w | Ryon, W ktorym uzyto wy-
lacznie aksjomatow (1)—(8) i reguly mp.

DOWOD:

(i) jezeli ¢ posiada taki dowod, to nie mogly by¢ w tym dowodzie uzyte
reguly 1R i 1k oraz wszystkie wystepujace w nim aksjomaty sa formutami
z ¥ podpadajacymi pod schematy (1)—(8).

(i) za pomoca indukcji tatwo pokaza¢, ze jezeli a jest teza R
dowod skladajacy sie wylacznie z formul nalezacych do

kons tOo posiada
fﬂ' 0
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Za pomoca indukcji po podformulach mozemy réwniez wykazaé, ze
zachodzi:
STWIERDZENIE 5. Dla dowolnych o, 8, oy, ..c; % By eees Bus Vi wees Vs O 15 5 Ok
z TM:
(1) (x> pB) jest teza KRZ wtw (o — B) jest teza Ryop-
(i) (2 > By) & & (2, 2 B,) D (7 > 6,) & .. & (7, > 3,)) jest teza KRZ wtw
(g > B) & & (@, = B,) 2 ((r; > 6,) & .. & (3, > ;) Jest teza Rkon
W zbiorze ¥ mozemy zbudowa¢ rachunek R’ R'kon réwnowazny rachun-
kow1 R xon- Rachunek R’y oparty jest na regulach mp i tk oraz aksjomatach
(1)~ (10) plus dla wszystkich o z X! formuta:
(11) (@ — a)
Istotnie, formula (11) jest teza rachunku Rkona gdyz (¢ > a) jest teza
rachunku KRZ.
Ponadto kazde uzycie reguly rR w rachunku Rkon jest odtwarzalne w ra-
chunku Rkon

1. (@ > p) przestanka reguty rR

2 (@=2p)=>r=>7>@>p) (1), yexH

.92y >2(@>p) z 1.1 2. oraz mp

4 (y->1>2@->p) z 3. 11k

5.0 (11)

6. (x — p) z 4.1 5. oraz mp; nastgpnik rR

V. ALTERNATYWNA SEMANTYKA DLA R, I JEJ ZWIAZEK
Z SEMANTYKA DLA RACHUNKU $5

Niech @ bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym zbior Zm i dom-
knigtym na dzialanie wszystkich symboli ‘7°, ‘&’, ‘v’, ‘2’ ‘=’ ‘=’
oraz ‘«<»’. Oczywiscie X jest podzbiorem wlasciwym zbioru @ oraz w ® dopu-
szczalne sa iteracje wszystkich funktorow. W [1] wprowadzono nastgpujace
" pojecie modelu dla formut z @3:

S5-modelem formuty f z @ jest dowolna para uporzadkowana <{w, W},
w ktorej w jest wartosciowaniem okreslonym na zbiorze Zm f, za$§ W jest
zbiorem zlozonym z pewnych wartosciowan okreslonych na Zm f, wsrod

ktorych wystepuje wartosciowanie w.

3 Modele te sa rowniez opisane w [2], gdzie poréwnuje si¢ je z innymi modelami opartymi
na strukturach modelowych Kripkego. PoniewaZz modele te sa odpowiednie dla systemu S5,
wigc bede uzywaé dla nich nazwy ‘S5-model’. Kripke uzywat tej nazwy dla modeli opartych
na S5-strukturach modelowych, tj. uporzadkowanych tréjkach (G, K, R}, w ktorych K jest
zbiorem niepustym, Ge K oraz R jest relacja rownowaznosci na a zbiorze K (mozna rowniez
przyja¢, w sposéb rownowazny, ze R jest relacja pelna na K; [2]). System S5 jest pelny
wzgledem klasy tych modeli.
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Rozumujac podobnie jak w stwierdzeniu 1, mozna pokaza¢, ze jezeli
Zm f ma n elementow, to istnieje 2°"*" ! S§5-modeli formuly f.

Niech fe® oraz niech pu={w, W) bedzie dowolnie wybranym S5-
-modelem formuly f. Zbiér W i dowolnie wybrane w nim wartosciowanie
v wyznaczaja jednoznacznie w zbiorze {t,f} wartos¢ logiczna formuly f,
oznaczang dalej przez ‘W(f, v)’. W(f, v) okreSlamy indukcyjnie po pod-
formulach formuly f, przy czym wyroznione wartosciowanie w w modelu
u nie bedzie odgrywa¢ zadnej roli:
zalozmy, ze g jest podformula formuly f, jezeli
— geg@f, to Wi(g, U) = U(g),

—g=n1h, to W(gv)=t wtw W(h,v)= f,
— g=(h; &h,), to W(g,v)=t wtw W(h,v)=t i W(h,,v)=t,

—g=(h;vhy)), to Wi(g,v)= 1 wtw W (h,v) = E_ lub W(h,,v)=1t

—g=((h;>ohy), to W(g,v)=t wiw W(h,,v)={ lub Wi(h,,v)=t,

—g=((h,=hy), to Wigv=t wtw W(hy,v)= W(hz,v)

— g={(h, = hy), to W(g,v)=1t wtw dla dowolnego u z W: W(h,u)={
lub W(h,,u)=1t,

— g=(h,—hy), to W(g,v)=t wtw dla dowolnego u z W: W(h,u) =

= W(h,, u).

Zauwazmy, ze powyzszej procedury (pochodzacej z [1]) nie mozna za-
stosowa¢ do modeli omawianych w cz. III, gdyz wartosciowania ze zbioru
M nie musza by¢ okreSlone na calym zbiorze Zm f.

Oczywiscie, jezeli feX¥, to W(f,v) =v(f) (W oznaczeniach z cz. II).

Dla dowolnej formuly f z @ i dowolnego modelu y = {(w, W) formuly
f przyjmujemy:
wartoscig logiczna u(f) formuly f w modelu u jest W( f, w).

Moé6wimy, ze formula f z ® jest S5-tautologia wtw dla dowolnego
S5-modelu y mamy p(f)=t.

Wyréznienie wartosciowania w w modelu p = (w, W) nie gra istotnej roli
w definicji S5-tautologii, gdyz dla dowolnego f z ® mamy: f jest S5-
-tautologia wtw dla dowolnego niepustego zbioru wartosciowan W okreslonych
na Zm f i dowolnego wartosciowania v nalezacego do W mamy W(f,v) =t.

Podobnie jak w cz. II dla klasycznego rachunku zdan, takze tutaj mozemy
wprowadzi¢ absolutne S5-modele nie zrelatywizowane do danej formuly.
Absolutnym S 5-modelem jest dowolna para uporzqdkowana {w, W), w ktorej
w jest wartosciowaniem okreslonym na Zm, za$§ W jest zbiorem pewnych
wartoSciowan na Zm, do ktorego nalezy w. Dla kazdej formuly f z @,
kazdego absolutnego S5-modelu p = {w, W) i dowolnego v z W mozemy
obliczy¢ za pomoca metody przedstawionej powyzej — W ( f, v), oraz przyjaé
p(f) = W(f,w). Zatem kazdy absolutny SS-model wyznacza funkcj¢ z ® na
{t,f}. Zauwazmy, ze zachodza oczywiste rownowaznosci: f z ® jest S5-
-tautologia wtw dla kazdego absolutnego SS5-modelu y mamy u(f) =t wtw
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dla dowolnego niepustego zbioru W wartosciowan na Zm i dowolnego
v z W mamy W(f,v)=1t. Zatem, podobnie jak poprzednio, wyr6znienie
warto$ciowania w w modelu <w, W) nie odgrywa istotnej roli.

Niech @eX oraz niech p={w, W) bedzie dowolnie wybranym S5-
-modelem formuly ¢. Stosujac procedurg przedstawiona w cz. III mozemy
wyznaczy¢ (za pomoca indukcji po podformulach) warto$¢ p[¢] formuly
¢ w modelu g (w cz. III w 2° i 3° zamiast zbioru M bierzemy zbidér W). Latwo
zauwazy¢, iz u[@] = pu(p). Wezmy teraz zbior M zlozony z obcig¢ do zbioru
kon-Zm ¢ wartosciowan nalezacych do zbioru W. Oczywiscie m: = {w, W) jest
modelem formuly ¢ w sensie cz. III. Otrzymujemy przy tym, ze m(¢) = u[¢]
(obie wartosci sa wyliczane wedlug tej samej procedury z cz. III).

Ponadto niech ¢ € ¥ oraz m = {w, M ) begdzie dowolnym modelem (w sensie
cz. III) formuly ¢. Wezmy dowolny zbiér W zlozony z takich wartosciowan na
Zm ¢, ze obcigcie kazdego z nich na zbiorze kon-Zm ¢ nalezy do zbioru M oraz
kazde wartosciowanie z M ma przedtuzenie na Zm ¢ nalezace do W. Oczywiscie
p:=<w, W) jest S5-modelem formuly ¢. Otrzymujemy przy tym, iz
m(p) = pulel.

Z powyzszych dwoch akapitow otrzymujemy:

STWIERDZENIE 6. Dla dowolnej formuly ¢ z X ponizsze warunki sa
rownowazne:

(i) ¢ jest kon-tautologia,

(i) dla dowolnego SS5-modelu y formuly ¢ mamy ufe] =t,

(1i1) ¢ jest S5-tautologia.

Oczywiste jest, ze nawet dla S5-modeli konstrukcja przedstawiona w cz. 111
nie pozwala na obliczenie wartosci logicznej (w sensie cz. III) formut z iteracja
symboh ‘-’ lub ‘«’ 1j. formut z ®\ Z.

W [1] i [2] zbior W w S5-modelu u = {w, W) nazwany jest ‘zbiorem
mozliwych $wiatow’, za§ wartosciowanie w — ‘rzeczywistym swiatem’. Zgodnie
z okresleniem wartosci W( f,v) dla v z W, ,,kazdy $wiat [z W] jest mozliwy
wzgledem dowolnego innego [$wiata z W]~ ([2]). Jest to ,,absolutne pojecie
mozliwego $wiata” ([2]). Zauwazmy, ze dla formut z £ mozemy ograniczy¢ te
intuicyjng interpretacje i przyjac¢ jedynie, ze kazdy ,,§wiat” z M jest mozliwy
wzgledem ,,rzeczywistego §wiata” w. Sa to tez, oczywiscie, wystarczajace intuicje

_ zwiazane z obliczaniem wartosci m(p) w cz: Il dla ¢ z Z.

VL. POROWNANIE IMPLIKACH KONEKTYWNEJ Z FUNKTORAMI MODALNYMI

Niech ‘M’ i1 ‘L’ symbolizujq odpowiednio funktory modalne ‘mozliwe
jest, ze’ oraz ‘konieczne jest, ze’. Niech zbior F° spetnia wszystkie te warunki
co zbidér T plus dodatkowy warunek: jezeli aeX¥, to MoeF° i LaeF’.
Dla zbioru F° mozna zbudowa¢ réwnie prosta jak dla X semantyk@, dodajac
do warunkéw 1°-8° z cz. 1II ponizsze warunki:
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9° m(Ma) =1t wtw istnieje takie v z M, ze v(x) =t,

10° m(Lay =t wtw dla kazdego v z M, v(®) =t,

1 rozszerzajac odpow1edn10 pojecie kon- tautologn na caly zbior F°. Otrzy-
mamy wtedy jako kon-tautologie <« Lewisowskie> formuly: ‘(p—»q) =

= "M@p&q)i‘(p>a=Lp>oq.

VII. PELNOSC RACHUNKU R,

W czesei tej udowodnimy, ze kazda kon-tautologia jest teza rachunku R Rkon-
Wprowadzmy kilka pomocniczych pojec:
(i) W zbiorze P(Z) x X zdefiniujmy relacje — ponizszym warunkiem:
X+ ¢ wtw 1° dla X = J, ¢ jest teza racunku Ryon
2° dla X # ¢, istnieja w X takie ¢4, ..., @, z€
(¢y & .. & ¢,) > ¢) jest teza Rkon
Zauwazmy, ze relacja — ma nastepujace wlasnosci:
(+) T— @ wtw ¢ jest teza rachunku R .,
Istotnie, jezeli &f— @, to z 1° mamy: ¢ jest teza Ryon. Odwrotnie, jezeli
X = i ¢ jest teza Ryop, to spetnione sa oba 1° i 27, wigc X — ¢.
(++) jezeli X— @ i XY, to Y o.
Istotnie, jezeli X = & # Y, todlay z Y formula (¢ = (¥ > ¢)) jest teza Rkon
Na mocy (+) rowniez ¢ jest teza Rkon, wigc (¥ D @) jest teza Rkon Zatem
Y — ¢. Ponadto, jezeli X # ¢, to formuty ¢, ..., ¢, z 2° naleza réwniez do Y,
wiec Y o.
(++ +) jezeli @ jest teza Ryopn, to X+— ¢ dla kazdego X < X.
(i1) Mowimy, ze zbior X jest sprzeczny w R o, wiw istnieje takie ¢, ze
X+— ¢ oraz X+ 1¢. -
Zauwazmy, ze zbidr X L {719} (odp. X U {¢}; {7 ¢}) jest sprzeczny w R Rxon
wtw X ¢ (odp. X~ 1¢; @ jest teza Ryon)-
(1i1) Mowimy, ze zbidr X jest maksyEfaTlny W Ryon wtw dla dowolnego
¢ nie nalezacego do X zbidr X U {p} jest sprzeczny W Ryon.-
Dowolny zbior X maksymalny w Ryon i niesprzeczny w Ryon ma “na-
stepujace wlasnosci: - -
1) X— ¢ wtw peX,
2) jezeli ¢ jest teza Ryop, to @eX,
3) 1@e X wtw nieprawda, ze pe X,
4) (p&yY)eX wtw peX i YeX,
HeviyeX witw peX lub YyeX,
6) (p o Y)e X wtw e X lub YyeX,
N (@=yY)eX wtw @, yeX lub 19, 1YeX,
8) (p—y)eX wtw (9 > Y)eX i (Y > p)eX.
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Niech X bedzie dowolnie wybranym maksymalnym i niesprzecznym
zbiorem w Ryon. Okreslimy wartosciowanie wy na Zm nastgpujacym
warunkiem: dla zeZm, wy(z) =t wtw ze X. Latwo udowodnié, ze
(x) dla ¢ z Z¥: wy(p) =1t wtw geX.

Ponadto, zdefiniujemy zbiér Wy zlozony z pewnych wartoSciowan na Zm:
veWy wtw dla dowolnych a,f z Z¥: jezeli (x - feX, to v(e> f)=t.
Zauwazmy, ze wye Wy. Istotnie, na mocy aksjomatu (9) oraz wilasnosci 2,
3 1 6 zbioru X otrzymujemy, ze jezeli (« —» f)e X, to rowniez (x > f)e X,
tj. na mocy (x), wy (@ > f) =t.

Zatem para uporzadkowana puy = {wy, Wy jest absolutnym S 5-modelem.
Wykazemy, ze
(xx) dla ¢ z X: uy[p]l =1t wtw peX.

Istotnie, »
— gdy ¢ z X' poniewaz uy[@] = wy(9), wiec (xx) sprowadza si¢ do (x),
— gdy ¢ =(y— d) dla pewnych y, § z T*.

Jezeli pe X, to zgodnie z definicja zbioru Wy, dla dowolnego v z Wy
mamy v(y > 6) =t. Zatem uy[p] =t.

Odwrotnie, niech dla dowolnego v z Wy, v(y o ) =t. Wtedy {(x > f):

(x = f)e X} F=(y o 0). Istotnie, wybierzmy dowolne wartosciowanie v na Zm
takie, ze v(x > y) =t dla wszystkich a, f, dla ktorych (x— f)eX. Wtedy
z definicji zbioru W, otrzymujemy, iz ve Wy. Zatem, na mocy zaloZenia,
rowniez v(y © 6) = t. Zauwazmy teraz, ze na mocy stwierdzenia 5(i) i wlasno-
sci 2 zbioru X mamy F # {(x > ) : (@ = p) jest kl-tautologia} < {(x = f):
:(x— p)eX}* Na mocy wlasnosci relacji = (cz. II) dla pewnego n > 1
istnieja takie formuly oy, .., o,, B, -, By, 2€ (@, > B)eX dla i=1,..,n oraz
(o 2 By) & ... & (2, 2 B,)) 2 (y 2 ) jest kl-tautologia, czyli jest teza Ryop.
Stad, na mocy stwierdzenia 5 (i), formuta (0, — 8,) & .. & (2, = B,)) @ (y = )
jest teza Ryoy. Zatem z definicji, X — (y — J), za$ stad na mocy wlasnosci
1 zbioru X otrzymujemy, iz (y —» d)e X.
— gdy ¢ = (y ) dla pewnych y, § z £*': Na mocy wlasnosci 8 zbioru X.
— stosujac indukcje¢ po ilosci symboli ‘-, ‘&, “v’, ‘=, ‘=" wystepujacych
w formule ¢, lecz nie w argumentach symboli ‘-’ i ‘—’, dowodzimy warunku
(xx) dla dowolnych formut z X. Istotnie, jezeli ¢ nie ma takich spdjnikow, to
warunek (xx) zostal juz dowiedziony powyzej. W przeciwnym przypadku,
stosujac wlasnosci 2—7 zbioru X, zalozenie indukcyjne oraz okreslenie wartosci
logicznej danej formuly, otrzymujemy teze.

Ustalmy teraz dowolnie wybrana formule ¢ z X, lecz taka, ze zbidr {} nie
jest sprzeczny w Ryon. W znany sposob konstruujemy maksymalny i nie-

# Zauwazmy, ze tylko dzigki regule rR mozna wykaza¢, iz zbior {(a > f):(a— flex}
nie jest pusty. Dlatego w rachunku R’,,, w ktorym nie przyjmujemy rR, musimy przyja¢
aksjomaty postaci (11). -
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sprzeczny zbior MAX yr zawierajacy {y}. Wykazano powyzej, ze zbior MAX Y/
wyznacza pewien absolutny S35-model p,, ktérego odpowiednie obcigcie daje
nam taki model m, formuly ¥, ze my(y) =t.

Zatozmy na koniec, iz ¢ jest kon-tautologia. Wtedy dla dowolnego modelu
m formuly ¢ mamy m (7 ¢) = f. Zatem na mocy poprzedniego akapitu, zbior
{n¢} jest sprzeczny w Ryon, czyli @ jest teza rachunku Ryop.

VIII. ZASTOSOWANIA DYDAKTYCZNE

W podrecznikach logiki jej metody formalne najczesciej wykorzystywane
sa przy badaniu poprawnosci wnioskowan w ramach klasycznej logiki zdan.
Badanie wnioskowania przeprowadzamy wedlug ponizszej procedury. Za-
stepujemy zdania proste zmiennymi zdaniowymi oraz kazdy spojnik zdaniowy -
jego odpowiednikiem w logice klasycznej. Uzyskujemy w ten sposob formalny
schemat wnioskowania o, ..,a,/a (odp. formalna zasade wnioskowania
(0 &..& a,) > a) i badamy jego niezawodnos¢ (odp. jej tautologicznos)
metodami klasycznej logiki zdan.

Przewazajaca cze$¢ implikacji w badanych w podrecznikach wnioskowa-
niach to tzw. ,,okresy warunkowe rozumiane potocznie”, czyli implikacje,
ktore wyrazaja jaki$ zwiazek pomiedzy poprzednikiem i nastgpnikiem.
W ogole nie spotyka si¢ «czystych> implikacji materialnych (np. ‘Jezeli
2-2 =8, to Torun lezy nad Wislta’), chociaz z teoretycznego punktu widzenia
wlasnie dla nich, a nie dla ,,okresOw warunkowych rozumianych potocznie”,
adekwatne jest przedstawione powyzej podejscie formalne.

Przyjmijmy, ze implikacja konektywna i rownowaznos¢ konektywna sa
odpowiednio formalnymi reprezentantami implikacji i rownowaznosci ,,rozu-
mianych potocznie”. Zalézmy, ze formula (o, &..& ¢,) > ¢, z Z bedaca
zasada pewnego wnioskowania jest kon-tautologia. Niech @7 powstaje
z ¢, po zamianie funktorow konektywnych na materialne. Wtedy formuta
(o7 &.& TN > @y jest kl-tautologia. Istotnie, poniewaz (¢, &... & ¢,) > @,
jest rowniez S5-tautologia, wigc na mocy znanej wlasnoéci systemu S35,
jezeli implikacje $cista 1 roOwnowaznos¢ Scista bedziemy interpretowac jako
materialne, to formula ta staje sie tautologia klasyczna. Zatem formula
(07 &..& @) = @7 jest kl-tautologia.

-Z tego co pokazano wyzej widaé, Zze tautologiczno$¢ uproszczonej za-
sady wnioskowania z * jest warunkiem koniecznym wiasciwej zasady z X.
Niestety nie jest to warunek wystarczajacy, co pokazuja nastgpujace
przykiady: 1) ‘q o (p = q)’ jest tautologia, zas§ ‘q>(p—q)’ nie jest, 2)
‘(pvg&(p=1)>(1g=>1) jest tautologia, lecz “(p v @&(p—1) > (q—1) -
nie jest.

Zatem szukanie zasad dla wnioskowan, w ktorych wystepuja implikacje
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i rownowaznosci ,,rozumiane potocznie”, w zbiorze ¥ ma tylko czesciowo
teoretyczne uzasadnienie. Jednak proba znalezienia tych zasad w jednym ze
znanych modalnych rachunkow zdan pociagnetaby za soba powazne trudnosci
w badaniach semantycznych® spowodowane dos¢ skomplikowanym (jak na
kurs ogélny) aparatem matematycznym uzywanym w tzw. strukturach mode-
lowych Kripkego. Skomplikowanie aparatu matematycznego zwiazane jest
z proba adekwatnej interpretacji superponowania funktorow modalnych
(stosunkowo tatwa semantyka dla systemu S5 niezbyt trafnie to oddaje).
Omawiane wyzej trudnosci znikng, gdy zrezygnujemy z superponowania
funktoréw intensjonalnych. Istotnie, pokaze na przykladzie, ze stopien trudno-
sci najbardziej ekonomicznej metody sprawdzania tautologicznosci formut
z ¥ tzw. semantycznego dowodu nie wprost nie jest wigkszy w zastosowaniu
do formul z . W mysl te] metody zakladamy, ze badana formula nie jest
tautologia, tzn. ze istnieje taki model m, w ktorym badana formutla jest
falszywa. Jezeli to zalozenie doprowadzi nas do sprzecznos$ci, to oczywiscie
w kazdym modelu badana formula musi by¢ prawdziwa. Jezeli powyzsze
zalozenmie nie doprowadzi nas do sprzecznoéci, to z pomoca uzyskanych
wnioskoéw potrafimy zbudowaé konkretny model, w ktorym badana formuia
jest falszywa.
PRZYKLAD la. (p2q)&(g@>1r)>(p>1)
Z zalozenia otrzymujemy, Ze istnieje takie wartosciowanie v zmiennych ‘p’, ‘q’,
‘r’, przy ktorym badana formula jest falszywa. Zatem zgodnie z interpretacja
funktorow ‘>’ i ‘& mamy v(‘p>q’)=v('qor’)=t i v('p>or’)={.
Z ostatniego wzoru mamy v(‘p’) =1t i v(‘r’) =f. Stad i dwoch pierwszych
wzorow otrzymujemy sprzeczno$¢: v(‘q’) =1t i v(‘q’) = {.
PRZYKLAD 1b. (p—q&(@-r)>(p—r)
Zakladamy, ze istnieje taki model m = {w, M >, w ktorym badana formuia
jest falszywa. Zatem zgodnie z interpretacja funktorow ‘>’ i ‘&’ mamy
m(‘p->q)=m(‘q->r’)=t i m(‘p—>r’)={. Zatem zgodnie z interpretacja
funktora ‘—~ istnieje w M takie wartosciowanie v zmiennych ‘p’, ‘q’ 1 ‘r’, ze
v(‘p’)=t 1 v(‘r’)=1. Stad 1 z dwoch pierwszych wzorow wykorzystujac
interpretacj¢ funktora *—’ otrzymujemy sprzecznos¢: v(‘q’) =t i v(‘q’) = {.
PRZYKLAD 2. (pvq&(p—-r1)>(1q—r1)
Zakladamy, ze istnieje taki model m = (w, M), w ktéorym badana formula
Jest falszywa, czyli m(‘pv q@’)=m(‘q-r)=t 1 m(‘*1q—-r’)={f. Zatem
zgodnie z interpretacja funktorow —’ 1 ‘71’ istnieje w M takie wartoSciowanie
v zmiennych ‘p’, ‘q’ i ‘r’, ze v(‘q’) =v(‘r’) = {. Ponadto zgodnie z inter-
pretacja funktora ‘v’ mamy w(‘p’)=1t lub w(‘q’) =t. Zatem nie uzys-
kujemy sprzecznosci, gdyz przykladowo w modelu {w, {w,v}>, w ktoérym

> Wyprowadzanie tez z aksjomatéow byloby jeszcze bardziej uciazliwe.
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w(p)=w(‘q)=w(r)=t oraz v(‘p’)=v(‘qQ’)=v(‘r’)=f badana for-
mula jest falszywa.

Na podstawie powyzszych przykladow mozna stwierdzi¢, Zze nie istnieja
jakie§ « powazne trudno$ci techniczne> przy prezentowaniu funktorow
konektywnych w ramach ogdlnego kursu logiki. Oczywiscie nalezy jedynie
uprosci¢ uzyty w formalizacji «aparat matematyczny>, ograniczajac go
do podstawien i zbiorow podstawien (<« mozliwych $wiatow>) wartosci
logicznych za zmienne zdaniowe.
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