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TEORIOMNOGOSCIOWA FORMALIZACJA PEWNEJ INTERPRETACII
FORMUL RACHUNKU NAZW Z KWANTYFIKATORAMI

Guido Kiing w pracach [3], [4], [5] i [6] porusza m. in. problemy
zwigzane z interpretacja kwantyfikatorow w Ontologii Le$niewskiego. Moze-
my przyja¢, ze pewien fragment Ontologii jest jednym z systemow rachunku
nazw z kwantyfikatorami oraz ze problem rozumienia jej kwantyfikatorow
jest mocno powiazany z problemem interpretacji kwantyfikatoréw w innych
systemach. Guido Kiing uwaza, ze ,, Lesniewskiego kwantyfikatory nie sa ani
referencjalne, ani substytucjonalne” i ze ,w rzeczywistosci jest .. moZliwy .
trzeci sposdb kwantyfikacji. ... Poniewaz u Le$niewskiego nazwy ogolne [1]
nie tylko oznaczaja przedmioty, lecz takze posiadaja ekstensje, to zakres
kwantyfikacji moze sklada¢ si¢ z tych ekstensji, ... Pomimo kwantyfikacji
ekstensje pozostaja ekstensjami, ktore nazwy posiadaja, ale nie beda na-
zwanymi przedmiotami; zakres przedmiotéw nie zostaje wiec rozszerzomy.
‘W logice Lesniewskiego nie sg identyczne, tak jak w szczegdlnym przypadku
logiki Russella, zakres przedmiotow i zakres warto$ci zmiennych, ... Jezeli
ekstensje pozostaja tym czym sa i nie staja si¢ nazwanymi przedmiotami (nie
uprzedmiotawia si¢ ich), to jednak logika Les$niewskiego pozostaje jeszcze
nadal nominalistyczna; ale jezeli kwantyfikuje si¢ w niej ekstensje, to stoi ona
blisko platonizmu. Chodzi o nominalizm sui generis, ktory faktycznie do-
réwnuje platonistycznej teorii typow Russella. ... przez kwantyfikatory [po-
wolujemy si¢} na ekstensje nazw ...” ([3], polski przeklad s. 96 i 97).

W pracy tej? przedstawie probe formalnego ujecia powyzszych pogladow
G. Kiinga dla pewnych systemOow rachunku nazw z kwantyfikatorami.
Dowodzac pelnosci tych systemOw wykorzystam badania semantyczne pew-
nych teorii pierwszego rzedu.

! Z przykladow podanych w [3] widaé, ze chodzi tutaj o wyrazenia, ktore w polskiej
literaturze przyjelo si¢ oznaczaC terminem ‘nazwa generalna’ ([7] s. 131, w tej terminologii:
nazwy ogoélne to te nazwy generalne, ktore posiadaja co najmniej dwa desygnaty).

2 Pragne podzickowaé Panu Profesorowi Bogustawowi Iwanusiowi za cenne wskazowki
podane w recenzji, ktore pomogly mi usunaé szereg usterek i niejasnosci.
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I. WEASNOSCI SEMANTYCZNE PEWNYCH TEORII PIERWSZEGO RZEDU

§ 1. Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu (bez identycznosci), w kto-
rego alfabecie jako pozalogiczne wystepuja jedynie symbole nalezace do
niepustego zbioru predykatow P, takiego, ze P, = P;u P;, gdzie
P} c {‘E’} oraz & # P: c {*A’,‘I’, ‘¢’}, przy czym ‘E’ jest jednoargu-
mentowy, za$ ‘A’, ‘I’ i ‘¢’ sa dwuargumentowe. Niech F; bedzie zbiorem
formut zdaniowych jezyka L, a F) — zbiorem formut bezkwantyfikatorowych
jezyka L.

Struktura dla jezyka L jest dowolna para uporzadkowana S = (|S|, d),
w ktorej | S| jest zbiorem niepustym (uniwersum struktury S), zas d jest funkcja
przyporzadkowujaca kazdej stalej pozalogicznej z P} jaka$ dwuargumentowa
relacje w zbiorze |S| oraz stalej z P} jaki§ podzbior zbioru |S| (przez ¢ ps’
oznaczymy warto$¢ funkcji d na predykacie p). Niech VER (S) bedzie zbiorem
formut prawdziwych w strukturze S.

Niech S, i S, beda strukturami dla L. Odwzorowanie e z |S | na |S,]
Jest epnmorﬁzmem z S, na S, wtw*> dla dowolnych a, b z |S |, p' 2 P oraz
p? z P} mamy:

aepé1 wiw e(a)ep},-z

(@b)epl  ww  (e(@), e(b)epi
Struktura S, jest epimorficzna ze struktura S, wtw istnieje epimorfizm z S,
na S,. W tym wypadku zachodzi ([1], s. 192 1 193):
LEMAT 1. VER(S,) = VER(S,).

Struktura §; jest podstrukturg struktury S, wtw |S,| < |S,| oraz dla
kazdego p z P, : d,(p) pokrywa si¢ z d, (p) na |S,|. W tym przypadku mamy:
LEMAT 2. F? n VER(S,) = VER(S,).

Strukture S dla jezyka L nazywamy specjalna wtw |S| jest niepusta
rodzing zbioréw i dla dowolnych a, b z |S| zachodzi:

jezeli ‘E’eP;, to aeEg wtw a# J

jezeh ‘A’eP,, to (a,b)eAg wtw ach

jezeli ‘I’eP;, to (a,b)ely wtw anb #

jezeh ‘€’eP,, to (a,b)eeg wtw a jest jednoelementowym zbiorem
zawartym w zbiorze b.

Niepusta rodzing zbiorow nazywamy tradycyjna wtw sklada si¢ ze zbio-
row niepustych. Niepusta rodzing zbiorow R nazywamy I-rodzina wtw
R spelnia pomzszy warunek:

jezeli X, YeR 1 XnY # & toistnicje w R takie Z # (J, ze Z< X NnY.

3 ‘wtw’ jest skrotem zwrotu ‘wtedy i tylko wtedy, gdy’.
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Niepusta rodzing zbioréw R nazywamy &-rodzing wtw R spelnia ponizszy
warunek ¢:

jezeli xe X eR, to {x}eR (tj. jezeli xe | JR, to {x}€R).

Jezeli R jest niepusta rodzina zbioroéw, to dowolna strukture specjalna dla
jezyka L, ktorej uniwersum jest rodzing R, nazywamy struktura generowana
przez rodzing R.

Strukture S specjalna dla L nazywamy tradycyjna (odp. I-struktury;
e-struktura) wtw |S| jest rodzina tradycyjna (odp. I-rodzina; &-rodzina).

W jezyku L bedziemy budowac teorie pierwszego rzedu wedtug okreslenia
podanego w [8]. Teoria jest otwarta wtw jej aksjomaty naleza do zbioru F§.

§ 2. Niech L, bedzie jezykiem o jednym symbolu pozalogicznym ‘A’.
W jezyku tym zbudujemy otwarta teori¢ pierwszego rzgdu T,, ktorej
aksjomatami sa ponizsze formuly:

(1) Axx

(2) (Axz & Azy) — Axy

STWIERDZENIE 1. Kazda struktura specjalna dla L, jest modelem teorii
T, (tzn. prawdziwe sq w niej formuty (1) 1 (2)).

Udowodnimy twierdzenie o epimorfizmie dla T ,:

TWIERDZENIE 1. Struktura S jest modelem teorii T, wtw S jest epimor-
ficzna z pewna tradycyjna I-struktura specjalna dla L,.

DOWOD. Niech S bedzie dowolnym modelem teorii T,. Okreslimy funkcje
ez|S| w2!Sl wzorem: e(a): = {c: (c,a)e Ag}. Niech |§'|: = {e(a) : a€|S|}.
Niech S’ bedzie struktura specjalna dla L, generowana przez rodzing |S'|.
Pokazemy, ze e jest epimorfizmem z S na §’. Istotnie, jezeli (a,b)eAg
1 ceefa), to na mocy (2), rowniez cee(b). Odwrotnie, jezeli e(a) = e(b),
to skoro na mocy (1) a € e(a), wigc rowniez a € e(b), czyli (a, b)e Ag. Ponadto
dla kazdego a z |S|, e(a) # &. Pozostaje zatem do pokazania, ze |S'|
. jest I-rodzing. Zatézmy, ze X, Ye|S'| i XnY # . Wtedy istnieja takie
a, b w |S|, ze e(a) = X oraz e(b) =Y. Niech cee(a)ne(b). Jezeli dee(c),
to na mocy (2) rowniez d ee(a) N e(b). Zatem & # e(c) < e(a) N e(b).

Implikacja odwrotna wynika z lematu 1 i stwierdzenia 1. []
WNIOSEK 1. Dla kazdej formuty f z F, ponizsze warunki sa rownowazne:
(0) f jest twierdzeniem teorii T,,

(i) f jest prawdziwa w kazdej strukturze specjalnej dla L,,

(i) f jest prawdziwa w kazdej tradycyjnej strukturze specjalnej dla L,,
(ii)) f jest prawdziwa w kazdej I-strukturze dla L,,

(iv) f jest prawdziwa w kazdej tradycyjnej I-strukturze dla L,.

“ Jest to przeniesienie na rodziny zbiorow pojecia wprowadzonego w [10].
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DOWOD.
(0) = (i) na mocy stwierdzenia 1.
(i) = (ii) = (iv) oraz (i) = (iii) = (iv) oczywiste.
(iv) = (0).
Niech f bedzie prawdziwa w kazdej tradycyjnej I-strukturze, dla L, oraz
niech S bedzie dowolnym modelem teorii T,. Wtedy na mocy twierdzenia
1 i lematu 1, f jest prawdziwa w S. Poniewaz S bylo dowolnym modelem
teorii T ,, wigc na mocy twierdzenia Godla o pelnosci otrzymujemy, iz f jest
twierdzeniem teorii T,. O

Zatem mozemy interpretowac teori¢ T, jako teori¢ struktur specjalnych
dla L, generowanych odpowiednio przez:
(I1) niepuste rodziny zbiorow,
(I2) tradycyjne rodziny zbiorow,
(I3) I-rodziny zbiorow,
(I14) tradycyjne I-rodziny zbiorow.
Oczywiscie, interpretacja (I1) jest szersza od (12), (I3) i (I14), zas (I12) i (I3)
sa szersze od (I4). Przy rozszerzaniu teorii T, mozemy wybra¢ réwno-
prawnie odpowiadajaca nam interpretacje.

§ 3. Niech L,y bedzie jezykiem pierwszego rzedu o dwoch symbolach
pozalogicznych ‘A’ i ‘E’. Juz w tym jezyku mozemy zbudowal takie
rozszerzenia teorii T,, ktore dopuszczaja tylko niektore z interpretacji
(I11)—(14). Jako pierwsze takie (konserwatywne) rozszerzenie zbadamy teori¢
T ,g oparta na aksjomatach:

D A,
2 (Axz & Azy) — Axy,
3 (Ex & Axy) — Ey,
4) ~ Ex — Axy.

Drugim konserwatywnym rozszerzeniem bedzie otwarta teoria TY, oparta
na aksjomatach: (1), (2) oraz
3Y Ex.

Yatwo udowodni¢:
STWIERDZENIE 2. Kazda struktura (odp. tradycyjna struktura) specjalna
dla L,g jest modelem teorii T, (odp. T}p).

Udowodnimy, Ze dla teorii T,p 1 T}, zachodzq odpowiednie twierdzenia
o epimorfizmie:
TWIERDZENIE 2. Struktura S jest modelem teorii T,g (odp. T}p) wtw
S jest epimorficzna z pewng I-struktura (odp. tradycyjna I-struktura) spe-
cjalng dla jezyka L ,g.
DOWOD. Dla T,;: Niech S bedzie dowolnym modelem teorii T,g.
Okreslamy funkcje z |S| w 2!51 wzorem e(a): = {c : ceEg i (¢, a)e Ag}. Niech
IS’|: = {e(a): a€|S|} oraz S’ bedzie struktura specjalna dla L, generowana
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przez rodzing |S’|. Pokazemy, ze e jest epimorfizmem z S na S’. Istotnie, jezeli
(a,b)eAg 1 cee(a), to na mocy (2) réwniez cee(b). Odwrotnie, niech
e(a) c e(b). Wtedy w przypadku, gdy e(a) = &, na mocy (1) otrzymujemy, iz
a¢Eg, a stad na mocy (4) mamy (a, b)e Ag. W przypadku zas, gdy e(a) # & na
mocy (3) 1 (1) otrzymujemy a€e(a). Zatem w tym przypadku rowniez ace(b),
czyli (a,b)e Ag. Ponadto na mocy (1) i (3) otrzymujemy, Zze aeEg wtw
e(a) # J. Pozostaje do pokazania, iz |S’'| jest I-rodzina zbiorow. Zalozmy, ze
X,Ye|S'| oraz X nY # . Wtedy istnieja w |S]| takie a, b i ¢, ze X = e(a),
Y = e(b) oraz cee(a)ne(b). Zatem ceEg, wigc e(c) # ¢J. Ponadto, jezeli
dee(c), to na mocy (2) réwniez dee(a) N e(b). Zatem J # e(c) < e(a) N e(b).

Implikacja odwrotna wynika z lematu 1 i stwierdzenia 2,

Dla T :: podobnie jak wyzej wykorzystujac (3'). []

WNIOSEK 2. Dla dowolnej formuly f z F,p ponizszc warunki sa rowno-
wazne.

(0) f jest twierdzeniem teorii T g (odp. T}y),

(i) f jest prawdziwa w kazdej strukturze (odp. tradycyjnej strukturze)

specjalne) dla L,g,

M f jest prawdziwa w kazdej I-strukturze (odp. tradycyjnej I-strukturze)

specjalnej dla jezyka L.

Z wniosku 2 wynika, ze teorie T, i T, sa konserwatywnymi roz-
szerzeniami teorii T ,. Teori¢ T,z mozemy interpretowac jako teori¢ struktur
specjal-ch dla L, generowanych odpowiednio przez:

(I'1) nicpuste rodziny zbiorow,

(I3) I-rodziny zbiorow,

za$ teori¢ T}, mozemy traktowal jako teorig struktur specjalnych dla L,
generowanych odpowiednio przez:

(I2) tradycyjne rodziny zbioréw,

(I4) tradycyjne I-rodziny zbiorow.

Przy rozszerzeniach tych teorii mozemy wybra¢ rownoprawnie odpowiednia
interpretacje.

§4. W jezyku L,, (w ktérym jako symbole pozalogiczne wystepuja
jedynie: ‘A’ 1 ‘I’) mozemy zbudowac cztery nierébwnowazne konserwatywne
rozszerzenia teorii T,. Interpretacje tych teorii beda odpowiednio konty-
nuacjami jednej z rownoprawnych interpretacji (I1)—~(I4) teorii T,

Dla interpretacji (I 1) odpowiednia bedzie otwarta teoria TSh (Shepherdsona)
oparta na ponizszych aksjomatach:

1) Axx,

(2) (Axz & Azy) - Axy,
5) (Izx & Azy) — Ixy,
(6) Ixy — Ixx,

(7N ~Ixx — Axy.
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Dia interpretacji (I 2) odpowiednia bedzie otwarta teoria T; (Eukasiewicza)
oparta na nastepujacych aksjomatach specyficznych: (1), (2), (5) oraz
6" Ixx.

STWIERDZENIE 3. Kazda struktura (odp. tradycyjna struktura) specjalna
dla L,, jest modelem teorii Tgp (odp. Ty ).

W [9] udowodniono twierdzenia o epimorfizmie dla teorii Tsn i Ty
TWIERDZENIE 3. Struktura S jest modelem teorii Tg, (odp. Ty) wtw S jest
epimorficzna z pewna struktura (odp. tradycyjna strukturg) specjalng L,,.
WNIOSEK 3. Dla dowolnej formuly f z F,;:

S jest twierdzeniem teorii Tg, (odp. Ty) wiw f jest prawdziwa w kazde)
strukturze (odp. tradycyjnej sirukturze) specjalnej dla jezyka L,;.

Zauwazmy teraz, ze formula:
Ixy — 3z (Izz & Azx & Azy)

jest prawdziwa we wszystkich I-strukturach specjalnych dla L,,, lecz ist-
nieja tradycyjne (jak réwniez nietradycyjne) struktury specjalne dla L,
w ktorych jest ona falszywa. Latwo rowniez zauwazy¢, ze implikacja od-
wrotna do powyzszej jest prawdziwa w kazdej strukturze specjalnej dla L,
(jest twierdzeniem teorii Tgy).

Dla interpretacji (I3) odpowiednia bedzie teoria -T,, oparta na na-
stepujacych aksjomatach specyficznych: (1), (2), (7) oraz

(8) Ixy > 3z (Izz & Azx & Azy).
STWIERDZENIE 4. Kazda I-struktura specjalna dla L,, jest modelem
teorii T ,;.

TWIERDZENIE 4. Struktura S jest modelem teorii T, wtw S jest epimor-
ficzna z pewna I-struktura specjalng dla L,,.

DOWOD. Dla dowolnego modelu S tworzymy epimorfizm e z S na I-struk-
ture S’ generowana przez l-rodzing zbiorow |[S'|:= {e(d):ac|S|}, gdzie
e(@:={c:(c,c)elg i (c,a)eAg}. Istotnie, jezeli (a,b)eAs, to na mocy
implikacji (2) mamy e(a) < e(b). Odwrotnie, jezeli e(a) = e(b), to w przy-
padku, gdy e(a) = & na mocy (1) i (7) mamy (a,b)e Ag. W przypadku zas,
gdy e(a) # &, na mocy implikacji odwrotnej z (8) mamy (a,a)el, a stad na
mocy (1) mamy ace(a). Zatem ace(b), czyli (a,b)eAg. Ponadto, jezeli
(a,b)elg, to na mocy implikacji prostej z (8) istnicje takie ¢, ze (c,c)els
i (c,a)eAg 1 (c,b)eAg. Zatem na mocy (1) mamy e(c)# J oraz
e(c) = e(a) N e(b). Odwrotnie, jezeli e(a) N e(b) # J, to istnieje takie c, ze
(c,c)elg i (c,a)eAg i (c,b)eAg. Stad na mocy implikacji odwrotnej z (8)
mamy (a,b)el;. Pozostalo do pokazania, iz |S’| jest I-rodzina zbiorow.
Zatozmy, ze X,Ye|S'| oraz X nY # &. Wtedy istnieja w |S] takie a, b, c,
ze X =e(a), Y = e(b) oraz cee(a) n e(b). Zatem (c, cjelg, wigc na mocy (1)
mamy e(c) # J. Ponadto, jezeli d e e(c), to na mocy (2) rowniez d e e(a) N e (b).
Zatem J # e(c) < e(a) N e(b).

Implikacja odwrotna wynika z lematu 1 i stwierdzenia 4. []



Teoriomnogosciowa formalizacja pewnej interpretacii... 47

WNIOSEK 4. Dla kazdej formuly f z F,;:
[ jest twierdzeniem teorii T, wtw f jest prawdziwa w kazdej I-strukturze
specjalnej dla L, .

Z wnioskow 3 i 4 wynika, ze teorie Ty i1 T, sa rozszerzeniami teorii Ty,
ponadto wszystkie one sa konserwatywnymi rozszerzeniami teorii T, -

Ostatnig z rownoprawnych interpretacji teorii T, jest traktowanie jej jako

teorii struktur specjalnych dla L, generowanych przez tradycyjne I-rodziny
zbiorow. We wszystkich tych strukturach prawdziwa jest ponizsza formutla:
(def, 1) Ixy <> 3z (Azx & Azy).
Jednak istnieja tradycyjne struktury specjalne dla L,,, w ktorych implikacja
prosta z (def, I) jest falszywa, oraz istnieja I-struktury specjalne dla L,,,
w ktorych falszywa jest implikacja odwrotna z (def; 1). Latwo zauwazy¢, ze
implikacja odwrotna z (def, 1) jest prawdziwa w kazdej tradycyjnej strukturze
specjalnej dla L,, (jest twierdzeniem teorii Ty ).

Niech T, bedzie definicyjnym rozszerzeniem teorii T, za pomoca definicji
(def, 1).

STWIERDZENIE 5. Kazda tradycyjna I-struktura specjalna dla L, jest
modelem teorii T},.

Upraszczajac dowdd twierdzenia 4 mozna tatwo wykazad:
TWIERDZENIE 5. Struktura S jest modelem teorii T, wtw S jest
epimorficzna z pewna tradycyjna I-struktura specjalna dla L.

WNIOSEK 5. Dla kazdej formuly [ z F,;:
f jest twierdzeniem teorii T, wtw f jest prawdziwa w kazdej tradycyjnej
I-strukturze specjalnej dla L ,,.

Z wnioskOow otrzymujemy, ze teoria T, jest rozszerzeniem teorii Ty,

Tu i Tgp, oraz ze T}, jest konserwatywnym rozszerzeniem teorii T ,. -

§5 W jezyku L, (w ktorym jako symbole pozalogiczne wystepuja
jedynie ‘A°, ‘I” oraz ‘E’) mozemy zbudowaé definicyjne rozszerzenie teorii
T, za pomoca definicji:

(def, F) Ex & Ixx.

Latwo zauwazyC, ze formula (def, E) jest prawdziwa we wszystkich struk-
turach specjalnych dla L, .. Powyzsze rozszerzenic oznaczmy przez ‘Tgpg'.
Latwo zauwazy¢, ze zgodnie z § 4 zachodzi: -
STWIERDZENIE 6. Kazda struktura specjalna dla L, jest modelem
teorii IShE’

TWIERDZENIE 6. Struktura S jest modelem teorii Tge wtw S jest
epimorficzna z pewna struktura specjalna dla L. -

WNIOSEK 6. Dla dowolnego [ z F,:

S jest twierdzeniem teorii Tg,p wtw f jest prawdziwe w kazdej strukturze
specjalnej dla L . -
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Jedna z rownoprawnych interpretacji teorii T, jest traktowanie jej jako
teorii struktur generowanych przez I-rodziny zbiorow. We wszystkich tych
strukturach prawdziwa jest formutla:

(def, T) Ixy & 3 z (Ez & Azx & Azy).

Jednak istniejg tradycyjne (jak roOwniez nietradycyjne) struktury specjalne dla
L. W ktorych implikacja prosta z (def, I) jest falszywa. Zauwazmy, ze
implikacja odwrotna w (def, I) jest prawdziwa w kazdej strukturze specjalnej
dla L, (est twierdzeniem teorii Tgpg).

Niech T, bedzie definicyjnym rozszerzeniem teorii T,g za pomoca
definicji (def, I).

STWIERDZENIE 7. Kazde I-struktura specjalna dla L, jest modelem
teorii T ,g;.

Podobnie jak poprzednie twierdzenia mozna udowodni¢:
TWIERDZENIE 7. Struktura S jest modelem teorii T,y wtw § jest
epimorficzna z pewna I-struktura specjalng dla L,;z.

WNIOSEK 7. Dla dowolnej formuly f z F, 5
f jest twierdzeniem teorii T g wtw f jest prawdziwa w kazdej I-strukturze
specjalnej dla L .

Ponadto mozemy w jezyku L,z rozszerzy¢ teorie Ty i T}, — zgodnie
z ich interpretacjami — za pomoca aksjomatu (3'). Oczywiscie, pierwsze
z tych rozszerzen jest rownowazne definicyjnemu rozszerzeniu teorii T; za
pomoca (def E), za§ drugie — definicyjnemu rozszerzeniu teorii T, ¢ za po-
moca definicji (def; I).

§ 6. W jezyku pierwszego rzedu L, (w ktérym jedyna stata pozalogiczna
jest ‘e’) rozpatrzymy teoric O (Ontologia) o jedynym aksjomacie specy-
ficznym:

O) exy—>(3zezx &V z V u((ezx & ezu) - ezu) & V z (ezx — ezy))

W [10] udowodniono twierdzenie o epimorfizmie dla teorii O:
TWIERDZENIE 8. Struktura § jest modelem teorii O wiw § jest epimor-
ficzna z pewng e-struktura specjalna dla jezyka L.

WNIOSEK 8. Dla dowolnej formuty f z F,:
f jest twierdzeniem teorii O wtw [ jest prawdziwa w kazdej e-strukturze
specjalnej dla jezyka L,.

Dla teorii EO (Elementarna Ontologia) bedacej rozszerzeniem teorii O
(W jezyku L,.) powstalym po dodaniu jako aksjomatow wszystkich formul
postaci '

Ix Vy(eyx < (eyy & 9))
gdzie ¢ jest taka formulg z F,, w ktorej ‘x’ nie wystgpuje jako zmienna
wolna, udowodniono w [2]: :



Teoriomnogo$ciowa formalizacja pewnej interpretacji... 49

TWIERDZENIE 9. Struktura S jest modelem teorii EO wtw § jest epimor-
ficzna z pewnga struktura specjalng dla L., w ktorej uniwersum jest zbiorem
potegowym jakiego$ zbioru.

WNIOSEK 9. Dla dowolnej formuly f z F,:

f jest twierdzeniem teorii EQ wtw jest prawdziwa w kazdej strukturze
specjalnej dla L., ktorej uniwersum jest zbiorem potggowym.

§ 7. Niech L bedzie jezykiem pierwszego rzedu, w ktdrym wystepuja
wszystkie predykaty wymienione w § 1. Zauwazmy, ze ponizsze formuly sa
prawdziwe w kazdej e-strukturze specjalnej dla L:

(def A) Axy & Vz(ezx - £zy)
(def, E) Ex &> 3z (ezx)
(defy I) Ixy o 3z (ezx & ¢zy)

Oczywiscie, istnieja struktury specjalne dla L, w ktorych falszywe sa impli-
kacja odwrotna z (def A) oraz implikacje proste z (def, E) 1 (def; I).

Dla zbudowanego w L definicyjnego rozszerzenia teorii O (odp. EO)
za pomoca definicji (def A) (def, E) i (def; I), mozna latwo udowodnié
odpowiednik twierdzenia 8 i wniosku 8 (odp. twierdzenia 9 i wniosku 9)
— korzystajac z twierdzenia 8 (odp. twierdzenia 9).

§ 8. Z kazda otwarta teoria pierwszego rzedu T zwiazana jest teoria T°
oparta na aksjomatach teorii T i nadbudowana w zbiorze bezkwantyfikatoro-
wych formul teorii T nad klasycznym rachunkiem zdan. Przy tym zachodzi:
bezkwantyfikatorowa formula jest twierdzeniem teorii T wtw jest ona twier-
dzeniem teorii T°. Na mocy lematu 2 z §1 oraz wnioskow z §2-5
otrzymujemy:

WNIOSEK 10. Dla kazdej formuty f z F (odp. F%:, FS, Fos):

a) f jest twierdzeniem teorii T§ (odp T T, T9, T9p) wtw f jest
prawdziwa w kazdej tradycyjnej strukturze specjalnej dia L, (odp. L g,
L, Lag) ktorej uniwersum jest zbiorem potegowym jakiegos zbioru.

b) f jest twierdzeniem teorii T Q. (odp. TSh, T%e) Wtw f jest praw-
dziwa w kazdej strukturze specjalnej dla _L_ A (odp. Las Lag) ktorej
uniwersum jest zbiorem potegowym jakiego$§ zbioru.

Z wnioskow 3, 4, 5, 10 otrzymujemy:

WNIOSEK 11. Dla kazdej formuty f z F{

f jest twierdzeniem teorii Tsn {odp. TL) wtw f jest twierdzeniem teorii T,

(odp. T3,)-

Podobanie otrzymujemy:

WNIOSEK 12. Dla kazdej formuly f z F3.:

f jest twierdzeniem teorii TShE (odp. TLE) wtw f jest twierdzeniem teorii

T (odp. TAIE)
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. PEWNE RACHUNKI NAZW Z KWANTYFIKATORAMI

§ 1. Jezyki formalne uzywane w cz. I mozna zastosowa¢ w rachunku nazw
z kwantyfikatorami, gdyz jak zauwazono w [8] (s. 49) ,, Wyrazenia poprawnie
zbudowane posiadaja znaczenie tylko wowczas, gdy podana jest interpretacja
dla (wystepujacej w nich) symboliki”’. Bedziemy zatem traktowac zmienne
jako tzw. zmienne nazwowe, za$ symbole ‘A°, ‘I’, ‘E’ oraz ‘g’ beda
reprezentowaé teraz odpowiednio funktory zdaniotworcze od argumentow
nazwowych: ‘kazde..jest..’” (zdanie ogolno-twierdzace), ‘pewne..jest..’
(zdanie szczegétowo-twierdzace), “istnieje co najmniej jedno...” (zdanie egzys-
tencjalne) oraz funktor Lesniewskiego ‘... jest..." (zdanie jednostkowe w sensie
Lesniewskiego). Funktory te traktujemy jako state logiczne o ustalonej
interpretacji, przy ktorej:

— zdanie ogoélno-twierdzace jest prawdziwe wtw zakres podmiotu jest
zawarty w zakresie orzecznika,

— zdanie szczegdlowo-twierdzace jest prawdziwe wiw podmiot i orze-
cznik maja wspolny desygnat,

— zdanie egzystencjalne jest prawdziwe wtw argument funktora glow-
nego jest nazwa niepusta, '

— zdanie jednostkowe w sensie Lesniewskiego jest prawdziwe wtw
podmiot jest nazwa jednostkowa i jego jedyny desygnat jest desygnatem
orzecznika.

W ten sposob teorie omawiane w cz. I mozemy rozpatrywac jako pewne
rachunki nazw z kwantyfikatorami (kwantyfikatory interpretujemy analogicz-
nie jak w teoriach pierwszego rzedu, przy czym inny jest zakres wartosci
zmiennych).

§ 2. Niech U bedzie dowolnie wybranym zbiorem, za§ R niech bedzie
dowolnie wybrang niepusta rodzina zbiorow. W rozwazaniach formalnych
U ma odpowiadac ,,zakresowi przedmiotéow” u G. Kiinga i maja do niego
naleze¢ desygnaty niepustych nazw, tj. oznaczane przez te nazwy przedmioty.
Rodzina R ma odpowiadac zbiorowi ekstensji, tj. wedlug G. Kiinga ma to by¢
»Zakres wartosci zmiennych”. Z filozoficznego punktu widzenia ciekawy jest
problem dotyczacy zwiazku zachodzacego pomigdzy zbiorem U i rodzing R.

Z formalnego punktu widzenia zachodzi¢ moga rézne relacje pomigdzy
zbiorem U i rodzing R. Przykladowo, mozemy przyja¢ jedna z ponizszych
zaleznosci:

— R=2Y;

— UR = U (kazdy element jakiego$ zbioru z rodziny R nalezy do zbioru

- U oraz odwrotnie kazdy element zbioru U jest elementem jakiegos zbioru .
z rodziny R; zauwazmy, ze R < 2V rownowazne jest { JR < U);

5 Uwage t¢ zawdzigczam Panu Profesorowi Bogustawowi Iwanusiowi.
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— R ¢ 2V (kazdy zbior z R jest podzbiorem zbioru U, lecz jaki§ pod-

zbior zbioru U nie nalezy do rodziny R);

— 2V g R;

— UR g U;

— U g UR;

(niektore z powyzszych zaleznosci pociagaja inne oraz sa wsrod nich relacje
wykluczajace si¢). Zaleze¢ to bedzie od przyjetych zatozen filozoficznych.
Wydaje si¢ bezsporne tylko to, iz rodziny zbior6w 2V i R maja niepuste
przecigcie, w ktorym zawarta jest rodzina zbiorow R, zlozona z zakresow
nazw (kazdy desygnat jakiejkolwiek nazwy nalezy do U, wigc R, < 2Y, oraz
z zatozenia R, — R). Kwestia rodzaju relacji pomigdzy U i R nie bedzie
odgrywa¢ zadnej roli w formalnej semantyce rachunkow nazw z kwan-
tyfikatorami (w ogoéle nie bedziemy uzywac zbioru U). Pozostawiamy te¢
kwesti¢ bez rozwiazania, jako czysto filozoficzng. W formalnej semantyce
analizowanych przez nas rachunkow nazw istotng role odgrywac bedzie
jedynie struktura mnogosciowa rodziny R.

Przy powyzej ustalonej interpretacji stalych ‘A’, ‘I’, ‘E’ oraz ‘¢’ (trak-
towanych jako stale logiczne; § 1) przyjmujemy standardowe pojecie spel-
niania formuly przez wartoSciowanie zmiennych w rodzinie zbiorow R.
Mowimy, ze dana formuta z L jest prawdziwa w rodzinie R wtw jest spel-
niona przez kazde wartosciowanie zmiennych w R (przy ustalonej inter-
pretacji statych). Oczywiste jest, ze dla f z L zachodzi:

f jest prawdziwa w rodzinie R wtw f jest prawdziwa w strukturze spec-
jalnej dla L generowanej przez rodzing R.
(W drugim przypadku f interpretujemy jako formule jezyka pierwszego rzedu).

Niech K bedzie niepusta klasa zlozona z pewnych niepustych rodzin
zbiorow. Dla formut z jezyka L (traktowanych jako formuly rachunku nazw)
wprowadzimy nast¢pujace pojgcie K-tautologii:

f jest K-tautologia wtw dla kazdej rodziny R z K : f jest prawdziwa w R.

§ 3. Jezeli bedziemy rozpatrywac teorie omawiane w cz. I jako rachunki
nazw z kwantyfikatorami, to wnioski 1-9 uzyskane w cz. I dadza nam
twierdzenia o petnosci odpowiednio wzgledem nast¢pujacych klas: klasy
wszystkich niepustych rodzin zbioréw, klasy wszystkich tradycyjnych rodzin
zbiorow, klasy wszystkich I-rodzin zbiorow, klasy wszystkich tradycyjnych
I-rodzin zbioréw, klasy wszystkich ¢-rodzin zbiorow, klasy wszystkich zbio-
row potegowych. Przykladowo, dla K bedacego klasa wszystkich ¢-rodzin
zbioroéw:

S jest twierdzeniem definicyjnego rozszerzenia rachunku O wtw f jest
K-tautologia.
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