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ROZSTRZYGALNOSC W BEZKWANTYFIKATOROWYM RACHUNKU NAZW

W pierwszej czeSci pracy zajmiemy sie rozstrzygalnosScia
zbioru tautologii pewnego bezkwantyfikatorowego rachunku nazw
oraz zbioréw tautologii réznych fragmentéw tego rachunku. Nie
bedziemy korzystaé przy tym z metateorii rachunku predykatéw.
Rozstrzygalno$¢ bedzie wynikaé z lematu 1, w ktérym podamy
dokladne oszacowanie gérne mocy modeli weryfikujgcych okresSlone
klasy formuz .

W drugiej czesci pracy badamy powy2sza rozstrzygalno$¢ w
oparciu o rozstrzygalno$Sé wezszego monadycznego rachunku predy-
katéw pierwszego rzedu z identycznosScia (MRP_). Chociaz roz-
strzygalnos¢é zbioru tautologii MRP_ jest znanym faktem‘, udowo-
dnimy 3ja jednak w drugiej cze$Sci pracy. Czynimy to 2z dwéch
powodéw. Po pierwsze dlatego, ze metoda, ktérag przy tym zasto-
sujemy, uwypukli zwigzek pomiedzy zbiorem tautologii bezkwanty-
fikatorowego rachunku nazw i zbiorem tautologii MRP_ . Mianowi-
cie, udowodnimy lemat 2, w ktérym podamy dokladne oszacowanie
gérne mocy modeli weryfikujacych formuty MRP_ . Z lematu 2 nie

tylko wynikaé bedzie rozstrzygalnos¢ MRP_, lecz réwniez pewne
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przypadki lematu 1 2, Ponadto, podobne oszacowanie, jak w lema-
cie 2, podano w [l] (twierdzenie 1 s. 250). Jest ono jednak
wieksze od naszego, zas autorzy stwierdzaja, Ze nie mozna go
zredukowaé (zadanie 25.2 s. 259).

Oczywiscie, bedziemy posfugiwaé si¢ w tej pracy jedynie
intuicyjnym okresleniem rozstrzygalnosSci, ktdre zarazem spetnia
wymogi Scistej definicji rozstrzygalnbéci. Zbiér tautologii
danego rachunku jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje jednolita metoda pozwalajgca o kazdej jego formule
ustalié¢ w skoriczonej liczbie krokéw czy formula ta nalezy, czy

tez nie, do zbioru tautologii.
Czesé I,

1. FORMULY BEZKWANTYFIKATOROWEGO RACHUNKU NAZW. Niech ZM bedzie
zbiorem tzw. zmiennych nazwowycha, zlozonym 2z nastepujgcych
liter: ‘s"‘P"‘S1"‘Sz""" itd. Bedziemy bada¢ bezkwantyfi-
katorowy rachunek nazw, ktérego jezyk ma nastepujace stale
logiczne: A) symbole ‘a’,‘i’,‘e’ oraz‘'i!’ - reprezentujace
odpowiednio funktory zdaniotwércze: ‘kazde...jest...’ rozumia-
ny stabo‘, ‘pewne...jest...’, stalg LeSniewskiego ‘...jest...’
oraz ‘doktadnie jedno...jest...’,

B) stala 'V’ - reprezentujaca nazwe uniwersalng ‘przedmiot’,

C) symbole ‘'’,‘+’ oraz ‘+/ - reprezentujgce odpowiednio funk-
tory nazwotwércze ‘nie...’,‘...lub...’ oraz ‘...i...’.
D) symbole ‘-’ ,‘A’,‘v’/,‘»’ oraz ‘=’ - reprezentujace odpowie-

dnio, klasycznie rozumiane, spéjniki zdaniowe negacji, koniunk-
cji, alternatywy, implikacji materialnej i réwnowaznosgci

materialneij.
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Niech S bedzie zbiorem 2zloZonym ze statych: ‘a’,‘i’,‘e’,
iy, WM, M2 0o Niech ponadto s bedzie dowolnym podzbio-
rem zbioru $, zawierajacym przynajmniej jedny ze stalych ‘a’,
‘i, ve’, %187, Zbiorem terméw Ts, wyznaczonym przez 2zbidér s,

jest najmniejszy zbidér zawierajacy zbidér ZM oraz spelniajé,cy

warunki:

- jezeli ‘V’es, to ‘V'eTs,

- jezeli cer® i ‘V'’es, to r¢/ver’,

- jezeli ‘Ci,tzETs i ‘+’es, to '(t1+r2)‘eTs '

- jezeli rl,tzeTs i ‘e’es, to '(ri-rz)"eTs .

Zbiorem formul zdaniowych Zs, wyznaczonym przez zbiér s,
jest najmniejszy zbiér spelniajgcy warunki:
- jezeli ‘Cl,tzeTs i de{‘a’,‘i’,‘e’ i’} n s, to 'tistz"ezs,
- jezeli creZS, to "-ucr"ezs,
- jezeli al,ozezs i §e{‘A’, v/ V2027, to "(0'1§0'2)"ezs .
Ponadto, przyjmijmy tzw. metajezykowe definicje méwigce, ze
"'cla*tz", 'tlm:z‘, "‘Cietz-', "tle*'cz‘, r'Clé‘Cz-', ‘ext’, "1:1='c2",
"ex!t" oraz "solt” sa odpowiednio skrétami formui 'tlitlArlatz",

r b r b r ] r b r I
sT.at,’, -'tlitz ’ ‘Clit1A-|1.'1i‘C2 ’ T,aT AT AT ", Tit’,

rt1etz"tz°t11' rzet® oraz "=titvtetr® °.

Niech T 1 ¥ beda odpowiednio zbiorami terméw i formul
zdaniowych, wyznaczonymi przez zbidér S.
2. TAUTOLOGIE W ZBIORZE =°, Modelem dla zmiennych z ZM jest
dowolna para uporzadkowana u=<U,d>, w ktérej U jest niepustym
zbiorem (nazywanym uniwersum modelu), zas d jest funkcjg (nazy-
wang funkcjg denotacji) przyporzadkowujaca kazdej zmiennej z ZM
jaki$ podzbibér zbioru U.

Funkcje d z modelu u=<U,d> przedluzamy w sposdb rekuren-

cyjny do funkcji DU, okreslonej na calym zbiorze T i przyjmuja-
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cej jako wartosci podzbiory zbioru U : dla <, T, i T, 2 T
oY ()=,
oV vy=u winy
oYz e yy=p"(r,) v 0V (z,),
DU("('C1°'L'2)")=D£]('E1) A DU(tz).

Przyporzadkujmy dowolnemu modelowi u=<U,d> zbidér SATu(z)
formul zdaniowych z ¥ spelnionych w modelu 4 . Przyporzadkowa-
nia tego dokonujemy indukcyjnie, za pomocg funkcji ' ®, w nas-
tepujacy sposéb: dla T, 2 T oraz 0,0,,0, 2 T

r ] 7
T.at, eSATu(Z) @

D(‘l.'l)S D(tz)
rtli‘tz"ESATu(Z) e D(T)) n D(T,)*2
rt18t21ESATu(Z) & Card(D(t, ))=1 i D(t )< D(T,)
rtli!tz‘ESATu(E) e Card(D(T,) n D(T,))=1
'qa“eSATu(Z) * 0¢SAT, (T)
'(olAaz)"eSATu(Z) ® o-leSATu(E) i ozeSATu(Z)
"(o‘ivaz)"eSATu():) @ c‘leSATu(z) lub azeSATu(Z)
"(0,> 0,)"eSAT (L) » 0,¢SAT (L) lub 0,€SAT (L)
'(01505)‘ESATH(Z) ® a},oEeSATu(Z) badz 01,02¢SATH(2)
Card(D(t)) to moc zbioru D(t).
Dla zbioru =% (okreslonego jak w p. 1) przyjmijmy defini-

S ® Formuta o z =° jest tautologia

cje: SATu(ZS):=SATu(Z) ns
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego modelu i, quATu(Zs).
Niech TAUT(ZS) bedzie =zbiorem tautologii =z 5. Oczywiscie,
TAUT (=5 )=TAUT(}) n =°.

3. ROZSTRZYGALNOSC 2ZBIORU TAUT(X®). Niech 3° bedzie zbiorem
formul zdaniowych okreslonym jak w p. 1. Udowodnijmy nastepuijg-
cy lemat:

LEMAT 1. Niech formuta o z =° ma k zmiennych (k=0) oraz zbidér s

zawarty jest odpowiednio w zbiorze:
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1) s
2)  {Mar, i, Nel MY Ve Ny (k>0)
3)  {‘a’, Vi’ ver, Vit , M)

4)  {ta’, M, e’ M) (k>0)

5) (\al,\il,\el,\vl}

6) {‘a’,'i’,‘e’} (k>0)
7) {\al'\ill\vll\lI'\...l,\.l)
8) {(rar,vif, e et (k>0)

9) {‘a’,‘i’,'v’}
10) {‘a’,‘i’} (k>0)

wWtedy, oeTAUT(Zs) e o0 jest spelniona w kazdym modelu, ktdérego
uniwersum ma moc nie wieksza odpowiednio od liczby s

k+1

1) 2
2)  2(2%-1) (k>0)

3)  k(k+1l)+2

4)  k(k+1) (k>0)
5)  k(k+3)+2

6)  k(k+3) (k>0)
7y 2"

g8) 2*-1 (k>0)

9)  Zk(k+1)+1
10)  k(k+1) (k>0)
DOWOD “s* z definicji tautologii.

"«" Niech o bedzie dowolnie wybrang formuila gz =° majaca k
zmiennych (kz0; gdy k=0, to w o wystepuja jedynie termy utwo-
rzone 2 ‘V’) oraz niech 91,...,i; beda réznymi zmiennymi w o.

Dla dowolnie wybranego modelu u=<U,d> utworzymy model

m=<U,5> taki, Z2e jego uniwersum U ma odpowiednig (skoficzona)
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moc oraz bedzie spelniony warunek:
oesun(zs )  oesaT, (5°) (*)

Z dowolnoSci modelu u otrzymamy wtedy dowodzong teze.

Ad 1) W zbiorze v? okreslamy relacje réwnowazZnosSci * w na-
stepujacy sposéb:
- jezeli k=0, to » jest relacija pelng, tj. réwng e,
- jezeli k>0, to dla dowolnych u,veU

usv & dla kazdego i=1,...,k: ued(?‘)o ved(y‘)
Oczywiscie relacja =~ dzieli 2zbiér U na niepuste i parami rozig-
czne klasy abstrakcji 61,...,(!“ , gdzie 1=n=2*. W przypadku k=0
mamy tylko jedna klase abstrakcji e=U, w przypadku zas k > 0
klasa abstrakcji GJ (1sj=n) jest odpowiednia kombinacjaq k ele-
mentowego iloczynu zbioréw, z ktérych kazdy jest badZ postaci
d(?l) badZ postaci U \d(?l) (1sisk). Mamy, oczywiscie, 2* xom-
binacji takich iloczynéw. Odrzucajac ewentualne puste iloczyny,
otrzymamy n=2". Przyjmujac lul_ :={veU : vxu}, dostajemy {lul  :
usU}={€1,...,€n}, przy czym dla dowolnego UueU: uecJ e lul = GJ.
Wprost z definicji relacji » otrzymujemy dla l=i<k oraz ueU:
ued(#,) o lul s d(,) » lul  n d(# )+ o

Za pomocg indukcji po podtermach tatwo pokazaé, ze dla

dowolnego T wystepujacego w formule o zachodzi: dla kazdego ueU
ued(t) o lul s D(T) & lul n D(T)*o

Z modelu u=<U,d> tworzymy model wm=<U,6> w nastgpujgcy spo-
s6b. Dla kazdego 1lsj=n w klasie abstrakcji QJ wybieramy w dowo-
lny sposéb jej jednego reprezentanta v Dla 1=j=n poldézmy:
- gdy card G)= 1, to HJ:={EJ},
- gdy Card €,> 1, to uj:={€ﬂrj}.
Teraz przyjmijmy U:=0 wv...v U@ . Oczywiscie, Card U = 2-2%,

Funkcj¢ .denotacji b'okreélamy za$ na ZM nastepujgcym wzorem:
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5(#)i={uell : usd(¥) badz ued(¥); °

Indukcyjnie po podtermach mozna pokaza¢, 2ze dla kazdego

termu T wystepujacego w formule ¢ zachodzi
D(t)={uell : usD(T) badZ uneD(T)} (+)

Istotnie, dla zmiennych jest to okreSlenie funkcji $. Jezeli
‘W’es, to d(‘V/)=U oraz D(‘V’)=U, zas dla kazdego uell albo ns U
albo ueU. JeSli ‘‘’es, to dla 1l=js=n przyjmujac zal'ozenie induk-
cyjne (+) mamy: EJES("'!:") ® GJGD('C) ® Gj \D(T)#2 « (S:JnD('c)=a @
(!js U \D(T) e GJS.D("C"‘); ponadto, rJeD("t"')e rjeD(‘c)e r #D(T)
® rJeD("'c”). JeSli ‘+’es, to GJED(r‘Cl'Pt;) ® Gjei)(-cl) v D(tz)'
® Gjen(tl) lub (!Jel)('cz) 3 stu(tl) lub (!JSD(‘CZ) ® rJeD(tl) lub
rjeD(T:z) @ rJED(tl)UD(‘CZ) ® @'JSD(‘Cl)UD(tZ) @ GJSD("'CI+’C2"); po-
nadto, r}eD("t;tZ") @ szD(tl)uD('cz) ® rJeD('Cl) lub rjsi)(‘cz) ™
rjeD('cl) lub red(T,) o reD(tT,) v D(T,) o rjeD("'cl+'c2‘). Jesli
‘eles, to (ijei)("tl-tz") @ (!’Jéi)(ti)ni)(tz) ® (!Jei)('ci) i (!'je!)(tz)e
GJSD('CI) iGJSD('Cl) @ G'JSD(tl)r\D(tz) ® (sjs D(rtl"cz"); ponadto,
rfD(rt1't21) s rJeD(ti)n!)(tz) ® rjeD('cl) i rJeD(tz) ® rJeD('cl)
i rJeD(tz) @ re&D(T,)nD(T,) rfD(rtl't;)‘

MoZzemy teraz udowodni¢ indukcyjnie po podformutach formuly
0, 2e dla kazdej podformuty zachodzi warunek (*). Wystarczy to
sprawdzié dla formul atomowych, gdyZz indukcyjny dowéd dla
formul ztozonych jest oczywisty. Dla formut atomowych, warunék
(*) wynika z -trzech nastepujgcych réwnowaznosci: D(t,)s D(T,)
@ D(T)) < ¥(T,) (dla podformulty rtlat;); D(t,) nD(T,)*e o
d(t,)nd(t,)*e (dla podformuty ‘tit)"); dla pewnego UeU,
{uy}= D(T )nD(T,) o dla pewnego uoen, {u,}= D(’ci)n!)('cz) (dla
podformul "'cli!'cz1 oraz "t et)").

Niech D(‘CI)SD('CZ). Wtedy, na mocy (+), D('ci)sD(t'z).

Odwrotnie, niech D’(tx) < D(tz) oraz -zaitézmy, 2ze ueD(ti). Wtedy
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lul s D(z,), tj-!lll%ei)(tl). Stad lul ed(T), tji. luls D(z,).
Poniewaz uel|ul_, wiec ueD(T,).

Zalézmy, ze dla pewnego u U, uoeD('cl) n D(T)). Wtedy =z
wrasno$ci funkcji D, Iuolz < D(tl) i Iuolz € D(T,). Stad
I"olsse”(t,)"s(tz)' Odwrotnie, niech )J(tl)n D(t2)= ?. Wtedy, gdy
Ejeﬂ(ti)n!)(tz), to o # GJSD(tl)nD(tz), gdy zas rJeD(tl)n D(rz),
to z (+) mamy rjeD(tl) n D(rz).

Niech dla pewnego ueU, {u}=D(T))nD(T,). Z wlasnosci
funkcji D manmy, 'uolz € D(t)) i Iuolz € D(t,). Zatem Iuolz <
D(t )nD(T,). Skoro lu | e, wiec lu | ={u;}. Zgodnie 2z okresSle-
niem zbioru 1, uocﬂl. Ponadto, '"‘,'ze’)(t,) nD(tz). Pokazemy, ze
jest to jedyny element tego zbioru. Istotnie, jeSli u nalezy do
(T, )nd(T,) i jest klasa abstrakcji, to jej reprezentant nalezy
do D(T,)nD(T,), czyli réwna sie u,. Stad zas u =|uo|z. Ponadto,
4 nie moze naleze¢ do D(tl)n’!)(rz) i byé reprezentantem jakiejs
klasy abstrakcji, gdyz nalezaloby réwniez do D(T )nD(T,), czyli
musiatoby sie réwnaé u , zas u¢ll. Odwrotnie, niech dla pewnego
uell, {u,} = 3(T ) nd(T,), Wtedy u, jest jednoelementowa klasg
abstrakcji, gdyz inaczej, gdyby u, byto co najmniej dwuelemen-
towa klasg abstrakcji, do 3(z,) n3(t)) musiataby naleZeév u
razem ze swoim reprezentantem, zas gdyby u  bylo reprezentantem
jakiej$ klasy abstrakcji, do D(ti)nD(rz) musialaby naleze¢ réw-
niez ta klasa. Przyjmijmy u={u}. Poniewaz uosD(rl) nD(tZ),
wiec ueDd(t ) n D(T,). Ponadto, jesli ueD(T ) n D(T), to
IuleD(tl)nD(tz). Zatem, na mocy (+), IulleD(t‘>n§)(t2). Dalej z
zatozenia mamy l|ul = u . czyli u = u . Stad {u,}=D(t,) n D(T,).

Ad 2) Przy powyzszych oznaczeniach, odrzuémy klase abstra-
kcji bedaca iloczynem zbiordéw U \d(Y‘), 1=i=k. Jezeli byla to

jedyna klasa abstrakcji réwna U, to przyjmijmy U:={@s}. Teraz
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card us2*''-2, 2 uwagi na to, v2e w o nie wystepuje ani ‘’’ ani
‘Vv’, wiec dla dla dowolnego termu t w ¢ i dowolnego ueU, ueD(T)
o yely 1. Reszta dowodu jak ad 1), z oczywistymi uproszczeniami.

Ad 7) Przy oznaczeniach ad 1), przyjmijmy U:= {El,...,ﬁn}
oraz 5(¥):={uell : usd(¥)}. Indukcyjnie po podtermach, latwo po-
kazaé, Ze d(tT)={uell : usD(T)} dla dowolnego termu T wystepuja-
cego w formule ¢. Teraz podobnie jak w 1), 2z oczywistymi
uproszczeniami, pokazujemy, 3ze: D(t,)s D(T,) = }5(t1)s a(T,)
(dla podformuly ’ttata"); D(T )nD(T,)* @ © (T ) nI(T,)* o
(dla podformuly r‘tlit21 ).

Ad 8) W dowodzie ad 7) odrzucamy klas¢ abstrakcji bedgca
iloczynem zbioréw U \d(¥,) (analogicznie jak w q;iwédzie ad 2).
Jezeli byla to jedyna klasa abstrakcji réwna U, to przyjmijmy
U:={2}. Reszta dowodu jak ad 1), stosujac uwage z dowodu ad 2.

Ad 3) 2zatézmy, ze Card U > k(k+l1)+2 (czyli Card U > 2),
gdy jest inaczej, kladziemy m:= u.

a) Rozwaimy przypadek k>0. Przyjmijmy 3I:= {d(y")nd(v’j) :
1si, jsk oraz d(yi)nd(Yj)ﬂb} oraz J:={ {X}s3 : Card X>1}. Poléz-
my UW:=3ujv{U,{U}} oraz okreSlmy na ZM funkcje §(¥):= {Xedu{U} :
Xsd(¥)} v {{X}edu{{U}} : Xsd(¥)}. Oczywiscie, Card U = K(k+1)+2
oraz 6(¥)= {d(¥)} e Card d(¥) = 1.

Motywujac podobnie jak ad 1), wystarczy pokaza¢, ze
D(ri)s D(tz) ® i)(rl)s D(‘ca); D(T,)n D(zr,)* 2 & D(ti)n D(tz)tyﬂ;
Card(D(tl)nD(rz)) =1le Card(D(rl_)r\D(tz)) = 1.

Niech D(t,)<D(T,). Rozwazmy dwa przypadki:l. Card D(t,)=1:
wtedy T,/ T,€IM, gdyz z zalozenia Card U >2. Zatem badZ d(t1)= 2
badz d('cl)= d(t,). Stad otrzymujemy badi b(tl)=ﬂ badz b('t.'l)=
{d(tl)}= b('l:z); 2. Card D(t,) * 1: wtedy, jezeli XeD(tl), to Xs

D(tl)s D(T,), wiec XeD('cz). Jezeli zas {X}ed(T), to X< D(t )¢
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D(t,), wiec {X}ED(tz). Odwrotnie, niech D(T,)s (T,). Jezeli
D(t )=@, to D(t )s D(T,). Jezeli D(t )*3, to D(t )evi{U}, gdyz
albo T €ZM albo T ='V’. Zatem w kazdym z mozliwych przypadkéw
D(T )ed(T ). Stad D(T )ed(T,), czzli D(t,)s D(T,).

Niech D(t,)nD(T,)* @. Wtedy D(ti)nD(tZ)eD(tl)nD(tz). Isto-
tnie, rozwazmy dwa przypadki: 1. Card D(t1)=1 lub card D(t2)=1.
Wtedy tleZM lub tzelm. Stad d(tl)= D(tl) n D(tz) lub d(t2)=
D(tx) n D(tz). Zatem b(T1)= {d(tl)} = {D(t1)n D(tz})s D(tz) lub
b(t2)= {d(tz)} = {D(T,) n D(T,}) <€ (T ); 2, Card D(T,) > 1 i
Card D(rz)> 1. Jesli T,eIM i tzeZM, to d(ti)nd(tz)eb(tl)nb(tz).
Jesli T,€IM i T,='V’, to d(T )n D(T,)= d(rz)ES. Jesli T, =V’ i
T, €ZM, to d(tz)nD(tl)=d(tz)E3. Jesli Tl=‘V’=t2, to D(T )nD(T,)=
Ue{U}. Odwrotnie, niech D(lem(tzﬁm. Bierzemy dowolne u nale-
zgce do tego 1iloczynu. JeSli uedu{U}, to @& =au¢< D(tl)nD(tz).
Jesli ueju{{U}}, to dla pewnego velu{U} mamy, @+#0< D(tl)nD(tz).

Niech dla pewnego uosU, {uo}= D(tl)nD(tz). %2 poprzedniego
akapitu wynika, 2Ze wtedy {uo}eD(tl)r\D(tz). Pokazemy, 3ze
{{uo}}= D(tl)nD(Tz). Istotnie, przypusémy, iz ueD(tl) n D(tz).
Gdyby u nalezalo do Ju{{U}}, to dla pewnego v z 3Ju{U} mieliby-
Smy °eD(T, )nD(T,), Przy czym v byloby zbiorem co najmniej dwue-
lementowym. Poniewaz jest to niemozliwe, wiec uelu{U}. Stad
@ *u<D(T)nD(T,), wiec u ={u,}. Odwrotnie, niech Card(d(tT, )n
D(tz)) = 1. 2 poprzedniego akapitu wynika, 2ze D(tl)nD(tz) 20
pociaga D('cl) nD(T,)*e, a to zas pocigaga to, iz D(T )n D(tz)e
D(tl)r\D(tz). Zbidér D(t,) n D(T,) musi byé jednoelementowy,
gdyz w przeciwnym wypadku réwniez {D(tl)r\D(tZ)} nalezatoby do
D(tl) n D(tz), co jest sprzeczne z zalozeniem.

b) W przypadku k = 0 bierzemy U:={U,{U}} oraz b(¥):= e dla

feZIM. Reszta dowodu jest oczywista.
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Ad 4) Niech 3 i 3 beda okreslone jak w 3a). W przypadku,
gdy 3 =@ polézmy U:={s}, za$ w innym przypadku U:=3uj. Funkcje
b okreSlamy podobnie jak w 3a) biorac jedynie X z 3uj. Reszta
dowodu jak w 3a), z oczywistymi uproszczeniami.

Ad 5) zatézmy, 2e Card U >§ k(k+3) + 2 (czyli card U> 2),
gdy jest inaczej, kladziemy m:= u.

a) Przypadek k > 0. Niech 3 bgdzie okreSslone jak w 3a oraz
przyjmijmy

f:={ {d(f‘)) : 1=isk oraz Card d(¥ )>1}
Niech U= vRv {U,{U}} oraz okres1lmy na M funkcje
5(¥):={XeIu{U} : Xsd(¥)} v { {X}efRu{{U}} : Xcd(¥)}. Oczywiscie,
card U = %k(k+3)+2 oraz 8(#)={d(¥)} e Card d(¥) = 1.

Motywujac podobnie jak ad 1), wystarczy pokazaé¢, ze
D(T,)sD(T,)e D(z,)sd(t,) (dla podformut "ciatz");D(ri)nD(tz)a o
® (T ) ndz,) *2 (dla podformul 'riitz‘); Card D(t) = 1 &
Card 9(t) = 1 (razem z pierwsza dla podformul "ttetz‘).

Dwie pierwsze réwnowaznosSci dowodzi si¢ analogicznie  jak w
ad 3). Udowodnijmy zatem trzecig.

Niech Card D(tT)=1. Podobnie jak w 3a, pokazujemy, Ze wtedy
Card 9(t) = 1. Odwrotnie, niech card 9(t) = 1. Wtedy D(t)ed(T).
Zbiér D(t) musi byé jednoelementowy, gdyz w przeciwnym wypadku
réwniez {D(t)} nalezaloby do d(t), co jest sprzeczne z zaltoze-
niem.

b) W przypadku k = 0 bierzemy U:={U,{U}} oraz §(¥):= e dla
feZM. Reszta dowodu jest oczywista.

Ad 6) W 5a) dokonujemy analogicznej zmiany jak w 4), w
stosunku do 3a).

Ad 9) a) przypadek k >0. Niech 3 bedzie okreSlone jak w 3a

oraz przyjmijmy, ze U:= 3u{U}. Funkcje b okreSslamy na ZM warun-
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kiem 8(¢):= {unell : us d(¥)}. Reszta dowodu podobnie jak w 3a).

b) przypadek k = 0. Bierzemy U:= (U} i §(¥):= o.

Ad 10) W 9a) dokonujemy analogicznej zmiany jak w 4), w
stosunku do 3a). o 1

% powyzszego lematu ratwo wyprowadzié¢ w standardowy sposéb
(np. [9], 8.162) rozstrzygalnoSé odpowiednich zbioréw TAUT(ZS).
W ogélnym przypadku, rozstrzygalno$¢ zbioru TAUT(ES) wynika z
przypadku 1 w powyzszym lemacie. Istotnie, TAUT(SS) =
TAUT(L) n Zs, zas zbory TAUT()) i bond 83 rozstrzygalne.

CzesS¢ 1II.

1. WEZSZY MONADYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW Z IDENTYCZNOSCIA.
Niech VAR:={‘x',‘y’,‘x1’,‘x5’,...} bedzie przeliczalnym zbiorem
zmiennych indywiduowych, P:={‘f',‘g’,‘f1’,‘f2’,...} - zbiorem
zmiennych reprezentujacych jednoargumentowe predykaty, ‘=’ -
predykatem identycznoSci, ‘V’ - kwantyfikatorem og6lnym oraz
‘3’ - kwantyfikatorem szczegGlowym. Poza wymienionymi wyzej
symbolami, w formulach weZszego  monadycznego rachunku
predykatéw z identycznoScia beda wystepowaé spéjniki zdaniowe i
nawiasy uZywane w czeSci I. Jako zmiennyéh syntaktycznych prze-
biegajacych zbiér WAR uzywa¢ bedziemy liter ‘@’ oraz ‘y’, za$
dla zbioru P - litery ‘{’.

Zbiér MRP_ formut wezszego monadycznego rachunku predyka-
téw 2z identycznoécia jest najmniejszym 2biorem spelniajgacym
ponizsze warunki:

- jezeli xeVAR i {eP, to "fax"eMRP_,
- jezeli xeVAR i peMRP_ , to "Vap eMRP_ oraz "3cp’'eMRP_ ,

- jezell @eMRP_, to "~p 'eMRP_,
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- jezeli p,yeMRP_ i §e{‘A’ ‘v’ ‘2/'="}, to "(p§¥ ) eMRP_ .

wWartosSciowaniem zmiennych z VAR w zbiorze U jest dowolna
funkcja okreslona na WAR i przyjmujgca wartosci w zbiorze U.
Modelem dla zmiennych z P jest dowolna para m=<U,d>, w ktérej U
jest niepustym zbiorem, zas d jest funkcja przyporzadkowujaca
kazdej zmiennej z P jaki$ podzbiér zbioru U. W sposéb indukcy-
jny definiujemy zbiér SAT, (v,MRP_) formul z MRP_ spelnionych w
modelu m=<U,d> przez warto$Sciowanie w zbiorze U:

"ex‘esATm(v,uRP=) » v(x)ed(f)
'uq‘esATm(v,m=) o v(x)=v(y)
dla pozostatych formut - uzywajac klasycznej inter-
pretacji sp6jnikéw zdaniowych i kwantyfikatoréw.

Zbidr SATm(HRP=)sklada sie 2z tych i tylko tych formut,
ktére naleza do SAT, (v,MRP_) dla kazdego wartoSciowania v.

Formuta ¢ z MRP_ jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego modelu m, $eSAT, (MRP_). Niech TAUT(MRP_) bedzie
zbiorem tautologii z MRP_.
2. ROZSTRZYGALNOSC ZBIORU TAUT(MRP_). W dowolnej formule z MRP_
wystepuje k zmiennych z P (kz0) oraz 1 zmiennych 2z VAR, ktérych
cho¢ jeden egzemplarz jest argumentem predykatu ‘=’ (1 = 0).
Oczywiscie, k+l > 0. Ponadto, 1= 0 # w ¢ nie wystepuje predykat
‘=’, oraz k=0 ¢ jest formulg elementarnej teorii identy-
cénoSci. Udowodnijmy nastepujacy lemat:
LEMAT 2. Niech ¢eMRP_ , zas k oraz 1 beda liczbami opisanymi
wyzej. Poidimy 1°:=max(1,1). Wtedy

¢€TAUT (MRP_) & kazdy model o co najwyzej 1°. 2" elementowym

uniwersum spetnia formule ¢.
UWAGA W [1] podano oszacowanie gérne réwne r-zk, gdzie r to

ilos¢ wszystkich zmiennych z VAR wystepujacych w formule ¢.
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Doktadniej, udowodniono twierdzenie 1, ktére w przyjetej przez
nas symbolice glosi: jeSli jakas formula domknieta jest spel-
niona w jakim$ modelu, to jest réwniez ona spelniona w pewnym
modelu, ktérego uniwersum ma co najwyzej r-2* elementéw. 2
twierdzenia tego w tatwy sposéb mozna wyprowadzié odpowiednik
naszego lematu 2 (liczba r-2* zamiast liczby 1°-2k). Istotnie,
niech ¢ bedzie dowolna formula, zas ¢° jej dowolnym domknie-
ciem. Wtedy otrzymujemy: ¢eTAUT(MRP_) o ¢°eTAUT(MRP=) o ™
nie jest spelniona w zadnym modelu ¢« w Zzadnym modelu o co naj-
wyzej r-2* elementowym uniwersum nie jest speiniona formula

& w kazdym modelu o co najwyzej r-2* elementowym uniwer-

rp
sum jest spelniona formuta ¢° & w kazdym modelu o co najwyzej
r-2* elementowym uniwersum jest spelniona formula ¢p.

DOWOD LEMATU 2. "»" z definicji tautologii.

"e“z Wezmy dowolna formute speiniajaca =zalozenia lematu
oraz niech ﬂ,...,ﬁ (k20) beda réznymi zmiennymi z P wystepu-
jacymi w ¢, za$ Tpenes (1z0) beda réznymi 2zmiennymi 2z WAR
wystepujacymi w ¢ jako argumenty statej ‘='.

Dla dowolnie wybranego modelu m=<U,d> utworzymy model
- m=<U,5> taki, Ze jego uniwersum U ma moc co najwyzeij 1°-2* oraz
spetniony jest warunek:

jesli PESAT, (MRP_), to peSAT, (MRP_) (*)
Z dowolnosci modelu m otrzymamy wtedy dowodzona teze.

W zbiorze U° okreslamy relacje rownowazno$ci ~ w nastepu-
jacy sposéb:

- jezeli k = 0, to » jest relacja petna, tj. réwna Uz,
- jezeli k > 0, to dla dowolnych u,veU

urv « dla kazdego i=1,...,k: ued(ﬂ) ® VEd(ﬂ)

Oczywiscie, relacja ~ dzieli zbidr U na niepuste i parami roz-
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laczne klasy abstrakciji @1,...,€n , gdzie 1= n =2, w przypadku
k=0 mamy tylko jedng klase abstrakcji e=U, w przypadku zas k>0
klasa abstrakcji GJ (1sj sn) jest odpowiednia kombinacja k ele-
mentowego iloczynu zbioréw, z ktérych kazdy jest badZ postaci
d(4,) badz postaci U \d({,) (lsi sk). Mamy, oczywiscie, 2* kom-
binacji takich iloczynéw. Odrzucajac ewentualne puste iloczyny,
otrzymamy ns2“. Przyjmujac lul_:={veU : vsu}, dostajemy {lul, :
uel }= {Gl,...,Gn}, przy czym dla dowolnego ueU: ue(!:j ® |u|z=€j.
Wprost z definicji relacji »~ otrzymujemy dla lsi=k oraz ueU:
ued(f ) « |ul s d(f) « lul, nd(f)*o

Z modelu m=<U,d> tworzymy model m=<u,b>‘w nastepujacy spo-
s6b. Dla kazdego lsj=n potézmy ljz=min(1°,Card €)-1. Wybierzmy
w dowolny sposéb podzbidr (5: zbioru GJ, ztozony 2z 1J elementow
((5.': to zbiér 1J réZnych reprezentantéw zbioru GJ)“. Dla 1sjsn
polézmy uj:={cj} qu. Oczywiscie, Card Ilj=min(1°,Card Gj) oraz
zbiory u,...,U s3 parami roztaczne. Przyjmijmy U=t uv...v U.
Oczywiscie, Card U = 1°.2% .

Funkcje denotacji & okreSlamy na P nastepujgcym wzorem:

5(f):={uell : usd(f) badz uned(f)}

Projekcja ze zbioru U na zbiér U nazywamy kazds funkcje F

z U na U spelniajaca warunek: dla ueU oraz j=1,...,n
ue@J @ F(u)euJ

Niech Proj bedzie zbiorem wszystkich projekcji 2z U na U 1,

2biér ten nie jest pusty, gdyz Card uj =< card (!'J dla j=1,...,n.

WezZmy dowolne wartosciowanie v z me. Zauwazmy, ze Card U
=z Card v( {acl, e ,ml}) . Ponadto, dla kazdego j=1,...,n oraz
dowolnego X < v{{e ,,...,x}) zachodzi:

jesli X ¢ Gj , to card X = card 11J ()

gdyz Card X = Card GJ oraz Card X =1, czyli Card X =min(1,Card
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cj) s card uJ. Niech Projv bedzie zbiorem tych i tylko tych

projekcji 2z Proj, ktére s3 rdéznowartoSciowe na 2zbiorze

v({€,...,®}). Na mocy warunku (t) wiemy, 2ze istnieja takie
. ._ 15
projekcije .

VAR . V . . F

Dla dowolnych veU i FeProj okreSlamy wartosSciowanie v

VAR

nalezace do U : dla xeVAR
vF(a:):={ F(v(x)) , gdy xe{x ,...,x } y
lv(e) |, , W przeciwnym przypadku
Indukcyjnie po podformutach formuly ¢ udowodnimy, 2e dla
dowolnych VeUVAIR i FePro jv :
PeSAT, (Vv ,MRP_) o goeSATm(VF,MRP___) (**)

Udowodnijmy wyjSciowe kroki indukcyjne, gdy podformuta ¥
formuly ¢ jest atomowa:
1) (przy k > 0) zalézmy, 2e ¥ = "#lac‘ dla i=1,...,k. Wtedy dla

VAR i F'eProjv zachodzi badZ VF(a:)=IV(a:)Iz badz

dowolnych veU
v (@)= F(v(2)). zatem v(e)ed(f) o v (e)sd(f,) badz v (z)ed(s,)
o vF(z)eb(,). stad VESAT (v MRP_) o wesum(vF,th:).

2) (przy 1 > 0) zatézmy, 2e y = "a:i=acj‘ dla i,j=1,...,1. Wtedy
V(a:‘)=v(a:J) ® F(V((El) )= F(v(a:J)) ® VF(xl)= vF(a:j) dla dowolnych

VeruR

i FeProjv, gdyz F jest funkcjg rdéznowartos$ciowa na
zbiorze V({acl,...,a:l}).

Zalézmy teraz, ze warunek (**) zachodzi dla dowolnych pod-
formut « oraz B formulty ¥, ktéra jest znowu podformuta formuty
¢. Rozwazmy nastepujace przypadki:

3) ¥ = "a” oraz e FeProjv . Wtedy "-aa’eSATm(V,MRP___) N
€SAT_ (v ,MRP_) o QeSAT,_(V,MRP_) » "-a’eSAT, (v’ ,MRP_).

4) y="(an8)", veUYM i peproj’ . wtedy "(aAB) €SAT(V ,MRP_) »
«€SAT, (v,MRP_) i BeSAT, (v ,MRP_) » aesaT_(v' MRP_) i gesar_(v%,

MRP_) « "(anB) eSAT_(v' ,MRP_).
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5)-7) podobnie pokazujemy, gdy ¥ jest alternatywa, implikacia

lub réwnowaznoscia.

VAR i FeProjV. Zalézmy,  Ze

VAR

8) Yy = "Vea'. Weimy dowolne veU
"Va:a"eSATm(VF /MRP_), tzn. dla kaidego warto$éciowania well
rézniacego sie od v co najwyzej na « mamy @eSAT  (w,MRP_).

VAR rézniqce sie od v co

Wezmy teraz dowolne wartoSciowanie weU
najwyzej na «, tzn. dla 4 *« mamy v(4)= w(4). Zatem dla kazdego
y=ca, VF(q)= vF(y), czyli v¥ rézni sie od v co najwyzej na «.
W takim razie aeSATm(vF,MRP=). Stad i z przyjetego zatoZenia
indukcyjnego mamy oeSAT, (¥v,MRP_), co wobec dowolnosci warto-
$ciowania w daje nam "Va:a’eSATm(v,MRP=) .

Odwrotnie, -zalézmy, 2e "Va:a"ESATm(V,MRP=). Weimy teraz

VAR réznigce sie od vF co najwyzej na

dowolne wartosciowanie well

«. Pokazemy, ze aeSATm(w,HRP_), co wobec dowolnosci w, znaczyé
A =

bedzie, ze "Vm"eSATm(VF,MRP=). Zauwazmy, Ze skoro F jest odwzo-

rowaniem «na», wiec istnieje takie u e, zZe F(uo) = w(x). Wpro-

wadZmy ponizsze wartosciowanie v, nalezgce do VAR,
v(4) ¢, gdy y*c
v (y):=
u ¢ gdy y=¢c

[¢]

F F F
Dla y#« mamy, w(4)=v (q)=v°(q) oraz w(zr.)=F(uo)= F(Vo(a:))=ro(a:).
Zatem w = rrf;. Poniewaz v, rézni sie od v co najwyzej na «, wiec
z zatozenia, iz "Va:a‘eSATm(V,MRP=) mamy, «eSAT_ (v ,MRP_). Stad
i z przyjetego zalozenia indukcyjnego mamy, aeSAT  (w,MRP_).

9) ¥ = "3za”. WeZmy dowolne vevVAR 5 FeProj”. zaiézmy, ze

VAR r62-

'Bm"eSATm(VF,MRP=), tzn. istnieje wartosSciowanie well
nigce sie od ¥ co najwyzej na « takie, ze aeSATm(w,HRP=). Dla
kazdego y*«¢ mamy w(q)=VF(q). Poniewaz F jest odwzorowaniem
«na», wiec istnieje takie ueU, ze F(u )=w(x). Zatem dla

wartosciowania v, zbudowanego w analogiczny sposéb jak w 8),
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réznigcego sie od v co najwyzej na «, mamy vf = w. zatem

o
oceSATm(Vﬁ' MRP_). Stad mna mocy za;lozenia indukcyjnego mamy
aeSATm(VO,MRP=). Poniewaz v, r6zni sie od v co najwyzej na «,
wiec 'BM‘ESATm(V,HRl’:). .

Odwrotnie, 2zalézmy, 2zZe "Elaca"eSATm(V,MRP=), tzn. istnieje

VAR rézniace sie od v co najwyzej na « takie,

wartoSciowanie weU
Ze aeSAT (v,MRP_). Wtedy v rézni sie od v co najwyzej na «,

zas 2 2zalozenia indukcyjnego mamy aeSATm(vF,HRP=). Zatem

’Bma’eSATm(VF,MRP=).
Z (**) otrzymujemy (*). Zaldimy, ze ¢eSATm(uRP=) oraz
weimy dowolne vetV™ i Fepro i Wtedy v eu"”"", wiec

q)eSATm(VF,'MRP=). Zatem, na mocy (**), weSATm(v,MRP=). 2 dowol-
noSci v otrzymujemy, Ze (oeSATm(MRP=)”. o

Z powyzszego lematu latwo wyprowadzié w standardowy sposéb
(np. {9], s.162) rozstrzygalnos¢ zbioru TAUT (MRP_).
3. POROWNANIE ZBIOROW TAUT(Y) I TAUT(MRP_). Niech ° bedzie do-
wolng bijekcja z ZM na P. Wprowadimy formalne dziatanie
®:TxVAR ~» MRP_ w nastepujacy sposéb rekurencyjny: dla YeZM, <,
'Ci,tzeT , «eVAR
- Yo = "9
- Wier = "e=x”
- t/7ex = "~tex’

L4 hl r b
- + ex = er V
('l:1 1:2) (1:1 'czaaz)

1]

- "('cl-'cz)"ea: "(1:1®ac A taem)’

W celu skrécenia sformutowan, przyjmijmy tzw. metajezykowa
definicje kwantyfikatora jednostkowego méwiaca, ze "Ilap(z)’
jest skrotem formuly "Iap(a)a Vavy((@(x)ap(y)) = a=¢)" (¢ =4 i
nie wystepuje dodatkowe ich wigzanie przez kwantyfikatory).

Wykorzystujgc dziatanie e, wprowadZmy "transkrypcje Bren-
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tano"'® formut z Y na formuty z MRP_. Przy ustalonym « z VAR,
na zbiorze ¥ okreslamy w spos6b rekurencyjny funkcje t przyjmu-

jaca wartosci w zbiorze MRP_ : dla tl,tZET oraz 01,o€e2

- t('tlarz‘) 'Va(tlew - tzem)‘

- t(rt1it21) 'Hw(tiam A rzew)“

- t('t1€t21) = 'B!wtiwm A 3e(Tex A tzex)‘

- t('tli!t21) = 'B!m(tiem A tzem)’
- t("ao ) = "at(o)”
= t'-('-(‘7'1§ 0'2)1) = r(t(0‘1)§ t(o‘z))" dla §e{ A’ wirarr=r)

Niech wu=<U,d> bedzie modelem dla zmiennych 2z ZM, a
u°=<U,d°> modelem dla zmiennych z P takim, ze d°(Y)=d(Y). Wtedy
zachodzi stwierdzenie:

STWIERDZENIE dla dowolnego oe}l:
a) aeSATu(E) @ t(a)eSATuo(MRP=)
b) 0eTAUT(L) o t(0)eTAUT(MRP_). ©

Zauwazmy, Ze z powyzszego stwierdzenia oraz z rozstrzygal-
nosci zbioru TAUT(MRP_) wynika rozstrzygalno$¢ zbioru TAUT(Y),
gdyz funkcja t jest podana w sposéb efektywnyw. Z rozstrzygal-
no$ci zas$ TAUT(Y) wynika rozstrzygalno$é¢ poszczegélnych zbioréw
Tavr (%) .

Na koniec zauwazmy, Ze z powyzszego stwierdzenia i z lema=-
tu 2 wynikaja przypadki 1) i 7) lematu 1. Istotnie, w przypadku
1),jesli o z ¥ ma k zmiennych z ZM (k=0), to t(o) jest formulga
domknieta majaca k zmiennych z P oraz co najwyZej dwie zmienne

z VAR *°, wiec tylko one moga by¢é argumentami predykatu

‘=1,
Stad w lemacie 2, dla t(¢) mamy 1°s=2., W przypadku 7) zas, jesli
stata ‘V’ nie wystepuje w o, to w t(c) nie wystepuje w ogdle
predykat identycznosSci. Jezeli zas w o wystepuje ‘V’, to w t(o)

wystepuje predykat identyczno$ci tylko w tautologicznej podfor-
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mule "x = «

(1]

[2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(71

(8]

(9]

Andrzej Pletruszczak

"2 Stad w lemacie 2 dla t(c) mamy 1°=1 (1 = 0,1).
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PRZYPISY

Zbiér formul MRP_ moZna przykiadowo «zanurzyé¢» w zbiér

formut monadycznego rachunku predykatéw drugiego rzedu, w kté-
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rym identyczno$¢ jest definiowana za pomocy kwantyfikatoréw
wiazacych zmienne predykatowe. RozstrzygalnosS¢ tego drugiego
rachunku dowiéd:i Skolem w 1919 r., stosujac metode eliminacji
kwantyfikatoréw ([5], s. 141). Znane sa jednak trudnosci z in-
terpretacja kwantyfikatoréw wigzacych zmienne predykatowe.

Inne dowody rozstrzygalnoSci MRP_ moZna znaleZ¢ np. w [1)]
(s. 250-254) i w [3] (s. 275-278).

2 powéd lematu 2 bedzie uogdlnieniem analogicznegé dowodu

lematu dla wezszego monadycznego rachunku predykatéw bez iden-
tycznoSci, podanego w [9] (s. 161). Innym szczegdlnym przypad-
kiem dowodu lematu 2 jest dowéd lematu, odpowiedniego dla
rozstrzygalnoSci elementarnej teorii identycznosci.

3 Uwazamy, ze 2mienne te reprezentuja (w sensie: «stoja w
miejscu») nazwy generalne ([7], s. 183). Mozna réwniez przyja¢,
2e reprezentuja one wszystkie nazwy (patrz np. [6], [8]).

s Moglibysmy réwniez rozszerzy¢é zbidér statych o symbole

‘a*’, ‘o’,‘e’, ‘e*’ ‘z’ ‘ex’, ‘=’ ,‘ex!’ oraz ‘sol’ reprezentujgce
odpowiednio funktory zdaniotwércze: ‘kazde...jest...’ rozumiany
mocno, ‘pewne...nie jest...’, ‘Zadne...nie jest...’ rozumiany
stabo, ‘zadne...nie jest...’ rozumiany mocno, ‘jedynie wszel-
kie...jest...’ (zdania rdéwnosci =zakresowej; [4], [6], [8]),
‘istnieje co najmniej jedno...’, ‘...jest tym samym przedmiotem
co...’ (zdania identycznoSciowe LeSniewskiego), ‘istnieje dok-
tadnie jedno...’ oraz ‘co najwyzej, istnieje jedno...’. Nie
uczynilismy tego, gdyz nie wniosloby to nic nowego do naszych
wynikéw, lecz jedynie skomplikowaloby sformutowania.

Nie przyjelismy metajezykowej definicji, traktujacej
'tlitz‘ jako skrét formuly ’wtiatz" (resp. rt18t21 jako skrét
formuty r(tli!tl A t!i!tz)‘; resp. '(t‘i!tz)‘ jako skrét
formuty r(t”tz)C(tl'tz)1), gdyz przyktadowo dla zbioru formul
wyznaczonego przez ({‘a’,‘i’} otrzymamy inny wynik niz dla
wyznaczonego przez ({‘a’,‘’’} (resp. dla wyznaczonego przez
{‘a’,'e’} otrzymamy inny wynik niz dla wyznaczonego przez
{*a’,‘'it’}; resp. aby uwypuklié¢ réznice, gdy w s nie wystepuja
funktory nazwotwdrcze).

Ponadto, nie potraktowalismy termu r(tl*t2)1 jako skrétu
termu '(r;-t;)" (resp. r(Tl't2)1 jako skrotu termu
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r(t;+f;)'1), aby uwypuklié rézne witasciwo$Sci zbioréw formut za-
lezne od tego czy wystepuje w nich symbol ‘/’.

Dalej bedziemy pisaé po prostu ‘D’ zamiast ‘DU’, gdyz

nie bedzie powodowa¢ to niejednoznacznosci.

T et jest skrétem metajezykowego zwrotu ‘wtedy i tylko

wtedy, gdy’.

8 OczywiScie, mogliSmy poda¢ rekurencyjne okreSlenie zbio-

ru suu(zs), przy ktérym suu(zs)= SAT, (L) n =5,

Innych zbiordéw nie rozpatrujemy, gdyZz nie uzyskamy dla
nich nowych oszacowan, poza - nie majacym zastosowali - przypad-
kiem zbioréw {‘a’} oraz {‘i’} (patrz przypis 11 po dowodzie
tego lematu).

10 Zauwazmy, ze dla uell mamy: Jjesli Card §,= 1, to

ueuJ o u= EJ ; jesli zas Card €J> 1, to ueuJ ® u= GJ badz u=r,.

" Uwaga co do oszacowahh dla innych =zbioréw symboli.

Przykladowo: jeSli wystepujg symbole ‘V’ oraz ‘+’ (resp. symbol
‘e’) bez innych symboli nazwotwérczych, to nalezaioby braé

skoficzone niepuste iloczyny Z n...nZ  (lsnsk oraz 1 Sil,...,
n

. 1
i = k) 2zbioréw, z ktdrych kazdy réwny jest badZ d(¢, ) badZz U
3
(resp. d(?l)). Iloczynéw takich Jest co najwyzej 2", gdyz
3
d(?l)s U (resp. Zk-l). Jezeli ponadto wystepuje symbol ‘€’ lub
3

‘it’, to nalezy dodatkowo bra¢ zbiory jednostkowe zbudowane z
powyzszych iloczynéw, czyli otrzymamy oszacowanie 2< (resp.
2* - 2). W tym wypadku nie ma réZnicy pomiedzy ‘t’ a ‘i!’, gdyz
za pomoca ‘e’ oraz ‘+*’ zdefiniujemy ‘it’.

12 Jest to uogélnienie dowodu przedstawionego w [9], tj.

dla 1 = 0 przebiega identycznie jak w [9], s. 161, 162.

3 Oczywiscie, przy 1 = 0,1 mamy G:= 2 dla 1= js=n.

“ow przypadku I= 0,1 , gdy U =U/, , mamy dokiadnie jedna

projekcje kanoniczng uwlul, . Wiasnie te projekcje uzywa sie,
w naturalny sposéb, w dowodzie przedstawionym w (91, gdy 1 = 0.

' pla 1 = 0,1 kazda projekcja jest réznowartosciowa odpo-

wiednio na zbiorze pustym i na zbiorze jednoelementowym, wiec
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jedyna projekcja kanoniczna nalezy do Projv.

16 Definiujgc uniwersum % modelu m moglismy w ogbéle nie

bra¢ klas abstrakcji @J, lecz wzigé zbiory reprezententéw G:
zlozone 2 min(1°,Card @J) elementéw, tj. majace o jeden element
wiecej niz w przeprowadzanym dowodzie. Jednak wtedy, przy defi-
niowaniu warto$ciowania VF, musielibySmy wyrézni¢ po Jjednym
elemencie ze zbioréw reprezentantéw G: (1sjsn). Dalej, w miej-
scu klasy abstrakcji lv(«)l, bylby uzyty odpowiedni wyrézniony
element tego zbioru G:, dla ktérego GJ=|V(E)|z .

Przy powyzej omdéwionej zmianie uniwersum, dla przypadku
1=0 dowéd nie przebiegalby identycznie jak w [9] (patrz przypis
12). Mianowicie, klase abstrakcji I|v(x)l, zastapilby (jedyny
wyrézniony przy nowym uniwersum) reprezentant klasy Qﬂ dla
ktérej €’=lr(x)lz .

7 Implikacja odwrotna do (*) jest r6wniez prawdziwa, lecz

nie jest ona potrzebna w dowodzie lematu 2. Mozna jg wyprowa-
dzi¢ =z faktu, iz dla dowolnego wenVAR istnieja Ver“R oraz
FeProj” takie, e QeSAT, (0,MRP_) « pesar, (vV MRP_). W ogélnym
przypadku w nie musi réwnaé sie o R6éwno$¢ taka zachodzi dla
l1=20,1, gdy istnieje tylko jedna projekcja kanoniczna.

18 Czes¢é tej transkrypcji - dotyczaca statych ‘a’,‘i’ oraz

‘'’ - ma swa geneze w pracy [2].

1%y pracy [8] wprowadzono funkcje t inng metoda rekuren-

cyjna, nie korzystajac z «formalnego» dzialtania e.

20 . . . N PR .
Druga zmienna pojawia sie po rozwinieciu skrétu

"ap(a)”.

2! Zmienna « jest ustalona dla funkcji t. Oczywiscie, pod-

formute "=« mozna deliminowaé, tzn. mozna otrzymaé odpowied-
nig formule monadycznego rachunku predykatéw bez identycznosci
réwnowazng z t(o).



