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ROZSTRZYGALNOśĆ W BEZKWANTYFIKATOROWYM RACHUNKU NAZW 

W pierwszej części pracy zajmiemy się rozstrzygalnością 
zbioru tautologii pewnego bezkwantyfikatorowego rachunku nazw 
oraz zbiorów tautologii różnych fragmentów tego rachunku. Nie 
będziemy korzystać przy tym z metateorii rachunku predykatów. 
Rozstrzygalność będzie wynikać z lematu 1, w którym podamy 
dokładne oszacowanie górne mocy modeli weryfikujących określone 
klasy formuł. 

W drugiej części pracy badamy powyższą rozstrzygalność w 
oparciu o rozstrzygalność węższego monadycznego rachunku predy-
katów pierwszego rzędu z identycznością (MRP_). Chociaż roz-
strzygalność zbioru tautologii MRP_ jest znanym faktem1, udowo-
dnimy ją jednak w drugiej części pracy. Czynimy to z dwóch 
powodów. Po pierwsze dlatego, że metoda, którą przy tym zasto-
sujemy, uwypukli związek pomiędzy zbiorem tautologii bezkwanty-
fikatorowego rachunku nazw i zbiorem tautologii MRP_ . Mianowi-
cie, udowodnimy lemat 2, w którym podamy dokładne oszacowanie 
górne mocy modeli weryfikujących formuły MRP_ . Z lematu 2 nie 
tylko wynikać będzie rozstrzygalność MRP_, lecz również pewne 
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przypadki lematu 1 2. Ponadto, podobne oszacowanie, jak w lema-
cie 2, podano w [1] (twierdzenie 1 s. 250). Jest ono jednak 
większe od naszego, zaś autorzy stwierdzają, że nie można go 
zredukować (zadanie 25.2 s. 259). 

Oczywiście, będziemy posfugiwać się w tej pracy jedynie 
intuicyjnym określeniem rozstrzygalności, które zarazem spełnia 
wymogi ścisłej definicji rozstrzygalności. Zbiór tautologii 
danego rachunku jest rozstrzygalny wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieje jednolita metoda pozwalająca o każdej jego formule 
ustalić w skończonej liczbie kroków czy formula ta należy, czy 
też nie, do zbioru tautologii. 

Część I. 

1. FORMUŁY BEZKWANTYFIKATOROWEGO RACHUNKU NAZW. Niech ZM będzie 
zbiorem tzw. zmiennych nazwowych3, złożonym z następujących 
liter: 'S','P',*S1','S2',..., itd. Będziemy badać bezkwantyfi-
katorowy rachunek nazw, którego język ma następujące stałe 
logiczne: A) symbole 'a','i','e' oraz'i!' - reprezentujące 
odpowiednio funktory zdaniotwórcze: 'każde...jest...' rozumia-
ny słabo4, 'pewne...jest...', stałą Leśniewskiego '...jest...' 
oraz 'dokładnie jedno...jest...', 
B) stała 'V' - reprezentująca nazwę uniwersalną 'przedmiot', 
C) symbole ''','+' oraz '•' - reprezentujące odpowiednio funk-
tory nazwotwórcze 'nie...','...lub...' oraz '...i...'. 
D) symbole 'V ,'л','v','-•' oraz 's' - reprezentujące odpowie-
dnio, klasycznie rozumiane, spójniki zdaniowe negacji, koniunk-
cji, alternatywy, implikacji materialnej i równoważności 
materialnej. 
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Niech S będzie zbiorem złożonym ze stałych: ' a ' ,
4

i ' ,
ł

e ' , 

'ił',
 4

V ' , ',*+',*•'. Niech ponadto s będzie dowolnym podzbio-

rem zbioru S , zawierającym przynajmniej jedną ze stałych 'a', 
,

i ' ,
ł

c ' ,
,

i l ' . Zbiorem termów T®, wyznaczonym przez zbiór s , 

jest najmniejszy zbiór zawierający zbiór ZIM oraz spełniający 

warunki : 

jeżeli
 x

V'es, to
 ł

V'eT®, 

jeżeli теГ® i s, to " V e r ® , 

jeżeli т ,т i '+'es, to
 Г

(т
1
+Г

2
 J

1

«?® , 

jeżeli г ,Т €Г® i '-'es, to
 г

(т^т^еТ
8

 . 

Zbiorem formuł zdaniowych Z®, wyznaczonym przez zbiór s , 

jest najmniejszy zbiór spełniający warunki: 

jeżeli т̂т.еТ® i ä 6 {
,

a ' ,
>

i ' , 4 ' ,
,

i ! ' } n s , to " r ^ T ^ e S ® , 

jeżeli o-eZ®, to ""-lO^eZ®, 

jeżeli «г ,«r «Z® i § ě { V , V
i

,

- " 3 ' ) , to
 r

f<ri§<r2;"l€Z® . 

Ponadto, przyjmijmy tzw. metajęzykowe definicje mówiące, że 
r

x a*z
 1

, Чох
1

, Чет
1

,
 г

т е*т
 1

,
 г

т =х
 1

,
 г

ехт"
1

,
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т =т
 1

, 1 2 ' 1 2 ' 1 2 ' 1 2 ' 1 2 ' ' 1 2 ' 

""exíT1 oraz '"soIt"
1

 są odpowiednio skrótami formuł Ч^т лт а т ^ , 

Чат
1

,
 г

пт 1т \
 г

т 1т лпт í t Ч.ат лт at
 1

, ""tIt"1 , 1 2 ' 1 2 1 1 1 2 ' 1 2 2 1 ' ' 
г

т ет a t ст
 1

,
 г

тст'
1

 oraz ""-^тутст"
1 s

. 1 2 2 1 ' 

Niech T i E będą odpowiednio zbiorami termów i formuł 

zdaniowych, wyznaczonymi przez zbiór S . 

2. TAUTOLOGIE W ZBIORZE Z®. Modelem dla zmiennych z ZIM jest 

dowolna para uporządkowana ß=<U,d>, w której U jest niepustym 

zbiorem (nazywanym universum modelu), zaś d jest funkcją (nazy-

waną funkcją denotacji) przyporządkowującą każdej zmiennej z ZM 

jakiś podzbiór zbioru U. 

Funkcję d z modelu u=<U,d> przedłużamy w sposób rekuren-

cyjny do funkcji D
U

, określonej na całym zbiorze J i przyjmują-
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cej jako wartości podzbiory zbioru U : dla z, r i r2 z T 
DU(yV)=U, 

DUCx'',)=U \DU(t) , 

DU(r(r*x2D=DV(xi) o DU(T2), 

Przyporządkujmy dowolnemu modelowi n=<U,d> zbiór SAT^CE) 
formuł zdaniowych z £ spełnionych w modelu u . Przyporządkowa-
nia tego dokonujemy indukcyjnie, za pomocą funkcji DU 6, w nas-
tępujący sposób: dla zi,xz z T oraz (т,а1,<Уг z £ 

' t ^ l S ^ l D «7 0(^)2 D(T2) 
• " T k ^ S ^ f E ) « D < V n 0(т:г)лэ 

•"TjCT^eSAT^d;) » Card(D{zl))"l i ©(r^e D(tz) 
••^ÜT^eSAT^Z) « CardíDíTj) л D(T2))=1 

T^eSATß(Z) « o-fřSAT^d) 

^ V V ^ V ^ « <reSATu(Z) i «^«MT^E) 
•"fcr/^reS^íE) « <r*SATß(Z) lub сr^SAT^Y,) 
rfoy* « aíS^r^D lub a^SAT^l) 

Г(<г=°-гГ^АТц(1) « <7iřo-2eS^TM(E) bądź a^afSAT^Z) 
Card(D(x)) to moc zbioru D(z). 
Dla zbioru 2! (określonego jak w p. 1) przyjmijmy defini-

cję: SAT^lř):=SATu(Y) n X s 8. Formuła <r z Xs jest tautologią 
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego modelu u, o-eSAT^(Zs). 
Niech TAUT(ZS) będzie zbiorem tautologii z £s. Oczywiście, 
TAUT(Zs)=TAUT(£) n Zs. 

3. ROZSTRZYGALNOŚĆ ZBIORU TAUT(I.S). Niech ZS będzie zbiorem 
formuł zdaniowych określonym jak w p. 1. Udowodnijmy następują-
cy lemat: 
LEMAT 1. Niech formuła <r z Z s ma к zmiennych (k*0) oraz zbiór s 

zawarty jest odpowiednio w zbiorze: 
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1) S 

2) <k>0) 

3) {'a',U',»e', U!','V'} 

4) {'a',U','e', <*>0) 

5) {'a',U','e', 

6) {'a','i','e'} (fc>0) 

7) 

8) {'a','!','+', (fr>0) 

9) {'a',U','V'} 

10) {'a','i'} (k>0) 
g 

Wtedy, creTAUT(E ) о сг jest spełniona w każdym modela, którego 

uniwersum ma moc nie większą odpowiednio od liczby 9: 
1) 2kłl 

2) 2(2k-l) (k>0) 

3) k(k+l)+2 

4) k(k+1) (k>0) 

5) \k(k+3)+2 

6) (h> 0) 

7) 2k 

8) 2k-l (lt>0) 

9) ifc(fc+l)+l 

10) \k(k+l) (fc>0) 
DOWÓD "=>" z definicji tautologii. 

"<=" Niech <r będzie dowolnie wybraną formułą z Z s mającą к 

zmiennych (kzO; gdy k=0, to v a występują jedynie termy utwo-

rzone z 'V') oraz niech У , . . . b ę d ą różnymi zmiennymi w a. 

Dla dowolnie wybranego modelu u=<U,d> utworzymy model 

m=<tt,6> taki, że jego uniwersum tl ma odpowiednią (skończoną) 
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moc oraz będzie spełniony warunek: 
aeSAT^Z3) « aeSATm(XS ) (*) 

Z dowolności modelu ц otrzymamy wtedy dowodzoną tezę. 
Ad 1) W zbiorze U2 określamy relację równoważności « w na-

stępujący sposób: 
- jeżeli k=0, to « jest relacją pełną, tj. równą U2, 
- jeżeli k>0, to dla dowolnych u,vet/ 

u»r » dla każdego i=l, . ..,k: ued^)« 
Oczywiście relacja « dzieli zbiór U na niepuste i parami rozłą-
czne klasy abstrakcji ^,...,6 , gdzie l*ns2k. W przypadku k=0 

mamy tylko jedną klasę abstrakcji Gj=U, w przypadku zaś к > 0 
klasa abstrakcji (lsjsn) jest odpowiednią kombinacją к ele-
mentowego iloczynu zbiorów, z których każdy jest bądź postaci 
<1(9) bądź postaci U \d(!ři) (ÜisJt). Mamy, oczywiście, 2k kom-
binacji takich iloczynów. Odrzucając ewentualne puste iloczyny, 
otrzymamy ns2k. Przyjmując lula:={V€ü : v«u}, dostajemy {lulK : 
ueU}={4i, .. . przy czym dla dowolnego ueU: ueĜ  « lul»= • 

Wprost z definicji relacji » otrzymujemy dla lsisic oraz uet/: 
ued(y) « lul̂ s d(y) » |и|й n и 

Za pomocą indukcji po podtermach łatwo pokazać, że dla 
dowolnego т występującego w formule <r zachodzi: dla każdego ueU 

ueD(T) » lulKs O(T) » luL Л D(z)*0 

Z modelu ц=<£7,d> tworzymy model m=<tl,&> w następujący spo-
sób. Dla każdego 1 sjsn w klasie abstrakcji ff wybieramy w dowo-
lny sposób jej jednego reprezentanta г . Dla 1 połóżmy: 

gdy Card 4= 1, to 11 : = 

gdy Card S> 1, to Uj: = {Cj,rj}. 
Teraz przyjmijmy U: =11 u. . .u Û  . Oczywiście, Card U s 2-2k. 
Funkcję «denotacji Ь określamy zaś na ZIM następującym wzorem: 
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Ь(У):={«еи : usd(y) bądź пей(У)} 10 

Indukcyjnie po podtermach można pokazać, że dla każdego 
termu X występującego w formule <r zachodzi 

3(x)={u€tt : uSD(x) bądź ueD(r)} (+) 
Istotnie, dla zmiennych jest to określenie funkcji 6. Jeżeli 
*V'ës, to 3(łV')=tt oraz D(lV')=l7, zaś dla każdego uell albo us U 
albo ueU. Jeśli ł''es, to dla lsjsn przyjmując założenie induk-
cyjne ( + ) mamy: (TeBt'V) » Е^Э(г) e (Î \ß(x)*0 о Gy\D(x)=0 в 
OTjS U \D(x) » CSD( ,V); ponadto, г^Э( rx'1 )» г^Э(т)в г̂ (У>(х) 
» г^еВ( гх') . Jeśli ł + 'es, to "x^x^ ) в «^»(х^ и э(т2) 
» е еЭ(т ) lub е; €Э(тт ) « е sd(x ) lub е sd(x ) « г ео<х > lub J I J 2 j i j 2 J I 
rj6D(X2) « ly-JXx^uDťx^ В 6!jSD(XI)UD(T2) « EjSDť^+x^); po-
nadto, г еЭ(гх +x 1) » г еЭ(х )иЭ(х ) » г еЭ(х ) lub г бЭ(т ) в ' j 1 2 J х 1 2 J I J 2 
rjeD(xj) lub reD(xz) » rjeD(xj) u D(x2) в r ''Xj+X̂  ). Jeśli 
'•'es, to е^ЭС^-х^) » ejeS(xi)ra(x2) » ^»(Xj) i ^еЭ(х2)« 
GjSDfx^ i CjSDfx^ » ej£D(xi)nD(xz) « ^s DCx^x^)-, ponadto, 
r^BCx^x^) « rje3(xi)rxD(X2) « r^BíXj) i rj63(x2) « tysD^) 
i iyîû(x2) « r €D(X1)nD(T2) в rjeD(rTi-vzn). 

Możemy teraz udowodnić indukcyjnie po podformułach formuły 
o*, że dla każdej podformuły zachodzi warunek (*). Wystarczy to 
sprawdzić dla formuł atomowych, gdyż indukcyjny dowód dla 
formuł złożonych jest oczywisty. Dla formuł atomowych, warunek 
(*) wynika z trzech następujących równoważności: D(xi)S D(xa) в 
в 3(xt) s Э(хг) (dla podformuły гха.х^)-, D(xj ) n D(xz)*a » 

SfXj )nO(x2)*0 (dla podformuły rxlix2"1); dla pewnego u
Q
eUi 

{uo}= D(XI)AD(X2) « dla pewnego ueU, {ufl}= B(XI)AD(X2) (dla 
podformuł rxii!x2"1 oraz rx ex n ). 

Niech D(xi) £D(X2). wtedy, na mocy ( + ), »(X^ S3(x2). 
Odwrotnie, niech Э(т]) s Э(х2) oraz załóżmy, że ueO(xt). Wtedy 
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l«lœ= DCCj), t j . l u l ^ e S ^ ) . Stąd |и1 йе»(Т 2), t j . lul^S D { x 2 ) . 

P o n i e w a ż uelul^, w i ę c ueD(X 2). 

Z a ł ó ż m y , ż e d l a p e w n e g o uQeü, u QeD(t j) r\D(x2). W t e d y z 

w ł a s n o ś c i f u n k c j i D , 1ио1я S D f ^ J i \uQ\a я D ( t 2 ) . S t ą d 

|u | яеВ(т )лЭ(т 2). O d w r o t n i e , niech » ( т ^ л В(т 2)* и. W t e d y , g d y 

C j J n S C ^ ) , t o в * e}SD(xt)nD(x2), g d y zaś reb(xi )n Э ( т 2 ) , 

t o z ( + ) m a m y r e D ( x ) л D(t ). 
J 1 2 

N i e c h d l a p e w n e g o {u Q}= i>(x ) n D ( x 2 ) . Z w ł a s n o ś c i 

f u n k c j i D m a m y , luj,, s D f ^ ) i |aols £ D(T 2). Z a t e m |ио1я s 

D(x i)rJ)(x 2). S k o r o lUglj,*», w i ę c |и о1 и={и о}. Z g o d n i e z o k r e ś l e -

n i e m z b i o r u U , UjfiU. P o n a d t o , I u q I и е Э ( ) г\Э(т 2). P o k a ż e m y , ż e 

jest t o j e d y n y e l e m e n t t e g o zbioru. Istotnie, jeśli ti n a l e ż y d o 

Э(т 1)лВ(т 2) i jest klasą a b s t r a k c j i , to jej r e p r e z e n t a n t n a l e ż y 

d o D ( x i ) n D ( T 2 ) , c z y l i r ó w n a się u Q. Stąd zaś u = |ио1и. P o n a d t o , 

u n i e m o ż e n a l e ż e ć d o B f T ^ n 3(t 2) i być r e p r e z e n t a n t e m j a k i e j ś 

k l a s y a b s t r a k c j i , gdyż n a l e ż a ł o b y również d o D(x^ )AD(T 2) , c z y l i 

m u s i a ł o b y się r ó w n a ć U q, zaś uQf«Xt. O d w r o t n i e , n i e c h d l a p e w n e g o 

ttQeU, {U q} = 3 ( T j ) п Э ( Т 2 ) . W t e d y Uq jest j e d n o e l e m e n t o w ą klasą 

a b s t r a k c j i , gdyż inaczej, g d y b y u Q b y ł o co n a j m n i e j d w u e l e m e n -

tową klasą a b s t r a k c j i , d o Я(х 1) n Э(тг2) m u s i a ł a b y n a l e ż e ć u q 

r a z e m ze swoim r e p r e z e n t a n t e m , zaś g d y b y Uq b y ł o r e p r e z e n t a n t e m 

jakiejś k l a s y a b s t r a k c j i , d o S{xl)nS){x ) m u s i a ł a b y n a l e ż e ć r ó w -

nież t a klasa. P r z y j m i j m y u q={u o}. Ponieważ u q s d ( - c i ) n D ( t 2 ) , 

w i ę c u
0
e D ( T ! ) n ß ( T

2 ) - P o n a d t o , jeśli ueD(x i) n D ( T 2 ) , t o 

lul^ŁDCCj )ND(T Z) . Zatem, na m o c y ( + ), |и1и€В(т )пЭ(т ). D a l e j z 

z a ł o ż e n i a m a m y lul_= u q, czyli u = u Q. Stąd { u q } = D ( t j ) n D(tz). 

Ad 2) P r z y p o w y ż s z y c h o z n a c z e n i a c h , o d r z u ć m y klasę a b s t r a -

k c j i b ę d ą c ą i l o c z y n e m zbiorów U , . J e ż e l i b y ł a to 

jedyna klasa a b s t r a k c j i równa U, to p r z y j m i j m y U:={a}. T e r a z 
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Card 1ls2k+1-2. Z uwagi na t o , że w a nie występuje ani ani 

W , więc d la dla dowolnego termu x w а i dowolnego ueU, ueD(z) 

• ueU U. Reszta dowodu jak ad 1 ) , z oczywistymi uproszczeniami. 

Ad 7) Przy oznaczeniach ad 1 ) , przyjmijmy tt:= {в , } 

oraz 6 ( f ) : = {u€U : u£d(y) } . Indukcyjnie po podtermach, łatwo p o -

kazać, że B(T)={4€TL : USD(T)} dla dowolnego termu z występują-

cego w formule cr. Teraz podobnie jak w 1 ) , z oczywistymi 

uproszczeniami, pokazujemy, że : D(x t )s D(z^) » SfT^fi B(r2) 

(d la podformuly ^ а т ^ ) ; D(zl)nD(xz)* в » S(zi) r> B(zz)* e> 

(d la podformuly r t i t ^ ) . 

Ad 8) W dowodzie ad 7) odrzucamy klasę a b s t r a k c j i będącą 

iloczynem zbiorów U \d(?i) (analog icznie jak w dowodzie ad 2 ) . 

J e ż e l i była t o jedyna klasa abs t rakc j i równa U, t o przyjmijmy 

tt :={0} . Reszta dowodu jak ad 1 ) , s t osu jąc uwagę z dowodu ad 2. 

Ad 3) Załóżmy, że Card U > k(k+1)+2 ( c z y l i Card U > 2 ) , 

gdy j e s t i n a c z e j , kładziemy m:= ц. 

a) Rozważmy przypadek k>0. Przyjmijmy 3:= {d(y ( ) : 

ïsi,j*k oraz d ^ J n c í ^ ) » } oraz 3: = { {X}£3 : Card X>1}. P o ł ó ż -

my U:=3u3u{U, {U}} oraz określmy na ZM funkcję Ь(У):= {Xe3u{U} : 

X£d( f ) } u {{X}e3u{ {U}} : X£d(y) } . Oczywiście, Card U s k(k+l )+2 

oraz Ь(У)= {d(9)} e Card d(íř) = 1. 

Motywując podobnie jak ad 1 ) , wystarczy pokazać, że 

Diz^S D(r a ) « 3 ( T i ) £ Э (т г ) ; 0 < V n D(zj* 0 « 3 ( ^ ) 0 Э(т2)* 0; 

Card(D(zj )rvD(ra) ) = 1 « Card(S(vj )rJ)(v2)) = 1. 

Niech D(Ti)£D(T2) . Rozważmy dwa przypadkitlo Card D(T2)=1 : 

wtedy Tj ,t z€ZH , gdyż z założenia Card U >2. Zatem bądź d ( r j ) = 0 

bądź d ( T i ) = d ( T 2 ) . Stąd otrzymujemy bądź 6(4^)= 0 bądź &(Ti) = 

{^(Tj ) }= Ь(т2) ; 2. Card D(xz) * 1: wtedy, j e ż e l i ХеВ(т ) , t o X£ 

D{T1)SD(XZ), więc ХеЭ(т2). J e ż e l i zaś {XleBCCj), t o X£ 



30 Andrzej Pietruszczak 

D ( t 2 ) , w i ę c {Х } е Э ( - с 2 ) . O d w r o t n i e , n i e c h 8 ( ^ ) 5 8 ( 1 ^ . J e ż e l i 

0 ( 1 ^ ) = 0 , t o D { T l ) Z D { r z ) . J e ż e l i D { x t ) * 0 , t o 0 ( 1 ^ ) 6 3 ^ 1 7 } , g d y ż 

a l b o TjěZM a l b o т = ł V ' . Z a t e m w k a ż d y m z m o ż l i w y c h p r z y p a d k ó w 

D ( т ^ е Э С ^ ) . S t ą d D ť T ^ e B ť ^ ) , c z y l i 0 ( т , ) £ В ( т г ) . 

N i e c h D ( T t ) n D ( x 2 ) * и . W t e d y D ( z i ) n D ( z 2 ) e S ( z i ) л Э ( т 2 ) . I s t o -

t n i e , r o z w a ż m y dwa p r z y p a d k i : 1 . Card D ( r t ) = l l u b Card D ( t 2 ) = 1 . 

W t e d y r t€ZIM l u b t 2 6 Z M . S t ą d ) = D ( z i ) n D ( z z ) l u b d ( T 2 ) = 

D(zt) N D { X 2 ) . Z a t e m i ( i , ) = { d ( i ) } = { » ( t l ^ i y i s S i y l u b 

&(t2)= {d<V} = {0<V n D ( t 2 } ) s B ( V ; 2° Card D{xt) > 1 i 

Card D(*г)> 1 . J e ś l i r ^ Z M i T 2 eZM, t o d ( z i ) n d ( z 2 ) e 6 ( z i ) n b ( z 2 ) . 

J e ś l i r eZM i z = * V ' , t o d ( z )n D ( z ) = d ( z ) e 3 . J e ś l i t = T i i г ' ' i ' ' г ' * г ' i 

r e m , t o d(z )rvD(z ) =d( т ) e 3 . J e ś l i t o D ( r ) n D ( r ) = 
2 2 X 2 1 2 1 2 

С /€{17}. O d w r o t n i e , n i e c h » ( т )пВ(т: ) л в . B i e r z e m y d o w o l n e u n a l e -

ż ą c e d o t e g o i l o c z y n u . J e ś l i u e 3 u { U } , t o e> *u s D ( z i ) r i D ( z z ) . 

J e ś l i tt€Öu{{U}}, t o d l a pewnego oe3u{£7} mamy, D(zi)nD(zz). 

N i e c h d l a pewnego u o e U , ( u Q } = D ( z i ) n D ( z z ) . Z p o p r z e d n i e g o 

a k a p i t u w y n i k a , ż e w t e d y { и 0 } « Э ( г ) п Э ( т 2 ) . P o k a ż e m y , ż e 

{ { u Q } } = b ( z i ) л Э ( Г 2 ) . I s t o t n i e , p r z y p u ś ć m y , i ż u € 3 ( T t ) г \ Э ( т 2 ) . 

G d y b y « n a l e ż a ł o d o 3u{ { £ / } } , t o d l a pewnego o z 3 u { £ / } m i e l i b y -

śmy o £ D ( t i ) л О ( т 2 ) , p r z y c z y m o b y ł o b y z b i o r e m c o n a j m n i e j d w u e -

l e m e n t o w y m . P o n i e w a ż j e s t t o n i e m o ż l i w e , w i ę c u e 3 u { t / } . S t ą d 

и * u £ D(z^ ) n J D ( T 2 ) , w i ę c u = { U Q } . O d w r o t n i e , n i e c h Card(3(zi)r\ 

® ( T , ) ) = 1 . Z p o p r z e d n i e g o a k a p i t u w y n i k a , ż e В ( т )r&(z ) * 0 
' 1 2 

p o c i ą g a D(xt) n D(z2)* 0 , a t o z a ś p o c i ą g a t o , i ż D(zi)n D(z )e 

S ( T t ) л Э ( Т 2 ) . Z b i ó r D(z ) n D ( z 2 ) m u s i b y ć j e d n o e l e m e n t o w y , 

g d y ż w p r z e c i w n y m w y p a d k u r ó w n i e ż ) n D ( z 2 ) } n a l e ż a ł o b y d o 

Э ( т 1 ) n 3 ( z 2 ) , c o j e s t s p r z e c z n e z z a ł o ż e n i e m . 

b) W p r z y p a d k u k = 0 b i e r z e m y U : = { U , { U } } o r a z Ь(У):=е> d l a 

•feZIM. R e s z t a dowodu j e s t o c z y w i s t a . 
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Ad 4) Niech 3 i 3 będą określone jak w За;. W przypadku, 
gdy 3 = и połóżmy U:={0}, zaś w innym przypadku Tt:=3u3. Funkcję 
6 określamy podobnie jak w За) biorąc jedynie X z 3u3. Reszta 
dowodu jak w За;, z oczywistymi uproszczeniami. 

Ad 5) Załóżmy, że Card U >ł H(Ji+3) + 2 (czyli Card U> 2), 
gdy jest inaczej, kładziemy m:= д. 

a) Przypadek к > 0. Niech 3 będzie określone jak w За oraz 
przyjmijmy 

S: = { {d^)} : lsisk oraz Card d(?i)>l} 
Niech tl:=3 v R u {U, {U}} oraz określmy na ZM funkcję 
6(У) : = {Xe3u{U} : X£d(f)} u { {X}eKu {{U}} : xsd(!f)}. Oczywiście, 
Card U s |h(K+3)+2 oraz b(y)={d(f)} « card d(!f) = 1. 

Motywując podobnie jak ad 1), wystarczy pokazać, że 
D(t )£D(r )» В(т }£B(г ) (dla podformuł rr ar "*);D(z )nD(v )* e> 1 2 1 2 1 2 1 2 
» ) A B(T2) * 0 (dla podformuł ^ i r ^ ) ; Card D(z) = 1 » 
Card В(т) = 1 (razem z pierwszą dla podformuł '"т^ет^). 

Dwie pierwsze równoważności dowodzi się analogicznie jak w 
ad 3). Udowodnijmy zatem trzecią. 

Niech Card D(t)=1. Podobnie jak w За, pokazujemy, że wtedy 
Card В(T) = 1. Odwrotnie, niech Card 3(т) = 1. Wtedy D(х)еЪ(т). 

Zbiór D(z) musi być jednoelementowy, gdyż w przeciwnym wypadku 
również {C(t)} należałoby do Э(т), co jest sprzeczne z założe-
niem. 

b) W przypadku к = 0 bierzemy U: = {U,{U}} oraz Ь(У):= z dla 
yeZM. Reszta dowodu jest oczywista. 

Ad 6) W ba) dokonujemy analogicznej zmiany jak w 4), w 
stosunku do За;. 

Ad 9) a) przypadek к >0. Niech 3 będzie określone jak w За 
oraz przyjmijmy, że U:= 3u{U}. Funkcję Ь określamy na ZN warun-
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kiem Ь(У):= {U€tt : u£ d(!f )}. Reszta dowodu podobnie jak w За). 
b) przypadek к = 0. Bierzemy tl:= {U} i Ь(У):= и. 
Ad 10) W 9a) dokonujemy analogicznej zmiany jak w 4), w 

stosunku do За). a 11 

Z powyższego lematu łatwo wyprowadzić w standardowy sposób 
(np. [9], S.162) rozstrzygalność odpowiednich zbiorów TAUT(ZS). 

W ogólnym przypadku, rozetrzygalność zbioru TAUT(Zs) wynika z 
przypadku 1 w powyższym lemacie. Istotnie, TAUT (Z3) = 

ТЖГГ(Е) л Is, zaś zbory TAUT(£) i są rozstrzygalne. 

Część II. 

1. WĘZSZY MONADYCZNY RACHUNEK PREDYKATÓW Z IDENTYCZNOŚCIĄ. 
Niech VAIR: = { % x ' , , , x i

/ , lx2',...} będzie przeliczalnym zbiorem 
zmiennych indywiduowych, P: = { ', łg', %f ', łf"2', . .. } - zbiorem 
zmiennych reprezentujących jednoargumentowe predykaty, -
predykatem identyczności, y V - kwantyfikatorem ogólnym oraz 
'B' - kwantyfikatorem szczegółowym. Poza wymienionymi wyżej 
symbolami, w formułach węższego monadycznego rachunku 
predykatów z identycznością będą występować spójniki zdaniowe i 
nawiasy używane w części I. Jako zmiennych syntaktycznych prze-
biegających zbiór WÄIR używać będziemy liter oraz 'y', zaś 
dla zbioru P - litery . 

Zbiór MRP_ formuł węższego monadycznego rachunku predyka-
tów z identycznością jest najmniejszym zbiorem spełniającym 
poniższe warunki: 

jeżeli «žVm i feP, to rfœ1eMRP_, 
jeżeli <ceWUR i <peMRP_ , to rVtcp''eMRP_ oraz r3iap",eMRP:_ , 
jeżeli <peMRP_, to r-i<p",eMRP_, 
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jeżeli <р,феНВРя i §e{ 'л', łv', »-»' »s'}, to r O W s M R P _ . 
Wartościowaniem zmiennych z WAR w zbiorze U jest dowolna 

funkcja określona na WAR i przyjmująca wartości w zbiorze U. 

Modelem dla zmiennych z P jest dowolna para m-<U,d>, w której U 

jest niepustym zbiorem, zaś d jest funkcją przyporządkowującą 
każdej zmiennej z P jakiś podzbiór zbioru U. W sposób indukcy-
jny definiujemy zbiór SATm(v,MRP_) formuł z MRP_ spełnionych w 
modelu m=<U,d> przez wartościowanie w zbior2e U: 

^eSAT (V,MRP_) » v(<c)<sd(ł) 

rx=y~*eSATm(v,MRP_) « v(<c)=v(v) 
dla pozostałych formuł - używając klasycznej inter-
pretacji spójników zdaniowych i kwantyfikatorów. 

Zbiór S^Tm(MRP_)składa się z tych i tylko tych formuł, 
które należą do SATm(v,MRP_) dla każdego wartościowania r. 

Formuła <p z MRP_ jest tautologią wtedy i tylko wtedy, gdy 
dla dowolnego modelu m, <peSATm(MRP_). Niech TAUT(HRP_) będzie 
zbiorem tautologii z MRP_. 
2. ROZSTRZYGALNOŚĆ ZBIORU TAUT(MRP_). W dowolnej formułę z MRP_ 
występuje к zmiennych z P (k*0) oraz 1 zmiennych z Ï/AR, których 
choć jeden egzemplarz jest argumentem predykatu ł=' (Ił 0). 
Oczywiście, k+1 > 0. Ponadto, 1= 0 » w <p nie występuje predykat 
* = ', oraz к = 0 » <p jest formułą elementarnej teorii identy-
czności. Udowodnijmy następujący lemat: 
LEMAT 2. Niech <peMRP_ , zaś к oraz 1 będą liczbami opisanymi 
wyżej. Połóżmy 1°:=max(1,1). Wtedy 

ipsTAUT ( MRP_ ) » każdy model o co najwyżej 1° • 2k elementowym 
uniwersum spełnia formułę ę. 

UWAGA W [1] podano oszacowanie górne równe r-2k, gdzie r to 
ilość wszystkich zmiennych z WAR występujących w formule ip. 
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Dokładniej, udowodniono twierdzenie 1, które w przyjętej przez 
nas symbolice głosi: jeśli jakaś formuła domknięta jest speł-
niona w jakimś modelu, to jest również ona spełniona w pewnym 
modelu, którego uniwersum ma co najwyżej r-2k elementów. Z 
twierdzenia tego w łatwy sposób można wyprowadzić odpowiednik 
naszego lematu 2 (liczba r-2k zamiast liczby 1°•2k). Istotnie, 
niech <p będzie dowolną formułą, zaś ip° jej dowolnym domknię-
ciem. Wtedy otrzymujemy: ęeTAUT(HRP_) » <p°eTAUT ( MRP_ ) « r-i(pc"' 

nie jest spełniona w żadnym modelu » w żadnym modelu o co naj-
k 

wyże] r-2 elementowym uniwersum nie jest spełniona formuła 
r V » w każdym modelu o co najwyżej r-2k elementowym uniwer-
sum jest spełniona formuła <pc » w każdym modelu o co najwyżej 

к r-2 elementowym uniwersum jest spełniona formuła ip. 
DOWÓD LEMATU 2. "=»" z definicji tautologii. 

12 1 "«=" Weźmy dowolną formułę spełniającą założenia lematu 
oraz niech ř , . . . (ftaO) będą różnymi zmiennymi z P występu-
jącymi w zaś «,...,«: (i*0) będą różnymi zmiennymi z VAIR 
występującymi w <p jako argumenty stałej ł='. 

Dla dowolnie wybranego modelu m=<U,d> utworzymy model 
m=<tl,6> taki, że jego uniwersum U ma moc co najwyżej 1°• 2k oraz 
spełniony jest warunek: 

jeśli ipeSATm ( MRP_ ) , to <peSATm(HRP_) (*) 

Z dowolności modelu m otrzymamy wtedy dowodzoną tezę. 
W zbiorze U2 określamy relację równoważności « w następu-

jący sposób: 

jeżeli к = 0, to » jest relacją pełną, tj. równą U2, 
jeżeli Jt > 0, to dla dowolnych u,veU 

u«v » dla każdego i = l,...,k: ued(fi) » ved(^) 
Oczywiście, relacj.a ~ dzieli zbiór U na niepuste i parami roz-
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łączne klasy abstrakcji Ĝ , — ,Cn , gdzie is n s2*. W przypadku 
k=0 mamy tylko jedną klasę abstrakcji ^=1/, w przypadku zaś it>0 
klasa abstrakcji (ï (1 sj sn) jest odpowiednią kombinacją к ele-
mentowego iloczynu zbiorów, z których każdy jest bądź postaci 
df^) bądź postaci U \d{(t) (lsi sfc). Mamy, oczywiście, 2k kom-
binacji takich iloczynów. Odrzucając ewentualne puste iloczyny, 
otrzymamy ns2k. Przyjmując |ulK:={V6t7 : v«u}, dostajemy {1ы1я : 
U€t7}= {Kj, . . . ,Cn}, przy czym dla dowolnego ueU: ueĜ  » Iu ' j * 
Wprost z definicji relacji « otrzymujemy dla oraz ueU: 

ued(^) « |и|ие d(^) » |ulK n d o 
Z modelu m=<Ufd> tworzymy model m=<U,&> w następujący spo-

sób. Dla każdego 1 p o ł ó ż m y Ij:=min(I°,Card 6 )-l. Wybierzmy 
w dowolny sposób podzbiór ê  zbioru złożony z Ij elementów 
(ffj to zbiór ij różnych reprezentantów zbioru б^)13. Dla 1sjsn 
połóżmy = u Oczywiście, Card и^=т1п(1° ,Card G^) oraz 
zbiory îti,...,îl są parami rozłączne. Przyjmijmy 1l:-ttu...u Un> 

o ][ 
Oczywiście, Card Ü s 1 -2 

Funkcję denotacji Ь określamy na P następującym wzorem: 
6(f): = {ueU : usd({) bądź ued(f)} 

Projekcją ze zbioru U na zbiór U nazywamy każdą funkcję F 
z U na U spełniającą warunek: dla ueU oraz j= 1,. . . ,n 

U€<T « F(u)eU 
i i 

• 14 
Niech Proj będzie zbiorem wszystkich projekcji z U na tl 
Zbiór ten nie jest pusty, gdyż Card tl̂  s card dla j= l,...,n. 

Weźmy dowolne wartościowanie v z E7WÄR. Zauważmy, że Card U 
s Card v( {ж , . . . ,<E }). ponadto, dla każdego j= 1, . . . ,n oraz 
dowolnego X £ v( {я̂ , . ..,x }) zachodzi: 

jeśli X s Ej , to Card X s Card U (t) 
gdyż Card X s Card (Г oraz Card X * 1, czyli Card X smin(I,Card 
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ffj) a Card ttj. N i e c h Projr b ę d z i e z b i o r e m t y c h i t y l k o t y c h 

p r o j e k c j i z Proj, k t ó r e s ą r ó w n o w a r t o ś c i o w e n a z b i o r z e 

r ( { < c
ł
, ...,< 

p r o j e k c j e 

r ( { a ^ , . . . } ) . N a m o c y w a r u n k u ( t ) w i e m y , ż e i s t n i e j ą t a k i e 

15 

»/a ID У . . F 
D l a d o w o l n y c h vet; i FeProj o k r e ś l a m y w a r t o ś c i o w a n i e r 

n a l e ż ą c e d o П
Ш Ы

 : d l a <ceWIR 

rF(<c) : = 
* * ( v ( « ) ) , g d y ! c e { x

i
 , . . . ,<c

i
 } 

|г(«)| , w p r z e c i w n y m p r z y p a d k u 

i6 

I n d u k c y j n i e p o p o d f o r m u ł a c h f o r m u ł y <f> u d o w o d n i m y , ż e d l a 

t/AIR v 
d o w o l n y c h v e U i FeProjv : 

<peSATm(v,MRP_) » <peSATm(rF,HBP_) (**) 

U d o w o d n i j m y w y j ś c i o w e k r o k i i n d u k c y j n e , g d y p o d f o r m u ł a ф 

f o r m u ł y <p j e s t a t o m o w a : 

1 ) ( p r z y к > 0 ) z a ł ó ż m y , ż e ф = ^ж"
1

 d l a i = l , . . . ,k. W t e d y d l a 

yAin Ш- P 

d o w o l n y c h veU i FeProj z a c h o d z i b ą d ź v (а:) = |у-(«:) |
я
 b ą d ź 

vF{*)= F(v(<c) ) . Z a t e m у(<с)ес1(̂  ) » vF(х)^Л(^ ) b ą d ź rF (<c)ed(ti ) 

» r
F

( x ) e b ( i
i
) . S t ą d 0 e S A T

m
( v , M R P _ ) « 0 e S A T

m
( V

F

, M R P _ ) . 

2 ; ( p r z y I > 0 ) z a ł ó ż m y , że ф = rx=x'' d l a i,j'= 1 , . . . , 1 . W t e d y 
F Г 

v(<c
i
 » F ( v ( « ;

i
 ) )= F(v(Xj ) ) e v ( 0 ^ ) = v (ec}) d l a d o w o l n y c h 

Ï/AIR v 

reU i FeProj , g d y ż F j e s t f u n k c j ą r ó ż n o w a r t o ś c i o w ą n a 

z b i o r z e r ( { « j , . . . , « } ) . 

Z a ł ó ż m y t e r a z , ż e w a r u n e k ( * * ) z a c h o d z i d l a d o w o l n y c h p o d -

f o r m u ł a o r a z ß f o r m u ł y ф, k t ó r a j e s t z n o w u p o d f o r m u ł ą f o r m u ł y 

q>. R o z w a ż m y n a s t ę p u j ą c e p r z y p a d k i : 

3) ф =
 r

n a
1

 o r a z veUVm i FeProjV . W t e d y
 r

-iCi~'(kSATm ( v , M R P _ ) e 
aeSAT (VfMRP_) « atSAT ( v , M R P ) в '-«x^eSAT <vF,MRP ) . m * ' = m

4

 ' = ' m
4

 ' = ' 

4) ф = г(аыЗГ, V€UmR i FeProjV . W t e d y
 r

( M ß ^eSAT^v ,HRP_) в 

aeSAT^ (v,MRP_) i ßeSATm(v,HRP_) o a e SЛГ
т
(Г

F

, M R P _ ) i ßeSÄTm(vF, 

MRP_ ) в r(a/\ß peSATm (vF, MRP_ ) . 
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5)-7) podobnie pokazujemy, gdy ф jest alternatywą, implikacją 

lub równoważnością. 

8) ф = rVaa*"1. Weźmy dowolne reU V A R i FeProjr. Załóżmy, że 

F VAR rV<EOf1 eS-AT^(v ,MRP_) , tzn . dla każdego wartościowania uell 

F 
różniącego się od v co najwyżej na m mamy aeSAT^UjMRP. . ) . 

VAR 

Weźmy teraz dowolne wartościowanie różniące się od v co 

najwyżej na <c, tzn . dla v ** mamy v(ą)= Zatem dla każdego 

V * <c, czyli różni się od co najwyżej na <c. 

W takim razie aeSjiT in(i^,MRP_). Stąd i z przyjętego założenia 

indukcyjnego mamy txeSATm(v,MRP_), co wobec dowolności warto-

ściowania v daje nam ""VaMí^eSAT^VjMRP.) . 

Odwrotnie, załóżmy, że rV«oí',€S.ATm(v-,MRP_). Weźmy teraz 
VAR F 

dowolne wartościowanie well różniące się od r co najwyżej na 

<c. Pokażemy, że a^SATm (u ,MRP_) , co wobec dowolności u , znaczyć 

będzie , że r\/<axneSATm(r ,MRP_) . Zauważmy, że skoro F jest odwzo-

rowaniem «ná», więc istnieje takie uQeU, że F(uq) = w(<c). Wpro-

VAR 
wadźmy poniższe wartościowanie należące do £/ 

V V ) : = 

«'(v) , gdy 

" 0 / gdy y=<t 

Dla mamy, ) oraz ł>(<c)=F(uo)= F(vq(<c) )=vF
q(<c) . 

Zatem w = r Q . Ponieważ rQ różni się od г co najwyżej na ж, więc 

z założenia, iż гЧ<са'eSATm(v,MRP_) mamy, aeSATm(rQ,MRP_). Stąd 

i z przyjętego założenia indukcyjnego mamy, aeS-AT^i w, MRP_) . 

9) ф = гЭяа"1. Weźmy dowolne Kei7WÄR i FePro jv. Załóżmy, że 

r3xa~l eSATm ( , MRP_ ) , tzn . istnieje wartościowanie uellWftlR róż-
f 

m ą c e się od v co najwyżej na <к takie , ze txeSATm (u ,MRP_) . Dla 

F 

każdego mamy w(y)=v (y ) . Ponieważ F jest odwzorowaniem 

«ná», więc istnieje takie uQeU, że F(uo)=u>(a:) . Zatem dla 

wartościowania v zbudowanego w analogiczny sposób jak w 8 ) , 
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F 

różniącego się od v co najwyżej na <t, mamy vQ = w. zatem 
aeSiirm(v^,HRP_). Stąd na mocy założenia indukcyjnego mamy 
aeSiirm(vo,MRP_). Ponieważ vq różni się od v co najwyżej na <c, 

więc r3<ca",eSATm(v ,HRP_). # 

Odwrotnie, załóżmy, że r3«a'l€S.a:rm(v,MRP_), tzn. istnieje »AID 
wartościowanie iveU różniące się od v co najwyżej na ос. takie, 
że aeSATm(v,HRP_). Wtedy vF różni się od vF co najwyżej na <c, 
zaś z założenia indukcyjnego mamy aeSATm((/f',HRP_). Zatem 
r3xa.~,eSÂT (v*",MRP ) . m s' 

Z (**) otrzymujemy (*). Załóżmy, że <peSATm ( MRP_ ) oraz 
weźmy dowolne v<=UVm i FeProJv. Wtedy v FeU W №, więc 
Í>ESATM(vF,MRP_) . Zatem, na mocy (**), <p<zSATm{v,MRP_). Z dowol-
ności v otrzymujemy, że (peSATm(MRP_)17. • 

Z powyższego lematu łatwo wyprowadzić w standardowy sposób 
(np. [9], S.162) rozstrzygalność zbioru TAUT(MBP_). 

3. PORÓWNANIE ZBIORÓW TAUT(l) I TAUT(MRP_). Niech " będzie do-
wolną bijekcją z ZIM na P. Wprowadźmy formalne działanie 
®:TxWAIR -» MRP_ w następujący sposób rekurencyjny: dla УеШ, r, 
XjjT^T, <cevm 

Увхс = ry°a 

* V'®« = r<c=Kl 
rr'-,eix = гпТМ1 

r(x +r )"W = r(r et v T ea;)"1 v i 2' 4 i г ' 

- rfr -T I"1®« = r(x ®<к л T ®ćc J"1 v 1 2y 1 1 2 y 

W celu skrócenia sformułowań, przyjmijmy tzw. metajęzykową 
definicję kwantyf ikatora jednostkowego mówiącą, że r3 îœ<p(a:)~' 

jest skrótem formuły Г3<с<р(х)л V<cVy( (<р(<с)л<р{у) ) -» <с=Ц)л (<£ * ą i 
nie występuje dodatkowe ich wiązanie przez kwantyfikatory). 

Wykorzystując działanie wprowadźmy "transkrypcję Bren-
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tano"18 formuł z £ na formuły z MRP_. Przy ustalonym <c z l/AR, 
na zbiorze £ określamy w sposób rekurencyjny funkcję t przyjmu-
jącą wartości w zbiorze MRP_ : dla /т

2
еТ oraz a^jO^eJ 

t ( ""т̂ ат̂ "1 ) = rV<c('Tie<c -> 
t(rT ít^) = r3x(xi®<c л хыс.)л 

t(rx ex n ) = r3!<CT «КС A 3<c(x ex Л l M) 1 
1 2 1 1 2 

tj't l!^ 1) = ''BJcf̂ ea: л т̂ ®*;"1 

= г-ч(сг1)-' 
t(r("o\§ <глГ) = Ч Ч ^ ) ! t ( 0 - 2 ) d l a §«{»a'»v'»-".»} 
Niech n=<U,d> będzie modelem dla zmiennych z ZIM, a 

U°=<U,d°> modelem dla zmiennych z P takim, że d°(if)=d(if). Wtedy 
zachodzi stwierdzenie: 
STWIERDZENIE dla dowolnego o-e£: 
a) <reSATu(Z) e t(o-JeSjîT^ofMRP.) 
b) сеТЛиТ(Е) » t(cr)eTAUT(MRP_) . • 

Zauważmy, że z powyższego stwierdzenia oraz z rozstrzygal-
ności zbioru тлит(MRP_) wynika rozstrzygalność zbioru ТЛС7Т(£), 
gdyż funkcja t jest podana w sposób efektywny19. Z rozstrzygal-
ności zaś TAUT(Y.) wynika rozstrzygalność poszczególnych zbiorów 
TAUT(Es). 

Na koniec zauważmy, że z powyższego stwierdzenia i z lema-
tu 2 wynikają przypadki 1) i 7) lematu 1. Istotnie, w przypadku 
1), jeśli cr z £ ma h zmiennych z ZIM (íclO), to t(cr) jest formułą 
domkniętą mającą к zmiennych z P oraz co najwyżej dwie zmienne 

2 0 • 

z î/fflIR , więc tylko one mogą być argumentami predykatu * = ' . 
Stąd w lemacie 2, dla t(<r) mamy W przypadku 7) zaś, jeśli 
stała XV' nie występuje w cr, to w t(cr) nie występuje w ogóle 
predykat identyczności. Jeżeli zaś w cr występuje ł V , to w t(cr) 
występuje predykat identyczności tylko w tautologicznej podfor-
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mule r<c ш at""21. Stąd w lemacie 2 dla t(<r) mamy i ° = 1 (1 = 0 , 1 ) . 
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PRZYPISY 

1 Zbiór formuł MRP_ można przykładowo «zanurzyć» w zbiór 

formuł monadycznego rachunku predykatów drugiego rzędu, w któ-
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rym identyczność jest definiowana za pomocą kwantyfikatorów 

wiążących zmienne predykatowe. Rozstrzygalność tego drugiego 

rachunku dowiódł Skolem w 1919 г., stosując metodę eliminacji 

kwantyfikatorów ([5], s. 141). Znane są jednak trudności z in-

terpretacją kwantyfikatorów wiążących zmienne predykatowe. 

Inne dowody rozstrzygalności MRP_ można znaleźć np. w [1] 

(s. 250-254) i w [3] (s. 275-278). 

2

 Dowód lematu 2 będzie uogólnieniem analogicznego dowodu 

lematu dla węższego monadycznego rachunku predykatów bez iden-

tyczności, podanego w [9] (s. 161). Innym szczególnym przypad-

kiem dowodu lematu 2 jest dowód lematu, odpowiedniego dla 

rozstrzygalności elementarnej teorii identyczności. 
3

 Uważamy, że zmienne te reprezentują (w sensie: «stoją w 

miejscu») nazwy generalne ([7], s. 183). Można również przyjąć, 

że reprezentują one wszystkie nazwy (patrz np. [6], [8]). 
5

 Moglibyśmy również rozszerzyć zbiór stałych o symbole 

'a*', 'o', 'e', 'e*',
 ł

 = ','ex',' = ','ex! ' oraz 'sol' reprezentujące 

odpowiednio funktory zdaniotwórcze: 'każde...jest...' rozumiany 

mocno, 'pewne...nie jest...', 'żadne...nie jest...' rozumiany 

słabo, 'żadne...nie jest...' rozumiany mocno, 'jedynie wszel-

kie. .. jest. .. ' (zdania równości zakresowej; [4], [6], [8]), 

'istnieje co najmniej jedno...', '...jest tym samym przedmiotem 

co...' (zdania identycznościowe Leśniewskiego), 'istnieje dok-

ładnie jedno...' oraz 'co najwyżej, istnieje jedno...'. Nie 

uczyniliśmy tego, gdyż nie wniosłoby to nic nowego do naszych 

wyników, lecz jedynie skomplikowałoby sformułowania. 

Nie przyjęliśmy metajęzykowej definicji, traktującej 
r

r
i
iT

2
"' jako skrót formuły ""чт̂ат̂"

1

 (resp.
 r

x ex
 1

 jako skrót 

formuły
 r

fT
i
i!T

i
 л У; resp.

 r

(x
i
ilx

z
)'' jako skrót 

formuły
 r

(x
i
'x

2
)c(x

i
-x

z
У ), gdyż przykładowo dla zbioru formuł 

wyznaczonego przez {'a','i'} otrzymamy inny wynik niż dla 

wyznaczonego przez { ' a ' , " ' } (resp. dla wyznaczonego przez 

{'a','e'} otrzymamy inny wynik niż dla wyznaczonego przez 

{'a','i!'}; resp. aby uwypuklić różnicę, gdy w s nie występują 

funktory nazwotwórcze). 

Ponadto, nie potraktowaliśmy termu
 г

(х
1
+х

г
)~' jako skrótu 

termu
 r

(x'
i
-x'

z
)'~' (resp.

 r

(
T

1
'
z

2
^ j

a k o

 skrótu termu 
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), aby uwypuklić różne właściwości zbiorów formuł za-
leżne od tego czy występuje w nich symbol w ' . 

6 Dalej będziemy pisać po prostu zamiast łD U', gdyż 
nie będzie powodować to niejednoznaczności. 

7 jest skrótem metajęzykowego zwrotu łwtedy i tylko 
wtedy, gdy'. 

8 Oczywiście, mogliśmy podać rekurencyjne określenie zbio-
ru SATß(Xs), przy którym SATu(Zs)= SATU(Z) л Zs. 

9 Innych zbiorów nie rozpatrujemy, gdyż nie uzyskamy dla 
nich nowych oszacowań, poza - nie mającym zastosowań - przypad-
kiem zbiorów {4a'} oraz {'i'} (patrz przypis 11 po dowodzie 
tego lematu). 

10 Zauważmy, że dla uell mamy: jeśli Card E = 1, to 
tteUj » u= ; jeśli zaś Card Ч> 1, to ueUj » u= Ĝ  bądź u=r^. 

11 Uwaga co do oszacowań dla innych zbiorów symboli. 
Przykładowo: jeśli występują symbole oraz (resp. symbol 
*•') bez innych symboli nazwotwórczych, to należałoby brać 
skończone niepuste iloczyny Zn...л Z (1 здзк oraz 1 sj , .. . f 

i n 
i s к) zbiorów, z których każdy równy jest bądź d(!fj ) bądź U 

J k (resp. d(!f )). Iloczynów takich -jest co najwyżej 2 , gdyż 'j k 
d(9'i )£ U (resp. 2 -1). Jeżeli ponadto występuje symbol xc' lub 

J 
ł U ' , to należy dodatkowo brać zbiory jednostkowe zbudowane z 

k+1 
powyzszych iloczynów, czyli otrzymamy oszacowanie 2 (resp. 
2 - 2). W tym wypadku nie ma różnicy pomiędzy 'c' a łi!', gdyż 
za pomocą łc' oraz zdefiniujemy łit'. 

12 Jest to uogólnienie dowodu przedstawionego w [9J, tj. 
dla 1 = 0 przebiega identycznie jak w [9], s. 161, 162. 

13 Oczywiście, przy 1 = 0,1 mamy и dla 1 s j s n. 
14 W przypadku 1= 0,1 , gdy U = U/a , mamy dokładnie jedną 

projekcję kanoniczną и>-»|и1и . Właśnie tę projekcję używa się, 
w naturalny sposób, w dowodzie przedstawionym w [9], gdy 1 = 0 . 

15 Dla 1 = 0,1 każda projekcja jest różnowartościowa odpo-
wiednio na zbiorze pustym i na zbiorze jednoelementowym, więc 
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Y jedyna projekcja kanoniczna należy do Proj . 
16 Definiując uniwersum И modelu m mogliśmy w ogóle nie 

brać klas abstrakcji <5̂ , lecz wziąć zbiory reprezententów ťj 
złożone z min(l°,Card elementów, tj. mające o jeden element 
więcej niż w przeprowadzanym dowodzie. Jednak wtedy, przy defi-

p 
niowaniu wartościowania v , musielibyśmy wyróżnić po jednym 
elemencie ze zbiorów reprezentantów ('lsjan). Dalej, w miej-
scu klasy abstrakcji |v(<e)lK byłby użyty odpowiedni wyróżniony 
element tego zbioru dla którego . 

Przy powyżej omówionej zmianie uniwersum, dla przypadku 
1=0 dowód nie przebiegałby identycznie jak w [9] (patrz przypis 
12). Mianowicie, klasę abstrakcji lv(<c)lK zastąpiłby (jedyny 
wyróżniony przy nowym uniwersum) reprezentant klasy £jř dla 
której <̂ =|г.(<с) \a . 

17 Implikacja odwrotna do (*) jest również prawdziwa, lecz 
nie jest ona potrzebna w dowodzie lematu 2. Można ją wyprowa-
dzić z faktu, iż dla dowolnego istnieją veUWAIR oraz 

V F FeProj takie, ze <peSАТт(ы,MRP_) » <p*SATm(v ,MRP_). W ogolnym 
przypadku w nie musi równać się vF. Równość taka zachodzi dla 
1 = 0,1, gdy istnieje tylko jedna projekcja kanoniczna. 

18 Część tej transkrypcji - dotycząca stałych ła',łi' oraz 
- ma swą genezę w pracy [2]. 
19 W pracy [8] wprowadzono funkcję t inną metodą rekuren-

cyjną, nie korzystając z «formalnego» działania 
20 

Druga zmienna pojawia się po rozwinięciu skrótu 
г3!â í>(a;)',. 

21 Zmienna <c jest ustalona dla funkcji t. Oczywiście, pod-
formułę ríc=a:", można wyeliminować, tzn. można otrzymać odpowied-
nią formułę monadycznego rachunku predykatów bez identyczności 
równoważ ną z t(a). 


