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STAŁA LEŚNIEWSKIEGO W TEORIACH SYLOGISTYCZMYCH• 
SEMANTYCZNE BADANIA PEWNYCH KWANTYFIKATOROWYCH RACHUNKÓW NAZW 

W pracy tej badamy pewne teorie pierwszego rzędu bez iden-
tyczności. Ich stałymi pozalogicznymi będą jedynie dwuargumen-
towe predykaty wybrane spośród następujących: 'A' , 'l' , 'E' , 'O' 
oraz 'e' . Modelami prezentowanych teorii będą m. in. wszystkie 
tzw. struktury specjalne, w których uniwersa złożone są ze 
zbiorów, zaś predykaty interpretowane są odpowiednio (w poda-
nej powyżej kolejności) jako relacje: inkluzji, niepustego ilo-
czynu, pustego iloczynu, niepustej różnicy oraz zawierania się 
zbioru jednoelementowego. Jak widać, interpretacje te «kores-
pondują» z interpretacjami odpowiednich stałych logicznych 
rachunku nazw. I tak, interpretacja w strukturach specjalnych 
predykatów 'A' i 'E' odpowiada tzw. słabej interpretacji sta-
łych sylogistycznych 'każde...jest...' oraz 'żadne...nie 
jest...', predykatów 'I' oraz 'O' - tzw. mocnej interpretacji1 

stałych sylogistycznych 'jakieś...jest...' oraz 'jakieś...nie 
jest...', zaś predykatu 'c' - stałej ontologii Leśniewskiego, 
spójce '...jest...'2. Twierdzeniami dafnej teorii będą te i tyl-
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ko te jej formuły, które są prawdziwe w dowolnej strukturze 
specjalnej mającej uniwersum należące do odpowiedniej klasy 
niepustych rodzin zbiorów. Biorąc pod uwagę powyższe fakty, 
możemy utożsamić badane teorie jyLerwszego rzędu z odpowiednimi 

3 

kwantyfikatorowymi rachunkami nazw . 
Dzięki temu, że nie zajmujemy się bezpośrednio systemami 

kwantyfikatorowego rachunku nazw, unikamy znanych trudności 
z interpretacją kwantyfikatorów wiążących zmienne nazwowe 
rachunku nazw4. 

Teoriami sylogistycznymi nazywać będziemy w tej pracy teo-
rię pierwszego rzędu pochodzącą od J. C. Shepherdsona ([12]) 
oraz jej rozszerzenia. Stałymi pierwotnymi teorii Shepherdsona 
są predykaty 'A' oraz 'I' , zaś predykaty 'O' oraz 'E' są defi-
niowalne w znany sposób. W pracy tej «wzmocnimy», w pewnym sen-
sie, wynik uzyskany w [12]. Pozwoli nam to na zdefiniowanie w 
teorii Shepherdsona stałej 'e' . Tak zdefiniowana stała Leśnie-
wskiego będzie interpretowana w strukturach specjalnych, któ-
rych uniwersa należą do pewnej klasy K*, identycznie jak w on-
tologii. Jednak aksjomat ontologii Leśniewskiego nie będzie 
twierdzeniem tego definicyjnego rozszerzenia. Aby tak było mu-
simy wzmocnić teorię Shepherdsona o dodatkowy aksjomat. 

Przedstawimy również pewne konserwatywne rozszerzenie teo-
rii Shepherdsona, w którym 'e' jest stałą pierwotną. Podobnie 
jak powyżej, wzmacniając to rozszerzenie o nowe aksjomaty, 
uzyskamy konserwatywne rozszerzenia elementarnej ontologii Leś-
niewskiego. Wykorzystamy przy tym wynik z [14]. Pokażemy rów-
nież, że dzięki temu wynikowi, można zbudować definicyjne roz-
szerzenie ontologii, będące rozszerzeniem teorii Shepherdsona. 
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Część I 
Uwagi terminologiczne 

1. STRUKTURY. MODELE, niech £ będzie takim językiem pierwszego 
rzędu bez identyczności, w alfabecie którego stałymi logicznymi 
są spójniki S' , 'л' , V , '-»' , oraz kwantyfikatory 'V i '3' , 
zaś stałymi pozalogicznymi mogą być jedynie dwuargumentowe 
predykaty 'A' , 4' , 'E' , 'O' oraz 'e' . Niech F^ będzie zbiorem 
wszystkich formuł języka £. Strukturą dla języka £ jest dowolna 
para uporządkowana Л£=<\Л£\td£>, w której |А̂ | jest zbiorem 
niepustym (uniwersum struktury), zaś d^ jest funkcją (denotacji 
stałych pozalogicznych) przyporządkowującą każdemu predykatowi 
języka £ jakąś dwuargumentową relację w zbiorze IÂ | . Przez pft 

oznaczać będziemy wartość funkcji na predykacie p. 
Struktura A^ jest modelem formuły wtedy i tylko 

wtedy, gdy ę jest prawdziwa w A^ . 
2. EPIMORFIZMY. Odwzorowanie e z |Â I na IB̂ I jest epimorfizmem 
struktury Ajg na strukturę B^ wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
dowolnych a,be|А^| : jeśli p jest predykatem języka £, to 

<а,Ъ>ерД »5 <e(a) ,e(ł>)>epB 

Mówimy, że struktura A^ jest epimorficzna ze strukturą B^ wtedy 
i tylko wtedy, gdy istnieje epimorfizm z A { na . V tym przy-
padku prawdziwy jest lemat ([1], s. 192 i 193): 

LEMAT 1 a) wartościowanie v zmiennych języka £ spełnia w A^ 
formułę (peF̂  wtedy i tylko wtedy, gdy wartościowanie e«v 
spełnia w Bg formułę <p. 

b) ípeFjg jest prawdziwa w A^ wtedy i tylko wtedy, gdy ip jest 
prawdziwa w B^ .• 

3. STRUKTURY SPECJALNE. Д^ jest strukturą specjalną dla języka £ 
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wtedy i tylko wtedy, gdy lÂ I jest niepustą rodziną zbiorów 

oraz dla dowolnych zbiorów X,Y z Ift̂ l mamy: 
A - gdy 'A' występuje w alfabecie St, to <X,Y>eA « X s Y, 
A 

- gdy 'I' występuje w alfabecie SSj to <X,Y>eI » Xr\Y * a , 

- gdy 'O' występuje w alfabecie 2, to <Х,Г>еОА » X\Y * и , 

- gdy 'E' występuje w alfabecie t, to <Х,У>еЕА » Xr\Y = 0 , A 
- gdy 'c' występuje w alfabecie 2, to <Х,У>ее » CardX=l i X£Y. 

Card X to moc zbioru X. 
W przypdku struktur specjalnych języków z predykatem 'A' , 

każdy epimorfizm jest izomorfizmem, tzn. jest także odwzorowa-
niem różnowartościowym. 
4. STRUKTURY GENERONANE PRZEZ NIEPUSTE RODZINY ZBIORÓW. Mówimy, 
że struktura A^ jest generowana przez niepustą rodzinę zbiorów 
Я wtedy i tylko wtedy, gdy jest specjalna dla £ oraz Я=\Л£\. 
Wtedy strukturę A^ będziemy oznaczać przez . 
5. TWIERDZENIE O EPIMORFIZMIE (REPREZENTACJI). Niech 2 będzie 
jednym z języków z р. 1. oraz 1 będzie, utworzoną w iř, teorią 
pierwszego rzędu bez identyczności o zbiorze aksjomatów specy-
ficznych Ax. Mówimy, że struktura A^ jest modelem teorii 7 wte-
dy i tylko wtedy, gdy każda formuła z Ax jest prawdziwa w A^ . 

Niech К będzie jakąś niepustą klasą niepustych rodzin 
zbiorów. Mówimy, że dla teorii ÏÏ zachodzi twierdzenie o epimor-
fizmie (lub inaczej: o reprezentacji) względem klasy К wtedy i 
tylko wtedy, gdy prawdą jest: dla każdej struktury A^ 

A^ jest modelem teorii ÏÏ wtedy i tylko wtedy, gdy 

AJJ, jest epimorficzna z jakąś strukturą Я^ dla RgK. 

Niech predykat p nie wystęuje w Si, zaś będzie językiem, 
którego alfabet jest rozszerzeniem alfabetu języka £ o p. Niech 
З+defß będzie definicyjnym rozszerzeniem teorii ? o definicję 
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predykatu p, tj. teoria ïï+defp ma zbiór aksjomatów specyficz-
nych równy Ах u {(defp)}. Przy tych oznaczeniach zachodzi: 
METATWIERDZENIE Niech X będzie dowolną klasą niepustych 

rodzin zbiorów, względem której zachodzi twierdzenie o 

epimorfizmie dla teorii U. Niech dla każdego ЯеХ, struktura 

Rę jest modelem formuły (defp). Wtedy również dla 7+defp 
P 

zachodzi twierdzenie o epimorfizmie względem klasy X. 

DOWÓD Przyjmijmy, że p jest zdefiniowany w ïï+defp za pomocą 
formuły rpxy*<p(x,y)~', gdzie <p(x,y) należy do F^ i ma tylko dwie 
zmienne wolne 'x' oraz 'y' . 

Niech Д„ będzie dowolnym modelem teorii У . Powstaje on z 
P P 

л pewnego modelu B^ teorii У. Mamy Ifl̂  l = |B̂ I oraz p jest rela-
P 

cją wyznaczoną w IB̂ I przez formułę q>(x,y). Na mocy założenia 
istnieje epimorfizm e z na pewną strukturę Я^ , dla Я e X. 
Pokażemy, że funkcja e zachowuje warunek epimorfizmu również 
dla predykatu p, czyli że e jest epimorfizmem z Д^ na . 

p p 
A 

Istotnie, to że <a,b>e p ]est równoważne temu, że każde war-
tościowanie v, dla którego v(x)=a i v(y)=b spełnia w B^ formułę 
<P(.x,y). To zaś jest równoważne temu, że wartościowanie e«r 
spełnia tę formułę w Kg (lemat la). Zatem e(a) i e(jb) są w re-
lacji wyznaczonej w К przez formułę 4>(x,y), tj. w relacji 
będącej interpretacją p w .o P 

Część II 
Teoria Shepherdsona i jej konserwatywne rozszerzenia. 

AT-atomy w modelach teorii sylogistycznych 

1. TEORIA S. Niech L,_ będzie językiem pierwszego rzędu bez 
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identyczności o dwóch stałych pozalogicznych 'A' oraz 'I' . Da-
lej, gdy nazwa 'L̂ .' ma być indeksem struktury (resp. struktury 
specjalnej generowanej przez jakąś rodzinę zbiorów), będziemy 
używać jedynie samego jej indeksu, tj. 'AI' , pisząc przykłado-
wo: 'ЛА1' , 'ЯА1' . 

W języku L r o z w a ż m y teorię (Shepherdsona, [12]) opartą 
na poniższych aksjomatach: 

Ахх ( I) 
(ÄXZAÄZy) -» AXy (II) 

( IZXAÄZy ) -> Ixy (III) 

Ixy - lxx (IV) 

•ylxx -» Axy (V) 

Łatwo zauważyć, że z (I) i (III) wyprowadzimy twierdzenia: 
Ixy -» Iyx (1) 

С IuzhAuxAAzy ) -> Ixy ( 2 ) 

Oczywiste jest stwierdzenie: 
STWIERDZENIE 1. Każda struktura specjalna dla L^j jest modelem 

teorii S.a 
Niech К będzie klasą wszystkich niepustych rodzin zbiorów. 

W pracy [12] dla teorii S udowodniono twierdzenie o epimorfi-
emie względem klasy R: 
TWIERDZENIE 1. Д^. jest modelem teorii S wtedy i tylko wtedy, 

gdy istnieje takie że A A I jest epimorficzna ze struktu-
rą Я А 1. a 

2. ATOMY W MODELACH TEORII S. Niech A będzie dowolną struktu-
rą dla L-AJ . Mówimy, że a należąe do lÂ jl jest АГ-atomem wtedy 
i tylko wtedy, gdy spełnia następujący warunek: 

A A A <a,a>el oraz dla każdego Ь jeśli <a,£»el , to <a,b>eA (t) 
Bezpośrednio z definicji epimorfizmu wynika, że jeśli e 
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jest epimorfizmem z na B^j, to dla dowolnego aelA^I 
a jest AT-atomem w Д ^ » e(a) jest AI-atomem w B ^ 

Oczywiście, interesować nas będą jedynie te przypadki 
АГ-atomów, gdy struktura jest modelem teorii S. Jak wiemy, 
każda struktura specjalna dla L^j generowana przez jakąś niepu-
stą rodzinę zbiorów Я jest modelem teorii S. W strukturze % Л 1 

warunek (+) wyrazimy w następujący sposób. Zbiór XeX jest 
AI-atomem wtedy i tylko wtedy, gdy 

X*a oraz dla każdego YeR jeśli Xr\Y*es, to ХЯГ (Í)6 

Zauważmy, że każdy zbiór jednoelementowy w rodzinie Я jest 
У 

AI-atomem, lecz nie musi być odwrotnie . Interesować nas będzie 
właśnie następująca klasa rodzin zbiorów: 
К*:={ЯеК : każdy АГ-atom w jest zbiorem jednoelementowym} 

3. TWIERDZENIE O EPIMORFIZMIE DLA S WZGLĘDEM %*. Dla teorii S 
udowodnijmy twierdzenie o epimorfizmie względem klasy K* : 
TWIERDZENIE 2. Struktura A^j jest modelem teorii S wtedy i 

tylko wtedy, gdy istnieje takie R<&*, że A ^ jest epimorfi-
czna ze strukturą 

DOWÓD "«•" Z lematu. Ib, ze stwierdzenia l i z inkluzji R*sE. 
"=»" Niech Â j. będzie dowolnym modelem teorii S. Niepusty zbiór 
7 zawarty w l^jl nazywamy filtrem w wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla dowolnych a,belÄ^jl spełnione są dwa warunki: 

jeśli aeV i <а,Ь>еАЛ, to beV (!) 
jeśli aeV i beV, to <а,Ь>еГй (!!) 

Niech V będzie zbiorem wszystkich filtrów w Określamy fun-
ir 

kc]ę е:|Длх1 -» 2 wzorem e(a):={VeK : aeV}. Przyjmijmy K:={e(a) 
: a€|A4J|}. zatem e jest «ná» ft. Pokażemy, że e jest epimorfiz-
mem z A^r na oraz że fteit*. 

Niech dla a,bei^AI\, [a,i>]: = {c : <а,с>еЛй lub <b,c>eAÄ}. 
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Na mocy (I), a,be[a,b]. Pokażemy, że 

А 

<a,b>el » [a,jb] jest filtrem w Ад
Г
 . (x) 

A Istotnie, niech <a,i»el . Wtedy: do (!), o ile ce[a,b] i 
<с,й>бЛ , to na mocy (IX) również de[a,f>]; do (!!), jeśli 

A A A 
c,d€[a,b], to zarówno <а,с>еЛ lub < b , c > U oraz <a,d>A lub 

<b
f
d>eA

R

. Stąd lub <а,с>еА
Л

 i <a,d>eA
R

, lub <а,с>еА
Л

 i 

<b,d>eA
A

, lub <a,d>eA
A

 i <Ь,с>еЛ
й

, lub <Ь,с>е/ i <Ь,й>€Д
А

. 

Teraz na mocy (IV), (1) i (2) mamy <c,d>el . Odwrotnie, jeśli 

[a,b] jest filtrem, to skoro a,be[a,b], więc na mocý (!!) mamy 

<a,b>el
ft

. 

A 
Jeżeli <а,Ь>еЛ , to na mocy (!), e(a) s е(Ь). Odwrotnie, 

A A 
rozważmy dwa przypadki. Gdy <a,a>tl , to na mocy (V), <a,b>eA . 

A 
Gdy zaś <a,a>el , to [a,a] jest filtrem w A^j i ae[a,a], Zatem 

[a,a]ee(a), co na mocy założenia daje [a,a]€e(b). Stąd be[a,a], 

A 
tzn. <а,Ь>бЛ . 

A 
Jeśli <a,i»el , to na mocy (x), [a,b] jest filtrem w A^j i 

a,be[a,b]. Zatem [а,Ь]€е(а)пе(£>). Odwrotnie, jeśli e(a)ne(b)*0, 

to istnieje taki filtr V, że аеЧ i beV. Wtedy na mocy (!!), 

A 

mamy <a,b>eT . 

Na koniec pokażemy, że ЯеК*. Niech X będzie dowolnym 

AT-atomem w tzn. spełnia warďnek (*). Ponieważ e jest na, 

więc istnieje w l^jl takie a, że spełnia warunek (t) i X=e(a). 

Na mocy (x), [a,a] jest filtrem w Pokażemy, że [a,a] jest 

jedynym elementem zbioru e(a). Istotnie, niech Vee(a). Wtedy A dla dowolnego beV, na mocy (!!), mamy <a,b>el , gdyż aeV. Zatem 

A 
na mocy (t), również <а,Ь>еД , czyli be[a,a]. Zatem V s [а,а]. 

л 

Ponadto, dla dowolnego b, jeśli b€[a,a], to <а,Ь>еД , więc na 

mocy (!), beV, gdyż aeV. Zatem również [a,a] S V. o
8 

Wyciągnijmy teraz następujący wniosek: 
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WNIOSEK 1. Dla każdej formuły <p języka L ^ poniższe trzy 
warunki są równoważne: 

(0) ł> jest twierdzeniem teorii s, 
(1) dla każdego KeR, struktura H A I jest modelem <p, 
(ii) dla każdego KeR*, struktura Я А 1 jest modelem ę. 
DOWÓD " (o)=»(i ) " stwierdzenie 1; "(i )=>(ii)" z inkluzji R* £ R. 
"(ii)=»(o)" Jeżeli ä^J jest dowolnym modelem teorii S, to na mo-
cy twierdzenia 2, istnieje takie KeR*, że Дц. jest epimorficzny 
z Na mocy (ii) i lematu lb, <p jest prawdziwa również w mo-
delu Ponieważ był to dowolny model, więc na mocy twierdze-
nia Gödla o pełności, <p jest twierdzeniem teorii S. o 

Zatem możemy interpretować teorię S jako teorię struktur 
specjalnych dla L^j generovaných odpoviednio przez: 

(IS 1) rodziny z R, 
(IS 2) rodziny z R*. 
Oczywiście, interpretacja (IS 1) jest szersza od interpretacji 
(IS 2). Jednak przy rozszerzaniu teorii S możemy wybrać równo-
prawnie jedną z nich. 
4. KONSERWATYWNE ROZSZERZENIA TEORII S. Niech L^Jc będzie języ-
kiem pierwszego rzędu bez identyczności o trzech stałych poza-
logicznych 'A' , 'I' oraz 'e' . Przyjmijmy podobną umowę o inde-
ksach jak w p.l. W języku zbudujemy dwa konserwatywne roz-
szerzenia teorii S. ich «zamierzone» interpretacje będą odpo-
wiednio kontynuacją jednej z interpretacji (IS 1) bądź (IS 2) 
teorii S. Te dwie kontynuacje nie są równoważne. 

Istotnie, ponieważ К* с R, więc zbiór formuł języka ^лхс 
prawdziwych w każdej strukturze dla KeS jest podzbiorem 
zbioru formuł prawdziwych w każdej strukturze dla KeS*. 
Jest to jednak zawieranie właściwe, co wynika z poniższego 
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lematu (wykorzystywanego również później w p.6): 

LEMAT 2. Dla dowolnej rodziny KeR: 

struktura jest modelem poniższej formuły 
( IXXAVZ С IXZ^AXZ ) ) -» cxx (3) 

» 

wtedy i tylko wtedy, gdy 

DOWÓD "=»" Załóżmy, że (3) jest prawdziwa w oraz niech X 

będzie dowolnym АГ-atomem w • Wtedy na mocy (#), każde war-

tościowanie v, dla którego 'x' ) = X, spełnia formułę 'lxx л 

л 4z(Ixz->Axz)'. Zatem r spełnia również formułę 'cxx' , czyli 
ф 

<X,X>ee . Stąd X jest jednoelementowy. 

"«=" Niech ЯеК*. Weźmy dowolne wartościowanie v spełniające 

poprzednik implikacji (3) w • Wtedy v('x' ) jest ЛГ-atomem 

w , czyli jest zbiorem jednoelementowym. Stąd v spełnia 

formułę 'cxx' . Zatem każde wartościowanie spełniające poprzed-

nik implikacji (3), spełnia również jej następnik. • 

5. TEORIA S c. W języku zbudujemy rozszerzenie S e teorii S, 

którego «zamierzona» interpretacja będzie kontynuacją interpre-

tacji (IS 1). Teoria S e ma następujące aksjomaty: (I)-(V) oraz 

СХУ -» ( CXXAlXXAÄXy) (VI) 

(ÄXZACZZAlXy) -» cxy (VII) 

Łatwo zauważyć, że twierdzeniami teorii S e są poniższe 

formuły prawdziwe w każdej strukturze ^ A l c dlá KcK: 

(схх л Ixy) -» Аху (4) 

(cxx л Ixy) -» cxy (5) 
С Аху Л суу ) -» ( CXX V -iiiCX ) (6) 

(cxx л Аху) -> cxy (7 )9 

Podobnie jak dla teorii S, zachodzi stwierdzenie: 

STWIERDZENIE 2. Każda struktura specjalna dla L c jest modelem 

teorii S e. • 
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Udowodnimy, że dla teorii S
e

 prawdziwe jest twierdzenie o 

epimorfizmie względem klasy Jt : 

TWIERDZENIE 3. Struktura &
л 1 с

 jest modelem teorii S
e

 wtedy i 

tylko wtedy, gdy istnieje takie fteK, że A^jj. jest epimor-

ficzna ze strukturą . 

DOWÓD "«=" Z lematu lb) oraz ze stwierdzenia 2. 

"=»" Niech Д
дIc

 będzie dowolnym modelem teorii S
c

. Identycznie 

jak w dowodzie twierdzenia 2 definiujemy pojęcie filtru w • 

Niech V będzie sumą mnogościową zbioru l*jj
c
l oraz zbioru wszy-

y 
stkich filtrów w R J U Ç - Określamy funkcję 2 wzorem: 

e(a) : = 
: aeV} , gdy <a,a>ee

Ä 

{VeK : aeV} и {с : <с,с>е!
Л

 i <с,а>еА
А

} , gdy <а,а>*е
й 

Przyjmijmy К: = {е(а) : ae|A^
c
l}. Zatem е jest «па» Я. Pokażemy, 

że е jest epimorfizmem z &
Л 1 с

 na . W dowodzie tego faktu 

kilkakrotnie wykorzystamy poniższe warunki: 

A <a,a>el « e(a)* a (vi) 

Istotnie, zdefiniujmy zbiór [a,b] jak w dowodzie twierdze-

A 
nia 2 oraz niech [a]: = [a,a]. Jeśli <a,a>el , to na mocy (x) z 

dowodu twierdzenia 2, [a] jest filtrem w i ae[a], czyli 

A 

e(a)*e>. Odwrotnie, gdy <a,a>tl , to na mocy (!!) z określenia 

filtru, a nie należy do żadnego filtru. Ponadto, na mocy (1), 

(III) i (IV), {c : <c,c>eI
Ä

 i <с,а>еЛ
й

} = и. Zatem e(a) = a. 

Jeśli <a,a>6j
fl

 i <а,а>йе
й

, to {[a],a}£ e(a) 2) 

Istotnie, wynika to z (I),(x) i definicji funkcji e. 

A 

<a,a>ee « [a] jest filtrem i e(a)={[a]} (w 3) 

A 

Istotnie, jeśli <а,а>ес , to na mocy (VI) i (x), [a] jest 

filtrem, więc [a]ee(a). Załóżmy, że Vee(a), czyli aeV. Jeśli 

dowolnie wybrany beV, to na mocy (!!) w określeniu filtrów, 
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<a,b>e!Ä. Stąd, na mocy (4), <а,£»еЛй. Zatem be[a], tj. Vs [а]. 

Zawieranie [a]£ V wynika z (!) w określeniu filtru. Zatem, na 

mocy określenia funkcji e, e(a)={[a]}. Odwrotnie, ponieważ [a] 
A A A jest filtrem, więc <a,a>el . Zatem {c : <c,c>el i <с,а>еД }*я. 

Ф 
т А Stąd, skoro nie jest zawarty w e(a), <a,a>ec . 

A Jeśli Card e(a)= 1, to <a,a>€C . (ы 4) 
A A Istotnie, na mocy (vi), <a,a>el . Stąd na mocy (v 2) <a,a>ee . 
A Załóżmy teraz, że <а,Ь>еД . Rozpatrzmy dwa przypadki. 1. 

A A A gdy <b,b>ee : wtedy na mocy (6), albo <a,a>ee albo <a,a>il . 
W sytuacji pierwszej, e(a)={ [a] }={[b]}=e(b). W sytuacji drugiej 

A 
na mocy (v 1), e(a)= 0 s e(b). 2. gdy <b,b>«c : wtedy z warunku 

(!) z określenia filtru otrzymujemy: jeśli Vee(a), to Vee(b). 

Ponadto, z określenia funkcji e oraz z (II) otrzymujemy: jeśli 

cee(a), to cee(b). Zatem e(a)s e(b). A Odwrotnie: załóżmy, że e(a)£ e(b). wtedy, gdy <a,a>«I , to 
A A na mocy (V), <a,b>eA . Jeśli zaś <a,a>el , to na mocy (x), 

zbiór [a] jest filtrem i [a]ee(a). Zatem [a]ee(b). Stąd be[a], 

czyli <а,Ь>еЛй. 
A 

Niech <a,b>eJ . wtedy na mocy (x), [a,b] jest filtrem oraz 

[a,b]ee(a)ne(b). Odwrotnie: załóżmy, że e(a)n e(b)* 0 . Mamy dwa 

przypadki. 1. istnieje taki filtr 7, że Vee(a)n e(b): wtedy aetf 

i beV, więc z (II) w określeniu filtru mamy <a,b>€lft. 

2o istnieje takie cel^AlE>, że cee(a) n e(b): wtedy <с,с>еГй i 

<c,a>eAÄ i <c,b>eAÄ. Zatem na mocy (2), <a,b>elft. 

Niech <a,b>ecÄ. Wtedy na mocy (VI) i (v3), <а,а>еей, 

e(a) = {[a]} i <а,Ь>е.ДЯ. Zatem e(a) = {[a]} £ e(b). Odwrotnie: 
załóżmy, że Card e(a) = 1 i e(a) £ e(b). Na mocy (v 4) i (1v 3), 

A 
<a,a>6E 1 e(a) = {[a]}. Mamy więc [a]ee(b), czyli be[a]. Stąd 
<а,Ь>еЛй. Zatem na mocy (7), <a,b>ecÄ . • 
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Podobnie jak wniosek 1, dowodzimy: 
WNIOSEK 2. Dla każdej formuły ip języka 1*л1с V jest twierdze-

niem teorii Sc wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego ЯеК, 
struktura jest modelem <p. • 
Z wniosków 1 i 2 wynika, że teoria Sc jest konserwatywnym 

rozszerzeniem teorii S, tzn. dla każdej formuły q> języka L^j , 
<p jest twierdzeniem teorii Sc wtedy i tylko wtedy, gdy <p jest 
twierdzeniem teorii S. 
6. DEFINICYJNE ROZSZERZENIE TEORII S. Zbudujmy teraz w języku 
Lrozszerzenie teorii 'S, którego «zamierzona» interpretacja 
będzie kontynuacją interpretacji (IS 2). 

Za pomocą lematu 2 udowodnijmy: 
STWIERDZENIE 3. Dla dowolnej rodziny XeS: 

struktura jest modelem poniższej równoważności 
cxy « ( IxxMz( IXZ^AXZ )лАху ) (def e) 

wtedy i tylko wtedy, gdy ReK*. 
DOWÓD "=»" Weźmy dowolne KeK. Jeśli formuła (def c) jest 
prawdziwa w , to w prawdziwa jest również formuła (3), 
gdyż (I) jest prawdziwe w każdej strukturze specjalnej dla 

• Zatem na mocy lematu 2, KeSE*. 
"<=" Niech ReR*. Wtedy na mocy lematu 2, (3) jest prawdziwe 

w Ponadto, ponieważ formuła (7) jest prawdziwa w każdej 
strukturze specjalnej dla więc w prawdziwa jest 
również implikacja 

(lxx л Vz(Ixz^Axz) л Аху) -» cxy (8) 

Ponadto, poniższa implikacja: 
cxy -* (lxx л Vz(Ixz->Axz ) л Аху) (9) 

jest prawdziwa w każdej strukturze specjalnej dla Ьд^, gdyż 
własność tę mają również formuły (VI) i (4). a 
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W języku L^jj. zbudujmy definicyjne rozszerzenie teorii S 

za pomocą formuły (defc). Oznaczmy je przez 'S+defe'. Ze stwie-

rdzeń 1 i 3 wynika: 

STWIERDZENIE 4. Dla dowolnej rodziny ЯеК: 

struktura jest modelem teorii S+defe wtedy i tylko 

wtedy, gdy Яе8*. • 

Wykorzystując stwierdzenie 3 oraz metatwierdzenie z cz.I 

p.5, otrzymujemy: 

TWIERDZENIE 4.
 ft

A
j
c
 jest modelem teorii S+defe wtedy i tylko 

wtedy, gdy istnieje takie , że jest epimorficzna ze 

strukturą Я
Д1с

 . D
1 0 

Podobnie jak wniosek 1, dowodzimy: 

WNIOSEK 3. Dla każdej formuły ip języka : V jest twierdze-

niem teorii S+defe wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 

ЯеХ*, struktura jest modelem <p. • 

Z wniosków 2 i 3 wynika, że teoria S+defe jest rozszerze-

niem teorii S
c

 (oczywiście S+defe jest konserwatywnym rozsze-

c 

rżeniem S). Zauważmy, że dodając do aksjomatów teorii S 

formułę (3) otrzymamy teorię równoważną z teorią S+defe. Istot-

nie, implikację prostą w (defc) wyprowadzimy z (VI) i (4), zaś 

z (3) i (7) implikację odwrotną. 

Na koniec tego punktu zauważmy, że dla każdego Яе% w 

strukturze Кд̂. prawdziwa jest poniższa równoważność: 

( IxxaVz ( Ixz~*Axz )лАху ) s ( IxyMz(Ixz->Axz ) ) (10) 

Łatwo ją wyprowadzić z tez (I),(2) i (IV) teorii S. Zatem tezą 

teorii S+defe jest równoważność: 

cxy S ( IxyAVz( lxz~*Axz ) ) (11) 

7.PREDYKATY 'E' ORAZ 'O' W TEORIACH S, S
e

 ORAZ S+defe. Oczywis-

te jest, że dla dowolnego poniższe formuły: 
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Exy = -ilxy (def^E) 

Oxy = -lAxy (defo) 

są prawdziwe w strukturze specjalnej generowanej przez Я. 
Zatem w odpowiednich językach, za pomocą formuł (def^E) 

oraz (defjO), możemy zbudować definicyjne rozszerzenia teorii 
S, Se oraz S+defe. Na mocy metatwierdzenia z cz. I p. 6, dla 
rozszerzeń teorii S oraz Se (resp. teorii S+defe) zajdzie 
twierdzenie o epimorfizmie względem klasy К (resp. klasy K*). 

Część III 
Stałe sylogistyczne w elementarnej ontologii. 
c-struktury i struktury c-niezdegenerowane 

Poniższa formuła jest prawdziwa w każdej strukturze spe-
cjalnej dla L̂ jj. : 

cxy -» (3z(czx)AVZVU( (сгхлеих)-+ CZU)A4Z(czx->czy)) (12) 

Zatem (12) jest twierdzeniem teorii Sc oraz S+defe. Jednak 
implikacja odwrotna do (12), tj. formuła 

(3z(czx)AVZVU( (егхлеих)-> CZU)AVZ(ezx^czy)) •* cxy (13) 

nie jest prawdziwa w strukturze specjalnej dla generowanej 
przez rodzinę {{1},{1,2}} należącą do K*. Zatem (13) nie jest 

. . с twierdzeniem teorii S+defe oraz S . 
Niech Le będzie językiem pierwszego rzędu bez identycznoś-

ci, w którym jedynym predykatem jest 'e' . W języku tym budujemy 
teorię O (elementarna ontologia Leśniewskiego11) o jedynym aks-
jomacie specyficznym: 

exy = (3z(czxJAVZVU ((сгхлеих)^CZU)AVZ(czx^czy )) (£) 

X. e-STRUKTURY. Zdefiniujmy następującą klasę niepustych rodzin 
zbiorów : 
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Re:={ Het : dla każdego a jeśli aeU R, to {а}еЯ} 
Oczywiście, JEe с К* 12. 

Niech £ będzie językiem pierwszego rzędu bez identycznoś-
ci, w którym występuje predykat 'e'. Za M. Takano wprowadźmy 
określenie ([14]). Strukturę ft^ specjalną dla £ nazywamy 
e-strukturą wtedy i tylko wtedy, gdy |Д^|еКс, tj. gdy spełnia 
warunek: 

jeśli aeXeIA^ I, to {aJelA^I 
W [14] udowodniono twierdzenie, które w naszej terminolo-

gii mówi, że dla teorii O zachodzi twierdzenie o epimorfizmie 
g względem klasy К : 

TWIERDZENIE 4. Д j e s t modelem teorii O wtedy i tylko wtedy, 
• E 

gdy istnieje takie ЯеК , że Дс jest epimorficzna z X . а 

2. STRUKTURY c-NIEZDEGENEROWANE. Niech £ będzie językiem pierw-
szego rzędu bez identyczności, w którym występuje co najmniej 
predykat 'e' . Dla struktur języka £ wprowadźmy następujące 
pojęcia. Element aelA^I nazywamy e-atomem w A^ wtedy i tylko 

A 
wtedy, gdy <a,a>ee . Element aelA^I nazywamy c-zdegenerowanym 
w A^ wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia trzy poniższe warunki: 
1° a nie jest e-atomem, 
2° istnieje takie b, że b jest e-atomem i <b,a>eeA, 
3° dla dowolnych c i d jeśli c i d spełniają warunek 2°, 

A to <c,d>ec . 
Strukturę Ag nazywamy e-niezdegenerowaną wtedy i tylko 

wtedy, gdy w A^ nie istnieje element e-zregenerowany13. 
LEMAT 3. Każdy model teorii 0 jest e-niezdegenerowany. 
DOWÓD Przypuśćmy, że a jest elementem e-zdegenerowanym w modelu 
Ae. Wtedy wartościowanie v, dla którego v( 'x' )=v( 'y' )=a, speł-
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nia poprzednik implikacji (13). Stąd v spełnia również następ-
A 

nik tej implikacji, tj. <a,a>ee . Zatem a jest e-atomem, co 
jest sprzeczne z warunkiem 1° w definicji elementu e-zdegenero-
wanego. W Ae nie ma więc elementów e-zdegenerowanych. 
3. RODZINY e-NIEZDEGENEROWANE. Niech, jak poprzednio, £ będzie 
językiem pierwszego rzędu bez identyczności, w którym występuje 
co najmniej predykat 'e' . Rozważmy przypadek, gdy jest 
strukturą specjalną dla i ma uniwersum Я (tzn. Zbiór 
ХеЯ jest e-atomem w Д^ wtedy i tylko wtedy, gdy X jest jedno-
elementowy. Ponadto, zbiór ХеЯ jest e-zdegenerowany w Я£ wtedy 
i tylko wtedy, gdy spełnia warunek: 

Card X>1 i dla dokładnie jednego УсЯ, Card У= 1 i У с X (#)15 

Zdefiniujmy następującą klasę niepustych rodzin zbiorów: CII 
К : żaden zbiór w Я nie spełnia warunku (#)} 

Zachodzi lemat: 
LEMAT 4. Struktura jest e-niezdegenerowana wtedy i tylko 

wtedy, gdy ЯеКеп. o E rn cn 
Oczywiście, К с R oraz klasy К i X* krzyżują się. 

Udowodnijmy stwierdzenie: 
STWIERDZENIE 5. Dla dowolnej rodziny Яе% : 

struktura Я^ jest modelem teorii O wtedy i tylko wtedy, gdy 
ЯеХсп. 

DOWÓD "=>" wynika z lematów 3 i 4. 
"<=" Ze względu na uwagę we wstępie do tej części, wystarczy en pokazać, że (13) jest prawdziwa w Я£, gdy ЯеХ . Weźmy dowolne 
wartościowanie r spełniające poprzednik (13) w Я^. Zatem v( 'x' ) 

cn 
jest zbiorem niepustym, gdyż v spełnia '3z(czx)'. Skoro KeK i 
v spełnia w Я formułę 'VzVu((егхлсих )->czu)' , więc v('x' ) musi 
być zbiorem jednoelementowym. Fakt ten i spełnianie w Я przez 
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v formuły 'Vz(ezx-czy)' , wystarcza aby stwierdzić, że zbiór 
v( ) zawiera się w zbiorze v( 'y' ). Zatem v spełnia w H^ 

następnik implikacji (13), tj. formułę 'cxy' . • 
Z powyższego stwierdzenia, twierdzenia 4 oraz inkluzji 

С СП 
S с SE , wynika wniosek: 
WNIOSEK 4. Dla każdej formuły <p języka Lc poniższe trzy waru-

nki są równoważne: 
(0) <p jest twierdzeniem teorii O, CU 
(1) dla każdego ЯеК , struktura 3?c jest modelem ę, 
(ii) dla każdego KeKc, struktura Я^ jest modelem <p. • 

Zatem możemy interpretować teorię O jako teorię struktur 

specjalnych dla Lc generowanych odpowiednio przez: 

(IO 1) rodziny z K c n , 

(10 2) rodziny z Kc. 

Oczywiście, interpretacja (10 1) jest szersza od interpretacji 
(IO 2). Jednak przy rozszerzaniu teorii O możemy wybrać równo-
prawnie jedną z nich. 
4. KONSERWATYWNE ROZSZERZENIA TEORII O. W języku Ь Д 1 с zbudujemy 
cztery konserwatywne rozszerzenia teorii O. «Zamierzone» inter-
pretacje dwóch z nich będą odpowiednio kontynuacją jednej z in-
terpretacji (JO 1) bądź (10 2) teorii O. Te dwie kontynuacje 
nie są równoważ ne. С СП Istotnie, ponieważ К с К , więc zbiór formuł języka 

CR 
prawdziwych w każde] strukturze Яд1с dla Яе% jest podzbiorem 
zbioru formuł prawdziwych w każdej strukturze Я j dla ЯеКс. 
Jest to jednak zawieranie właściwe, gdyż przykładowo poniższe 
formuły: 

4z(ezx->czy) •* Axy (14) 

lxy -» Э z ( c z x b c z y ) (15) 
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nie są prawdziwe w strukturze specjalnej dla generowanej 
rn 

przez rodzinę {{1,2},{2,3}} należącą do % oraz zachodzi 

poniższy lemat: 
LEMAT 5. Formuły (14) i (15) są prawdziwe w każdej strukturze 

Я.
То
 dla ReR

C

. 
Ale 

DOWÓD Niech ЯбК
с

. Jeśli wartościowanie v spełnia w 

poprzednik implikacji (14), to v( 'x' )s r('y'), tj. spełnia rów-

nież jej następnik. Istotnie, niech аек('х'). Wtedy {а}€Я. Stąd 
ф К 

<{a},r('jr')>€C , czyli również <{a},r( 'y' )>«=e . Zatem aer('y'). 

Jeśli wartościowanie v spełnia w poprzednik implika-

cji (15), to spełnia również jej następnik. Istotnie, niech 

v( 'x' )n r( 'y' )* 0, tj. istnieje takie a, że ae v( 'x' ) n v( 'y' ). 
® ф 

Wtedy {а}еЯ i <{a},v('x')>ee oraz <{a},v('y')>ee . • 

Z wiosku 4 dla teorii O wynika, że dla dowolnej klasy К 

С СП 

takiej, że К с К с К , dana formuła będzie tezą teorii O wtedy 

i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa w każdej strukturze K
e
 dla 

ЯеХ. Dla dwóch z takich klas odpowiednie będą, rozpatrywane w 

cz.IV, trzecie i czwarte konserwatywne rozszerzenie teorii O. 

4. DEFINICYJNE ROZSZERZENIE TEORII 0. Zbudujmy teraz w języku 

definicyjne rozszerzenie teorii 0, którego «zamierzona» 

interpretacja będz ie kontynuacją interpretacji (XO 2) • 

Za pomocą lematu 5 udowodnijmy stwierdzenie: 

STWIERDZENIE 6. Poniższe formuły: 

Axy s Vz(czx->czy) (defA) 

Ixy s 3z(ezxA€zy) (defl) 

są prawdziwe w każdej strukturze dla Ret
0

. 

DOWÓD Wynika to z lematu 5 oraz z faktu, że implikacje: 

Axy -» Vzf ezx->ezy ) 

3 2 ( G ZXAC Z y ) -» I x y 
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są prawdziwe w każdej strukturze specjalnej dla L^^ . • 

Niech O+defAT będzie definicyjnym rozszerzeniem teorii O 

za pomocą definicji ( d e f A ) i (defl). Wykorzystując stwierdzenie 

6, twierdzenie 4 oraz metatwierdzenie z cz.I p.5, otrzymujemy: 

TWIERDZENIE 5. jest modeîem teorii 0+def4! wtedy i tylko 

wtedy, gdy istnieje takie ЯеК
е

, że jest epimorficzna ze 

strukturą Я
A I s

 . • 

Z powyższego twierdzenia wyprowadzimy wniosek: 

WNIOSEK 5. Dla każdej formuły <p języka L^jj. <P jest twierdze-

niem teorii O+def-ЛГ wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 
с 

ReSE , struktura %
А 1 с

 jest modelem ip. • 
£ 

Z wniosków 5 i 2 ( resp. 5 i 3 oraz inkluzji К с R* ) 

wynika, że O+defiil jest rozszerzeniem teorii S
c

 (resp. S+defc). 

Oczywiście, O+def^I jest konserwatywnym rozszerzeniem O. 

5. PREDYKATY 'E' ORAZ 'O' W TEORII O + d e M J . Podobne rozważania, 

jak w poprzednich punktach dla formuł (defA) i ( d e f l ) , analogi-

czne do badań w cz.II p.7 dla formuł (def^O) i (def^E), możemy 

przeprowadzić również dla poniższych formuł: 

O x y s -iVzfzzx^zzy) (defJD) 

Exy = -i3z(czxAczy ) (def2E) 

Część IV 

Odtworzenie elementarnej ontologii w niezdegenerowanychnych 

teoriach sylogistycznych 

W części tej zbudujemy (nierównoważne) rozszerzenia teorii 

S+defe i S
c

 takie, iż formuła (2) będzie tezą tych rozszerzeń. 

•' c 

1. TEORIA S
e n
. W języku zbudujemy teorię, która będzie 

konserwatywnym rozszerzeniem teorii 0. Jej «zamierzona» inter-

pretacja będzie kontynuacją interpretacji (10 1) teorii 0. 
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С С 
Teorią tą będzie rozszerzenie S c n teorii S . Jego aksjomatami 
są formuły (I)-(VII) oraz: 

[зг(егх)лЧгЧи((сгхлсих)-> ezu)) -» cxx (VIII) 
Zauważmy, że z (VIII) możemy bezpośrednio wyprowadzić 

implikację (13). Zatem, korzystając z uwagi we wstępie do 
cz.III, widzimy, iż tezą teorii jest formuła (£). Czyli S®n 

jest rozszerzeniem teorii O. Za pomocą badań semantycznych 
pokażemy, że jest to rozszerzenie konserwatywne. 

Udowodnijmy: 
TWIERDZENIE 6. Struktura Ад1с jest modelem teorii S®n wtedy i 

tylko wtedy, gdy I c jest modelem teorii Se i jest 
strukturą e-niezdegenerowaną. 

DOWÓD Przypuśćmy, że a jest elementem e-zdegenerowanym 
w • Wtedy wartościowanie v, dla którego r( 'x')=a, spełnia 
poprzednik implikacji (VIII). Stąd v spełnia również następnik 
tej implikacji, więc a jest e-atomem, co jest sprzeczne z waru-
nkiem 1° w definicji elementu e-zdegenerowanego. W ni e raa 

więc elementów c-zdegenerowanych. 
"«=" Załóżmy, że wartościowanie v spełnia poprzednik implikacji 
(VIII) w • Zatem element v( 'x' ) spełnia warunki 2" i 3° w 
definicji elementu e-zdegenerowanego. Ponieważ Д ^ jest 
e-niezdegenerowana, więc v('x') nie może spełniać warunku 1°, 
czyli jest c-atomem w Zatem wartościowanie v spełnia 
również w następnik implikacji (VIII). • 

Z powyższego twierdzenia, z lematu 4 i stwierdzenia 2 
(resp. ze stwierdzenia 5) wynika: 
STWIERDZENIE 7. Dla dowolnej rodziny fteSt: 

struktura jest modelem teorii wtedy i tylko wtedy, 
gdy ReKcn. а 
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Z twierdzeń 3 i б oraz lematu 4 wyciągamy wniosek, będący 
С en twierdzeniem o epimorfizmie dla S c n względem klasy iE : 

TWIERDZENIE 7. Struktura Ajjc jest modelem teorii S®n wtedy i 
Gil 

tylko wtedy, gdy istnieje takie 3?eSE , że Ад1е jest epimor-
ficzna z • 

DOWÓD "V Na mocy twierdzenia 6, A j e s t e-niezdegenerowana 
i jest modelem teorii S. Stąd, na mocy twierdzenia 3 i warunków 
epimorfizmu, istnieje takie KeK, że jest epimorficzna ze cn 
strukturą o r a z ^Aic jest c-niezdegenerowana, tj. KeK 

"o" Na mocy lematu 4 i warunków epimorfizmu, jest 
c-niezdegenerowana, więc na mocy twierdzeń 3 i 6, jest 
modelem teorii S® . o cn 

Z ostatniego twierdzenia wyciągamy wniosek: 
WNIOSEK 6. Dla każdej formuły q> języka ' Ч> jest twierdze-

с cn niem teorii S £ n wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego KeK , 
struktura RAIe jest modelem tp. • 

Z wniosków 4 i 6 wynika, że jest konserwatywnym roz-
c cn szerzeniem teorii O. Zaś z wniosków 5 i б oraz inkluzji К с К 

g 
wynika, że O+defAT jest rozszerzeniem teorii Sen> 

2. STRUKTURY 4J-NIEZDEGENER0WANE. Niech JÜ będzie językiem pier-
wszego rzędu bez identyczności, w którym występują co najmniej 
dwa predykaty 'A' oraz 'I' . Dla struktur języka t wprowadźmy 
następujące pojęcia. Element aelft̂ l nazywamy ^J-zdegenerowanym 
w strukturze Д^ wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia trzy poniższe 
warunki: 
1) a nie jest j4I-atomem, ft 2) istnieje takie b, że b ]est AT-atomem i <Ь,а>еЛ , 

Д 
3) dla dowolnych c i d spełniających warunek 2), <c,d>eA . 

Rozważmy przypadek szczegółowy, gdy Д«, jest modelem teorii 
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S lub S+defe. Wtedy warunki 2) i 3) są odpowiednio równoważ ne 
poniższym warunkom: 

A 2' ) istnieje takie b, że b ]est Al-atomem i <b,a>el , 
A 

3') dla dowolnych c i d spełniających warunek 2'), <c,d>el . 
Istotnie, wynika to z tego, iż formuły (10),(I) i (2) są twier-
dzeniami teorii S. 

Strukturę Ajg nazywamy ЛГ-niezdegenerowaną wtedy i tylko 
wtedy, gdy w A^ nie istnieje element -Al-zdegenerowany17. 
3. RODZIMY ДХ-NIEZDEGENEROHANE. Zdefiniujmy następującą klasę 
niepustych rodzin zbiorów: 

KeR : struktura Я ^ jest AT-niezdegenerowana } 
Zauważmy, że dla Яе.%* pojęcia АГ-atomu i c-atomu są równo-

ważne. Podobnie jest z pojęciami АГ-zdegenerowania oraz 
c-zdegenerowania w %AICi gdyż dla dowolnego ХеКеЕ*, X jest 
Al-zdegenerowany w wtedy i tylko wtedy, gdy spełnia warun-
ek (#) z cz.III p.3. Zatem jeśli K*, to KeKcn. Ponadto, 
jeśli ЯеКепп S*, to Яе%А1п. Zatem otrzymujemy: 
LEMAT 6. КЛ1пл К* = 8епл К*, а 

Stąd wynika, że îc с Г42"".. 
4. TEORIA Ŝ jjj- W języku L^j zbudujmy rozszerzenie teorii 
S dodając do aksjomatów (I)-(V) poniższą implikację (ze zmienną 
wolną 'X' ) : 

(IZXAVU(IZU^AZU))A 

AVz4u((Izx/\Vy(lzy-*Azy)AluxMy(Iuy->Auy))->Izu) j -> (IX) 

Vz(Ixz^>Axz ) 

«Sens intuicyjny» tej formuły związany jest z AT-atomami 
(patrz: określenie (t) p.2. cz.II. i teza (10) teorii S, p.6. 
cz.II). Można go odtworzyć wykorzystując - wyprowadzone dalej -
tezy (16)-(18) oraz «intuicje» związane z definicją (defc). 
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Udowodnijmy twierdzenie: 
TWIERDZENIE 8. Struktura A ^ jest modelem teorii wtedy i 

tylko wtedy, gdy jest modelem teorii S i A^j jest struk-
turą AI-niezdegenerowaną. 

DOWÓD "=>" Przypuśćmy, że a jest elementem АГ-zdegenerowanym w 
AAT' w t e dy wartościowanie v, dla którego r( 'x')=a, spełnia po-
przednik implikacji (IX). Stąd v spełnia również następnik tej 

A 
implikacji oraz, na mocy tez (1) i (IV), <a,a>el . Zatem a jest 
АГ-atomem, co jest sprzeczne z warunkiem 1) w definicji elemen-
tu AI-zdegenerowanego. W ft^j nie ma więc takich elementów. 

"«=" Załóżmy, że wartościowanie v spełnia poprzednik impli-
kacji (IX) w Zatem element v('x') spełnia warunki 2') i 
3') w definicji elementu АГ-zdegenerowanego. Ponieważ A ^ jest 
АГ-niezdegenerowana, więc v('x') nie może spełniać warunku 1), 
czyli jest АГ-atomem w Ä^j. Zatem wartościowanie v spełnia 
również w A^j następnik implikacji (IX). o 

Z twierdzenia 8 i stwierdzenia 1 wynika stwierdzenie: 
STWIERDZENIE 8. Dla dowolnej rodziny fteSS: struktura R^j jest ajn 
modelem teorii S^Jn wtedy i tylko wtedy, gdy ЯеХ . • 

Z twierdzeń 2 i 8 oraz lematu б wyciągamy wniosek, będący 
twierdzeniem o epimorfizmie dla teorii względem klasy 
HAInn %* : 
TWIERDZENIE 9. Struktura АД1 jest modelem teorii Б Д 1 п wtedy i 

Altl 
tylko wtedy, gdy istnieje takie KeSE n X*, że A ^ jest epi-
morficzna z AI 

DOWÓD "=»" Na mocy twierdzenia 8, ň^j jest AT-niezdegenerowana 
i jest modelem teorii S. Stąd, na mocy twierdzenia 2 oraz wa-
runków epimorfizmu, istnieje takie 3?eK*, że A^. jest epimor-
ficzna ze strukturą oraz Я jest AT-niezdegenerowana. 
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Na mocy lematu б i warunków epimorfizmu, & A I jest 
Al-niezdegenerowana, więc na mocy twierdzeń 2 i 8, & A I jest 
modelem teorii s A I n- D 

Wyciągnijmy wniosek, analogiczny do wniosku 1: 
WNIOSEK 7. Dla każdej formuły <p języka L ^ poniższe trzy 

warunki są równoważne: 
(0) <p jest twierdzeniem teorii S^^, 

JJn (1) dla każdego ЯеК , struktura Я ^ jest modelem <p, 
Aln 

(ii) dla każdego Яе К n iE*, struktura Я ^ jest modelem ę. 
DOWÓD " (o)=»(i)" ze stwierdzenia 8. "(i)-»(ii)" z КЛ1плК* с КЛ1п. 
" (ii )=»(o) " Jeżeli. ЛА1 jest dowolnym modelem teorii s A I n / to na 
mocy twierdzenia 9, istnieje takie Яе8*, że AAI jest epimorfi-
czny z % A I oraz HAj jest ЛХ-niezdegenerowana. Na mocy (ii) i 
lematu lb, <p jest prawdziwa również w modelu . Ponieważ był 
to dowolny model, więc na mocy twierdzenia Gödla o pełności, ę 
jest twierdzeniem teorii s A I n- o 

Z wniosków 5 i 7 oraz inkluzji Rec RennK*= wynika, 
że teoria O+defAT jest rozszerzeniem teorii Ŝ j,,» lecz nie jest 
ono konserwatywne (przykładowo formuła 'IXY -> 3z(IZZAAZXAAZY)' 
jest tezą O+defAT a nie jest tezą sAIn)• 
5. TEORIA S^In+defc. W języku zbudujmy definicyjne rozsze-
rzenie teorii Ŝ jjj za pomocą formuły (defc). Oznaczmy je przez 
'S „T +defe'. ЛХП 

Korzystając z (defc) oraz tezy (11) teorii S+defe, wypro-
wadzimy jako tezę teorii S^Jn+defe poniższą formułę: 

(3Z(CZX)AVZVU((CZXACUX)^IZU)) -• 4z(Ixu-*Axz) (16) 

Z niej oraz z tez (1),(IV) i (11) otrzymujemy jako tezę: 
(3z(czx )A\/Z4U ( (CZXACUX) -» Izu)) -> cxx (17) 

Ponieważ z (11) wyprowadzimy formułę: 
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(VzVir( С C Z X A C U X ) • * CZU)) я (4Z4U((CZXACUX)-* IZU)) (18) 

więc z (17) i (18) wyprowadzimy (VIII). Zatem, korzystając 

z uwagi z p.l, widzimy, że tezą teorii S^
J n
+defe jest jedyny 

aksjomat teorii O (tj. formuła (2) ). Zatem S^^+defe jest 

rozszerzeniem teorii O. Za pemocą badań semantycznych pokażemy, 

że jest to rozszerzenie konserwatywne. 

Ze stwierdzeń 4 i 8 oraz lematu 6 wynika: 

STWIERDZENIE 9. Dla dowolnej rodziny ЯеК: 

struktura Я
Д1с

 jest modelem teorii S
A J n

+defe wtedy i tylko 

ЛГп 

wtedy, gdy S e i n К* . • 

Wykorzystując stwierdzenie 3 oraz metatwierdzenie z cz.I 

p.5, otrzymujemy: 

TWIERDZENIE 10. Struktura jest modelem teorii S^
J n
+defe 

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie fteK r&*, że 

jest epimorficzna ze strukturą
 a 

Wyciągnijmy wniosek : 

WNIOSEK 8. Dla każdej formuły <p języka : <P jest twierdze-

niem teorii S^
J n
+defe wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 

, struktura jest modelem ę. a 

Z wniosków 5 i 8 oraz inkluzji t
e

с %*nS.
AIn

 wynika, że teo-

ria O+defAl jest rozszerzeniem teorii S^
Jn
+defс. Z tych dwóch 

faktów wynika, iż S^^+defe jest konserwatywnym rozszerzeniem 

teorii O. Istotnie, jest rozszerzeniem, gdyż (£) jest tezą 

teorii S^
J n
+defc. Ponadto, jeśli formuła <p języka L

c
 jest 

twierdzeniem teorii S^
J n
+defe, to <p jest również tezą teorii 

O+defAT, czyli musi być również tezą teorii O, gdyż O+defjîI 

jest konserwatywnym rozszerzeniem teorii O. 

Z wniosków б i 8 oraz inkluzji K* n %
A I n

 с K
c n

 wynika, że 

teoria S +defe jest rozszerzeniem teorii S
c

 . -4Jn
 J

 en 
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Korzystając z tez (11) i (18) teorii S+defe, widzimy, że 
równoważność '(VIII)s(IX)' jest tezą tej teorii, tzn. jest 
wyprowadzalna z formuł (I)-(V), (defc). Oznacza to, że S^^+defe 
jest równoważna teorii opartej na aksjomatach (I)-(V), (defc), 

(VIII). Wynik ten można również uzasadnić semantycznie, korzys-
tając z lematu 6. 
6. TEORIA Konserwatywnym rozszerzeniem teorii O będzie 

g 
również następujące rozszerzenie teorii Sen, zbudowane w języ-
ku • Aksjomatami tego rozszerzenia będą formuły (I)-(IX). 

g Oznaczmy je przez • Dla teorii s^jcn można udowodnić twierdzenie o epimorfiz-
JTii gn 

mie względem klasy * n К , z niego zaś otrzymać wniosek: 
WNIOSEK 9. Dla każdej formuły ip języka L^ję s V jest twierdze-

niem teorii s^jcn wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 
КеКЛ1плКсп, struktura % A I C jest modelem <p. • 
Ponieważ jest rozszerzeniem teorii O, więc również с 

SATen 3 e s t rozszerzeniem O. Pokażemy, iż jest to rozszerzenie 
konserwatywne. Istotnie, na mocy wniosków 8 i 9 oraz warunku: 

X A I n r & * = RennR* = К Л 1 п п К с п л Х * с t A I n r * e n 

widzimy, że teoria S^Jn+defc jest rozszerzeniem teorii s^jen-
Ponieważ S^Jn+defe było konserwatywnym rozszerzeniem teorii O, 
więc również takim jest s^jcn* 

Podobnie - korzystając z tego, że S^Jn+defe jest konserwa-
tywnym rozszerzeniem teorii Ŝ jj, - pokazujemy, że s^jcn jest 
konserwatywnym rozszerzeniem teorii 18. 
7. PODSUMOWANIE. Przedstawmy diagram, na którym zapis T 2<— T1 

oznacza, że teoria 7\j jest rozszerzeniem teorii T2. Oczywiście, 
< — jest relacją przechodnią. Ponadto, zapis T 2 « — T1 ma ozna-
czać rozszerzenie konserwatywne. Oczywiście, 
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Г* T3<~l Г* тз €~l diagram 1 1 uzupełnimy do diagramu 1 1 

Tj > T2 T1 > T2 

X 

t 

» 5 < ^ЛХП <-

S e < Ś+defe <-

s® < S C
1 T _ < S +defe < o+defe СП ДХСП Л1п I 
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PRZYPISY 

1 Na temat tzw. słabego i mocnego rozumienia stałych sylo-
gistycznych, patrz m. in. w [2],[5],[13] i [8]. 

2 Patrz m. in. [4],[5],[6],[7],[14] i [8]. 
3 O takim utożsamianiu pisałem w [11]. Ponadto, w [9] 

i [10] dokładnie omówiłem przypadek, gdy wszystkie aksjomaty 
specyficzne badanej teorii pierwszego rzędu są formułami bez-
kwantyfikatorowymi (tzw. teorie otwarte). Wtedy bezkwantyfika-
torowy fragment tej teorii możemy utożsamić z odpowiednim 
systemem bezkwantyfikatorowego rachunku nazw. 
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4 W [11] przedstawiono próbę formalizacji pewnej interpre-
tacji tych kwantyfikatorów (pochodzącej od Klinga [6], [7]). 

5 'e' jest skrótem metajęzykowego zwrotu 'wtedy i tylko 
wtedy, gdy' . 

6 Warunek (t) jest w modelach teorii S mocniejszy od 
poniższego warunku : 

A <a,a>el oraz dla dowolnego b, 

jeśli <Jb,£»eIÄ i <Ь,а>еЛй , to <а,Ь>еЛй 

Ponieważ formuła : 
С ïyysAyx )->Ixy 

jest twierdzeniem teorii S , więc warunek (t) pociąga warunek 
(+). To, że nie zachodzi wynikanie odwrotne pokażemy na konkre-
tnym przykładzie modelu teorii S. Zauważmy, że w dowolnej stru-
kturze warunek (+) wyrazimy w następujący sposób: 

X*0 oraz dla każdego YeK jeśli m*YSX, to XüY (++) 

Zatem w rodzinie {{1,2},{2,3}} oba jej elementy spełniają 
warunek (++), lecz nie spełniają warunku (*). 

Zauważmy, że jeśli rodzina Я jest domknięta ze względu na 
iloczyn mnogościowy (tj. X,YśR pociąga ХпУеЯ), to warunek (Í) 
jest równoważny z warunkiem (++). Istotnie, jeśli Xr\Y*a, to na 
mocy Xr\YQX, również XQXr\Y. Zatem XQY. 

Ogólnie, warunki (t) oraz (+) są równoważne dla teorii o 
aksjomatach specyficznych (I),(II),(V) oraz 

IXy s 3Z( IZZAÄZXAÄZy ) 

zbudowanej w L,_ i będącej rozszerzeniem teorii S ([11]). 
A A Istotnie, jeśli <a,b>el , to istnieje takie c, że <c,c>el oraz 

<с,а>еЛй i <с,Ь>еАЛ. Zatem na mocy (+) i (II), <а,Ь>еЛЛ. 
7 

Przykładowo, w jednoelementowej rodzinie {{1,2}}. 
8 Zauważmy, że dla S nie zachodzi twierdzenie o epimorfiz-

mie względem klasy tych niepustych rodzin, w których każdy 
zbiór spełniający warunek (++) z przypisu б jest jednoelemento-
wy. Kontrprzykładem jest struktura specjalna dla L^. o uniwer-
sum {{1,2},{2,3}}. 

9 Łatwo pokazać, że układ aksjomatów (I)-(VII) jest równo-
ważny układowi (I)-(VI),(5),(6) oraz układowi (I)-(VI),(4), 
(6),(7). 
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1 0

 Zauważmy, że dla dowolnej rodziny ЯеК zachodzi: 

struktura jest modelem poniższej równoważności 

CXY s (Тлглг л VZ((IZZAAZX ) - ÄXZ) л Ауу) 

wtedy i tylko wtedy, gdy każdy XeR spełniający warunek (++) z 

przypisu 6 jest jednoelementowy. 

Jednak, ze względu na uwagę w przypisie 8, do definicyjne-

go rozszerzenia teorii S za pomocą powyższej równoważności nie 

możemy zastosować metatwierdzenia z cz.I. Co więcej, dla takie-

go rozszerzenia definicyjnego nie zachodzi nawet twierdzenie o 

epimorfizmie względem klasy K. Istotnie, struktura o uni-
a fr A 

wersum {1,2}, w której I jest relacją pełną, zaś A i e są 

identycznością, jest modelem tego rozszerzenia. Struktura 

nie jest modelem formuły (9) prawdziwej w każdej strukturze 

specjalnej dla 1*
Л1е

 • Zatem na mocy lematu lb, Дд
1с
 nie jest 

epimorficzna z żadną strukturą specjalną dla • 
1 1

 Przyjmujemy oznaczenie '0' , gdyż nazwa 'elementarna 

ontologia' wraz z oznaczeniem 'EO' , przyjęta jest również dla 

innej teorii pierwszego rzędu bez identyczności ([4]), będącej 

rozszerzeniem teorii O powstałym po dodaniu jako aksjomatów 

specyficznych wszystkich formuł postaci: 

3x\/y{cyx = (еуул<р ) ) 

gdzie ip jest formułą jęzka L
e
, w której 'x' nie występuje jako 

zmienna wolna. 
1 2

 Inkluzja ta nie jest odwracalna, gdyż {{1},{1,2}} 

należy do R* a nie należy do R
c

. 
1 3

 W [3] wprowadzono następujące pojęcia dla modeli teorii 

O . Element a nazywamy singularnym w A
c
 wtedy i tylko wtedy, gdy 

A A <a,a>«e i dla dokładnie jednego belA^J, <b,a>ec 

Oczywiście, każdy element singularny jest c-zdegenerowany. 

Strukturę A
e
 nazywamy singularną wtedy i tylko wtedy, gdy 

istnieje element singularny w А
£
. Oczywiście, żadna struktura 

e-niezdegenerowana nie jest singularna, lecz równoważność tych 

pojęć zachodzi tylko dla tzw. modeli normalnych ontologii 

A A 
([14]), w których warunek <a,b>ec i <b,a>ee pociąga a=b. 

1 4

 W [3] udowodniono lemat mówiący, że żaden model teorii 
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0 nie jest singularny. Biorąc pod uwagę poprzedni przypis, 
widzimy, że wynika to z lematu 3. 

15 W strukturach specjalnych dla Le (są to modele normalne 
teorii 0; patrz przypis 13) pojęcie c-zdegenerowania pokrywa 
się z pojęciem singularności, więc singularność sprowadza się 
wtedy również do warunku (#). 

16 W części IV w p.l, p.5 i p.6 zbudujemy trzy dalsze 
konserwatywne rozszerzenia teorii O. 

17 Dla modeli teorii S+defe pojęcia АГ-atomu i e-atomu 
(resp. АГ-zdegenerowania i e-zdegenerowania) są równoważne. 
Zatem dany model teorii S+defc jest AT-niezdegenerowany wtedy 
1 tylko wtedy, gdy jeët e-niezdegenerowany. 

18 Podobne rozważania do powyższych można byłoby przepro-
wadzić dla teorii opartej na aksjomatach (I)-(VII),(IX). 
Jednak nie jèst ona rozszerzeniem teorii 0. 


