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STALA LESNIEWSKIEGO W TEORIACH SYLOGISTYCZMYCH.
SEMANTYCZNE BADANIA PEWNYCH KWANTYFIKATOROWYCH RACHUNKOW NAZW

W pracy tej badamy pewne teorie pierwszego rzedu bez iden-
tycznosSci. Ich statymi pozalogicznymi beda jedynie dwuargumen-
towe predykaty wybrane sposréd nastepujacych: ‘X ,'r,E,o
oraz ‘e’. Modelami prezentowanych teorii bedg m. in. wszystkie
tzw. struktury specjalne, w ktdr;ch uniwersa ztozone 8§ ze
zbioréw, zas predykaty interpretowane s odpowiednio (w poda-
nej powyzej kolejnosci) jako relacje: inkluzji, niepustego ilo-
czynu, pustego iloczynu, niepustej réZnicy oraz zawierania sie
zbioru jednoélementowego. Jak wida¢, interpretacje te <«kores-
pondujg» z interpretacjami odpowiednich statych logicznych
rachunku nazw. I tak, interpretacja w strukturach specjalnych
predykatéw °‘42° i. ‘E’ odpowiada tzw. slabej interpretacji sta-
tych  sylogistycznych ‘kazde...jest...’ oraz ‘2adne...nie
jest...’, predykatéw °‘I' oraz 'O = tzw. mocne) interpretacjil
stalych sylogistycznych ‘jakies...jest...’” oraz ‘jakies...nie
jest...’, zas predykatu ‘e’ - stalej ontologii LesSniewskiego,

spéjce ‘...jest...'z. Twierdzeniami danej teorii bedg te i tyl-
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ko te jej formuly, ktére sa prawdziwe w dowolnej strukturze
specjalnej majacej uniwersum nalezgce do odpowiedniej klasy
niepustych rodzin zbioréw. Biorac pod uwage powyZsze fakty,
mozemy utozsamié badane teorie pjerwszego rzedu z odpowiednimi
kwantyfikatorowymi rachunkami nazw .

Dzieki temu, Ze nie zajmujemy sie bezposrednio systemami
kwantyfikatorowego rachunku nazw, unikamy =znanych trudnosci
z interpretacija kwantyfikatbrdw wigzacych 2zmienne nazwowe
rachunku nazw®.

Teoriami sylogistycznymi nazywaé bedziemy w tej pracy teo-
rie pierwszego rzedu pochodzgacg od J. C. Shepherdsona ([12])
oraz jej rozszerzenia. Stalymi pierwotnymi teorii Shepherdsona
sg predykaty ‘A’ oraz ‘I', za$ predykaty ‘O oraz ‘E’ sg defi-
niowalne w znany sposéb. W pracy tej «wzmocnimy», w pewnym sen=-
sie, wynik uzyskany w [12]. Pozwoli nam to na zdefiniowanie w
teorii Shepherdsona stalej ‘e’ . Tak zdefiniowana stala Le$nie-
wskiego bedzie interpretowana w strukturach specjalnych, kté6-
rych uniwersa nalezg do pewnej klasy K*, identycznie jak w on-
tologii. Jednak aksjomat ontologii LeSniewskiego nie bedzie
twierdzeniem tego definicyjnego rozszerzenia. Aby tak byio mu-
simy wzmocnié¢ teorig¢ Shepherdsona o dodatkowy aksjomat.

Przedstawimy réwniez pewne konserwatywne rozszerzenie teo-

rii Shepherdsona, w ktérym ‘e’ jest stala pierwotna. Podobnie
jak powyzej, wzmacniajac to rozszerzenie o nowe aksjomaty,
uzyskamy konserwatywne rozszerzenia elementarnej ontologii Le$-
niewskiego. Wykorzystamy przy tym wynik z [14)}. Pokazemy réw-
niez, ze dzieki temu wynikowi, mozna zbudowaé¢ definicyjne roz-

szerzenie ontologii, bedace rozszerzeniem teorii Shepherdsona.
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Czes¢é 1
Uwagi terminologiczne

1. STRUKTURY. MODELE. niech £ bedzie takim jezykiem pierwszego
rzedu bez identycznosSci, w alfabecie ktérego staitymi logicznymi

83 sp6éjniki ~’,‘A’,v,»,‘® oraz kwantyfikatory v i ‘I,
za§ statymi pozalogicznymi moga by¢é¢ jedynie dwuargumentowe
predykaty ‘a’,‘I’,'E’,'0’ oraz ‘¢’. Niech F, Dbedzie zbiorem
wszystkich formul jezyka £. Strukturg dla jezyka £ jest dowolna
para uporzadkowana A£=<|AZl,d£>, w ktorej IA,l jest zbiorem
niepustym (uniwersum struktury), zas d, jest funkcja (denotacji
stalych pozalogicznych) przyporzadkowujaca kazdemu predykatowi
jezyka £ jakas dwuargumentowg relacje w zbiorze IAQI. Przez pA

oznaczaé¢ bedziemy wartosé funkcji d£ na predykacie p.

Struktura A£ jest modelem formuly per wtedy i tylko

wtedy, gdy ¢ jest prawdziwa w Ry .

2. EPIMORFIZMY. Odwzorowanie e z IAZI na IBZI jest epimorfizmem

struktury A, na strukture B, wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnych a,bElA£| :‘jeéli p jest predykatem jezyka £, to
<a,b>epA N <e(a),e(b)>epB

Méwimy, Z2e struktura L jest epimorficzna ze struktura B, wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje epimorfizm 2z Ry, na B, . W tym przy-

padku prawdziwy jest lemat ((1], s. 192 i 193):

LEMAT 1 a) wartoSciowanie v 2zmiennych jezyka £ spelnia w Ay
formute peF, wtedy i tylko wtedy, gdy wartoSciowanie eov
spetnia w B, formule ¢.

b) ¢eF, jest prawdziwa w R, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ Jjest
prawdziwa w B, .o

3.STRUKTURY SPECJALNE. A, jest struktura specjalng dla jezyka £
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wtedy i tylko wtedy, gdy Inzl jest niepusta rodzing zbioréw
oraz dla dowolnych zbioréw X,Y z IAQI mamy :

- gdy ‘A wystepuje w alfabecie £, to <X,Y>eAA eXsY,

- gdy ‘I’ wystepuje w alfabecie 1& to <X,Y>eIA e XnY * @ ,

- gdy ‘O’ wystepuje w alfabecie £, to <X,Y>eoA e X\Y # @ ,

- gdy ‘E’ wystepuje w alfabecie £, to <X,Y>EEA ® XnY = @,

- gdy ‘e’ wystepuje w alfabecie £, to <X,Y>eeA o CardX=1 i XeY.

Card X to moc zbioru X.

W przypdku struktur specjalnych jezykéw z predykatem ‘A’,
kazdy epimorfizm jest izomorfizmem, tzn. jest takze odwzorowa~
niem réznowarto$ciowym.

4. STRUKTURY GENEROWANE PRZEZ NIEPUSTE RODZINY ZBIOROW. Méwimy,

ze struktura A, jest generowana przez niepustg rodzine zbioréw
R wtedy i tylko wtedy, gdy jest specjalna dla £ oraz ﬁ=|A2L

Wtedy strukture A, bedziemy oznaczaé¢ przez RZ .

5. TWIERDZENIE O EPIMORFIZMIE (REPREZENTACJI). Niech £ bedzie

jednym z Jjezykéw z p. 1. oraz J bedzie, utworzong w £, teoria

pierwszego rzedu bez identycznosSci o zbiorze aksjomatéw specy-

ficznych Ax. Méwimy, Ze struktura R, jest modelem teorii 7 wte-

dy i tylko wtedy, gdy kazda formula z Ax jest prawdziwa w A, .

Niech X bedzie jakas niepusta klasa niepustych rodzin
zbioréw. MOwimy, Ze dla teorii 7 zachodzi twierdzenie o epimor-
fizmie (lub inaczej: o reprezentacji) wzgledem klasy K wtedy i
tylko wtedy, gdy prawda jest: dla kazdej struktury Ry

AZ jest modelem teorii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy
AZ Jjest epimorficzna z jakas strukturg Ry dla ReKX.

Niech predykat p nie wysteuje w £, zas £p bedzie jezykiem,

ktérego alfabet jest rozszerzeniem alfabetu jezyka £ o p. Niech

J+defp bedzie definicyjnym rozszerzeniem teorii 7 o definicje
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predykatu p, tj. teoria J+defp ma zbiér aksjomatéw specyficz-

nych réwny Ax v {(defp)}. Przy tych oznaczeniach zachodzi:

METATWIERDZENIE Niech X bedzie dowolng klasg niepustych
rodzin zbioréw, wzgledem ktdorej =zachodzi twierdzenie o
epimorfizmie dla teorii 7. Niech dla kazdego ReK, struktura

Rz jest modelem formuly (defp). Wtedy réwniez dla T+defp
p
zachodzi twierdzenie o epimorfizmie wzgledem klasy X.
DOWOD Przyjmijmy, 2e p jest zdefiniowany w J+defp za pomoca
formuty ‘pxy=¢(x,y)’, gdzie ¢(x,y) nalezy do Fy i ma tylko dwie
zmienne wolne ‘x’ oraz ‘y’.

Niech A, bedzie dowolnym modelem teorii ?p. Powstaje on z
P

pewnego modelu By, teorii J. Mamy 'AZ |=IB$I oraz pA jest rela-
s

cja wyznaczona vaBZI przez formule ¢(x,y). Na mocy zatozenia

istnieje epimorfizm e 2 B, na pewng strukture ?2 , dla R € XK.

Pokazemy, Ze funkcja e zachowuje warunek epimorfizmu réwniez

dla predykatu p, czyli ze e jest epimorfizmem z A, na R, .
p p

Istotnie, to 2e <a,b>e pﬂ jest réwnowazne temu, Ze kazde war-
toSciowanie v, dla ktérego v(x)=a i v(y)=b speinia w B, formule
9p(x,y). To zaS jest rdéwnowazne temu, 2e wartosciowanie eeov
spelnia te formuie w ?2 (lemat la). Zatem e(a) i e(b) sa w re-
lacji wyznaczonej w R przez formule ¢(x,y), tj. w relacji
bedacej interpretacijg p w Rz .a

[

Czesé II
Teoria Shepherdsona i jej konserwatywne rozszerzenia.
AI-atomy w modelach teorii sylogistycznych

1. TEORIA S. Niech L,r bedzie jezykiem pierwszeqgo rzedu bez
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identycznosci o dwéch statych pozalogicznych ‘A’ oraz ‘I’'. Da-
lej, gdy nazwa ‘LAI’ ma by¢é indeksem struktury (resp. struktury
specjalnej generowanej przez jakas rodzine zbioréw), bedziemy
uzywa¢ jedynie samego jej indeksu, tj. ‘AI.' piszgc przyktado-
wo: ‘AAI’,‘ﬁAI'. ‘

W jezyku L,y rozwazmy teorie (Shepherdsona, [12]) oparta

na ponizszych aksjomatach:

Axx : (1)
(AxZAAzZy) - AXy (II)
(IzxnAzZy) - IXy (I1I)

Ixy » Ixx (1IV)
~Ixx -» Axy (V)

Latwo zauwazyé, ze z (I) i (III) wyprowadzimy twierdzenia:
Ixy -» Iyx (1)
(IuznrAuxaAzy) ~ IXy (2)
Oczywiste jest stwierdzenie:
STWIERDZENIE 1. Kazda struktura specjalna dla L.r jest modelem
teorii S.o
Niech & bedzie klasa wszystkich niepustych rodzin zbiordw.
W pracy [12] dla teorii S udowodniono twierdzenie o epimorfi-
gmie wzgledem klasy R:
TWIERDZENIE 1. A,, jest modelem teorii S wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje takie Ref, ze R, jest epimorficzna ze struktu-
ra ﬂAI' o
2, ATOMY W MODELACH TEORII S. Niech AAI bedzie dowolng struktu-
ra dla Lar- Méwimy, 2e a nalezae do IAAIl jest AI-atomem wtedy
i tylko wtedy, gdy spelnia nastepujacy warunek:
<a,a>eIA oraz dla kazdego b je$li <a,b>eIA, to <a,b>eAA (*)

Bezposrednio 2z definicji epimorfizmu wynika, ze jesSli e
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jest epimorfizmem z AAI na BAI' to dla dowolnego aelAAIl
a jest AI-atomem w AAI e e(a) jest AI-atomem w BAI
Oczywiscie, interesowaé nas beda jedynie te przypadki
AI-atoméw, gdy struktura A,; jest modelem teorii S. Jak wiemy,
kazda struktura specjalna dla L, generowana przez jakas niepu-
sta rodzine 2zbioréw R jest modelem teorii S. W strukturze RAI
warunek (+) wyrazimy w nastepujacy sposéb. 2bidér XeR jest
AI-atomem wtedy i tylko wtedy, gdy
X#2 oraz dla kazdego YeR jesSli XnY#e, to X<Y (#)5
Zauwazmy, ze kazdy =zbiér jednbelementowy w rodzinie R jest
AI-atomem, lecz nie musi byé odwrotnie’. Interesowaé nas bedzie
wiasnie nastepujgca klasa rodzin zbiordw:
fR*:={Rek : kazdy AI-atom w RAI jest zbiorem jednoelementowym}
3. TWIERDZENIE O EPIMORFIZMIE DLA S WZGLEDEM f*. Dla teorii S
udowodnijmy twierdzenie o epimorfizmie wzgledem klasy X*
TWIERDZENIE 2. Struktura Rar jest modelem teorii S wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje takie Refk*, ze Bar jest epimorfi-
czna ze struktura RAI'
DOWOD "«" Z lematu. 1b, ze stwierdzenia 1 i z inkluzji K*sK.

=" Niech A bedzie dowolnym modelem teorii S. Niepusty zbidr

AT
V zawarty w IAAII nazywamy filtrem w Rar wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych a,belAAII spelnione sa dwa warunki:

jesli aeV i <a,b>eAm, to bev (1)
jeS1li aeV i beV, to <a,b>eI® (11)

Niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich filtréw w A Okreslamy fun-

AI’
kcije e:lﬂAIl -2V wzorem e(a):={VeV : aeV}. Przyjmijmy R:={e(a)

aelAAII}. Zatem e jest «na» R. PokaZemy, Ze e jest epimorfiz-
mem z AAI na WAI oraz ze Refk*.

Niech dla a,belmAIl, (a,b]:={c : <a,c>eAm lub <b,c>eAA}.
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Na mocy (I), a,be[a,b]. Pokazemy, Ze
<a,b>eIA s [a,b] jest filtrem w Ry - (x)
Istotnie, niech <a,b>eIA. Wtedy: do (!), o 1ile ce[a,b] i

<C,d>EAA, to na mocy (II) réwniez de[a,b]; do (!t), jesli

c,def{a,b], to zardéwno <a,c>eAA

<b,d>eAA. Stad 1lub <’a,c>e.4A i <a,d>eAA, lub <a,c>eAA i

<b,d>€AA, lub <a,d>s.4A i <b,c>eAA, lub <b,c>eAA i <b,d>eAA.

lub <b,c>eAA oraz <a,d>AA lub

Teraz nha mocy (IV),(l) i (2) mamy <c,d>eIA. Odwrotnie, jesli
(a,b] jest filtrem, to skoro a,be[a,b]), wiec na mocy (!!) mamy
<a,b>eIA.

Jezeli <a,b>eAA, to na mocy (!), e(a) s e(b). Odwrotnie,
rozwazmy dwa przypadki. Gdy <a,a>¢IA, to na mocy (V), <a,b>eAA.
Gdy zas <a,a>eIA, to [a,a) jest filtrem w R,y i aefa,a). Zatem
[a,alee(a), co na mocy zalozenia daje [a,a)ee(b). Stad be[a,a],
tzn. <a,b>eal.

JeSli <a,b>eIA, to na mocy (x), [a,b]) jest filtrem w R i
a,be(a,b). Zatem [a,blee(a)ne(b). Odwrotnie, jesli e(a)ne(b)=o,
to istnieje taki filtr V, ze aeV i beV. Wtedy na mocy (!!),
mamy <a,b>eIA.

Na koniec pokazemy, 2ze Rek*. Niech X bedzie dowolnym

AI-atomem w R tzn. spelnia warunek (¥). Poniewaz e jest na,

AI’

wiec istnieje w |A,. | takie a, Ze spelnia warunek (t) i X=e(a).

A
Na mocy (x), [a,a] jest filtrem w Bare Pokazemy, zZe [a,a] jest
jedynym elementem zbioru e(a). Istotnie, niech Vee(a). Wtedy
dla dowolnego beV, na mocy (!!), mamy <a,b>sIA, gdyz aeV. Zatem
na mocy (*), réwniez <a,b>eAm, czyli be[a,a]. Zatem V < [a,a].
Ponadto, dla dowolnego b, jesli be[a,a], to <a,b>eam, wiec na
8

mocy (!), beV, gdyz aeV. Zatem rdéwniez (a,a] € V. o

Wyciqgnijmyvteraz nastepujacy wniosek:
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WNIOSEK 1. Dla kazdej formuly ¢ jezyka L,r ponizsze trzy
warunki sa réwnowazne:

(o) ¢ jest twierdzeniem teorii S,

(i) dla kazdego ReR, struktura RAI jest modelem ¢,

(ii) dla kazdego RefR*, struktura ?AI jest modelem ¢.

DOWOD “(0)=(i)" stwierdzenie 1; "(i)>(ii)" 2 inkluzji R* ¢ K. -

"(ii)»(o)" Jezeli AAI jest dowolnym modelem teorii S, to na mo-

cy twierdzenia 2, istnieje takie ReR*, ze Rr jest epimorficzny

z *AI' Na mocy (ii) i lematu 1b, ¢ jest prawdziwa réwniez w mo-

delu A Poniewaz byl to dowolny model, wigc na mocy twierdze-

AI"
nia Gédla o pelnosSci, ¢ jest twierdzeniem teorii S. b

Zatem moZzemy - interpretowaé teorie S jako teorie struktur
specjalnych dla L.r generowanych odpowiednio przez:
(IS 1) rodziny z X,
(Is 2) rodziny z R*,
Oczywiscie, interpretacja (IS 1) jest szersza od interpretacji
(IS 2). Jednak przy rozszerzaniu teorii S moZemy wybraé réwno-
prawnie jedna z nich.
4. KONSERWATYWNE ROZSZERZENIA TEORII S. Niech LAIE: bedzie jezy-
kiem pierwszego rzedu bez identycznosci o trzech stalych poza-
logicznych ‘A',‘I’ oraz ‘¢’ . Przyjmijmy podobng umowe o inde-
ksach jak w p.1. W jezyku LAIs zbudujemy dwa konserwatywne roz-
szerzenia teorii S. Ich «zamierzone» interpretacje beda odpo-
wiednio kontynuacja jednej z interpretacji (IS 1) badi (IS 2)
teorii S. Te dwie kontynuacje nie sg rdéwnowaZne.

Istotnie, poniewaz f* c R, wiec zbiér formut jezyka Laze
prawdziwych w kazdej strukturze RAI: dla ReR jest podzbiorem

-zbioru formul prawdziwych w kazdej strukturze ?AIC dla Rek*,

Jest to Jjednak =zawieranie wlasciwe, co wynika 2z ponizszego



54 Andrzej Pletruszczak

lematu (wykorzystywanego réwniez pdZniej w p.6):
LEMAT 2. Dla dowolnej rodziny ReRk:
struktura R,,. jest modelem poniZszej formuiy
(Ixwaz(Ixzafxz)) - €XX (3)
wtedy i tylko wtedy, gdy Ref*.
DOWGD "»" Zalézmy, 2e (3) jest prawdziwa w R, oraz niech X
bedzie dowolnym AI-atomem w ﬂAIe' ﬁtedy na mocy (%), kazde war-
togéciowanie v, dla ktérego v(‘x’) = X, spetnia formulte ‘Ixx A
A VZ(Ixz»Axz)'. Zatem v spelnia réwniez formule ‘exx’, czyli
<x,x>eeR. Stad X jest jednoelementowy.
“«" Niech ®Rek*, WeZmy dowolne wartoSciowanie v spelniajace
poprzednik implikacji (3) w ?AIe . Wtedy v(‘x’) jest AI-atomem
w R

Ale '
formule ‘exx’ . Zatem kazde wartoSciowanie speiniajace poprzed-

czyli jest zbiorem jednoelementowym. Stgd v spelnia

nik implikacji (3), spelnia réwniez jej nastepnik. o

S. TEORIA S°. w jezyku LAI zbudujemy rozszerzenie s® teorii s,

€

ktérego «zamierzona» interpretacja bedzie kontynuacja interpre-

tacji (IS 1). Teoria s® ma nastepujgce aksjomaty: (I)-(V) oraz
eXy - (EXXAIXXAAXY) (VI)
(AXZAEZZAIXY ) > €XY (VII)

L. . . s o € ‘s
Latwo zauwazy¢, ze twierdzeniami teorii S 83 ponizsze

formuly prawdziwe w kazdej strukturze ?AIC dla Rek:

(exx A Ixy) - AXy (4)
(exx A IXy) - exy (5)
(AXy A €yy) - (exx VvV -Ixx) (6)
(EXX A AXY) - £XY _ (7)9

Podobnie jak dla teorii S, zachodzi stwierdzenie:

STWIERDZENIE 2. Kazda struktura specjalna dla LAIs jest modelem

teorii s®. o
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Udowodnimy, Ze dla teorii s® prawdziwe jest twierdzenie o
epimorfizmie wzgledem klasy & :

TWIERDZENIE 3. Struktura A, .. jest modelem teorii s® wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje takie ReR, ze A,; .  jest epimor-
ficzna ze struktura ﬂAIc’

DOWOD “«* % lematu 1b) oraz ze stwierdzenia 2.

“s" Niech A

Ale
jak w dowodzie twierdzenia 2 definiujemy pojecie filtru w R,

bedzie dowolnym modelem teorii s€. Identycznie
Ie*®
Niech V bedzie sumy mnogosSciowa zbioru l“AIe' oraz zbioru wszy-

. . . 14
stkich filtréw w Rare: Okreslamy funkcje e:IAAIcI - 2 wzorem:

{VeV : aeV} ' , gdy <a,a>eeA
e(a):=

VeV : aeV} v {c : <c,c>eIA i <c,a>eAA , gd <a,a>¢eA
gay

Przyjmijmy R:={e(a) : aelAAIeI). Zatem e jest «na» R. PokaZenmy,
Ze e jest epimorfizmem z BRare D@ Rype - W dowodzie tego faktu
kilkakrotnie wykorzystamy ponizsze warunki:
<a,a>e® o e(a)* o (w 1)
Istotnie, zdefiniujmy zbidér (a,b] jak w dowodzie twierdze-
nia 2 oraz niech [a]:=[a,a]. Jesli <a,a>eIA, to na mocy (x) 2z
dowodu twierdzenia 2, [a] jest filtrem w Bare i ae[a], czyli
e(a)#*s. Odwrotnie, gdy <a,a>¢IA, to na mocy (!!) z okreSlenia
filtru, a nie nalezy do zadnego filtru. Ponadto, na mocy (1),
(III) 1 (IV), {c : <c,c>eIA i <c,a>eAA} =@, Zatem e(a) = @.

A

Jesli <a,a>eI i <a,a>¢eA, to {[a],a}s e(a) (v 2)

Istotnie, wynika to z (I),(x) i definicji funkcji e.

<a,a>eeA ¢ [a] Jest filtrem i e(a)={[a]} (v 3)
Istotnie, jesli <a,a>ee“, to na mocy (VI) i (x), [a] jest
filtrem, wiec [alee(a). Zaldézmy, z2e Vee(a), czyli aeV. Jesli

dowolnie wybrany beV, to na mocy (!!) w okresleniu filtréw,
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<a,b>eIA. Stad, na mocy (4), <a,b>eAA. Zatem be{a), tj. Vs [a].
Zawieranie (a]s V wynika 2z (!) w okresSleniu filtru. Zatem, na
mocy okreSlenia funkcji e, e(a)={(a)}. Odwrotnie, poniewaz [a]
jest filtrem, wiec <a,a>eIA. Zitem {c : <c,c>eIA i <c,a>eAA}=a.
Stad, skoro nie jest zawsrty w e(a), <a,a>ecA.

Jesli card e(a)= 1, to <a,a>ecn. (v 4)
Istotnie, na mocy (w 1), <a,a>eIA. Stad na mocy (w 2) <a,a>eeA.

Zalézmy teraz, ze <a,b>eAA. Rozpatrzmy dwa przypadki. 1.
gdy <b,b>eeA ¢ wtedy na mocy (6), albo <a,a>eeA albo <a,a>¢IA.
W sytuacji pierwszej, e(a)={[a]}={[b]}=e(b). W sytuacji drugiej
na mocy (w 1), e(a)= e S e(b). 2. gdy <b,b>¢sA: wtedy z warunku
(!) 2z okreSlenia filtru otrzymujemy: jesli Vee(a), to Vee(b).
Ponadto, 2z okreslenia funkcji e oraz z (II) otrzymujemy: jesSli
cee(a), to cee(b). Zatem e(a)s e(b).

Odwrotnie: zatdézmy, ze e(a)s e(b). Wtedy, gdy <a,a>¢IA, to
na mocy (V), <a,b>eAA. Jesli za$ <a,a>eIA, to na mocy (x),
zbidr [a] jest filtrem i [a]ee(a). Zatem (alee(b). Stad beifa],
czyli <a,b>eAA.

Niech <a,b>sIA. Wtedy na mocy (x), [a,b) jest filtrem oraz
[a,blee(a)ne(b). Odwrotnie: zalbzmy, ze e(a)n e(b)z @. Mamy dwa
przypadki. 1. istnieje taki filtr V, ze Vee(a)n e(b): wtedy aeV
i beV, wiec 2z (!!) w okresleniu filtru mamy <a,b>eIA.
2. istnieje takie celB, .|, 2e cee(a) n e(b): wtedy <c,c>erm i
<c,a>eAA i <c,b>eAA. Zatem na mocy (2), <a,b>eIA.

Niech <a,b>eeA. Wtedy na mocy (VI) i (w 3), <a,a>esm,
e(a) = {[aj} i <a,b>eAA. Zatem e(a) = {[a]} € e(b). Odwrotnie:
zalézmy, 2e Card e(a) =1 i e(a) € e(b). Na mocy (w 4) i (w 3),
<a,a>eeA i e(a) = {[a]}. Mamy wigc ([alee(b), czyli be[a]. Stad

<a,b>eAA. Zatem na mocy (7), <a,b>ecm . o
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Podobnie jak wniosek 1, dowodzimy: ‘
WNIOSEK 2. Dla kazdej formuly ¢ jezyka Lire = ¢ jest twierdze-
niem teorii s° wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego Rek,

struktura R jest modelem ¢. o

Ale
Z wnioskéw 1 i 2 wynika, ze teoria s® jest konserwatywnym

rozszerzeniem teorii S, tzn. dla kazdej formuly ¢ jezyka L,  ,

® jeét twierdzeniem teorii S°© wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ Jjest

twierdzeniem teorii S.

6. DEFINICYJNE ROZSZERZENIE TEORII S. Zbudujmy teraz w jezyku

L rozszerzenie teorii 'S, ktérego «zamierzona» interpretacja

Ale
bedzie kontynuacja interpretacji (IS 2).
Za pomoca lematu 2 udowodnijmy:

STWIERDZENIE 3. Dla dowolnej rodziny Rek:

struktura ﬂAIc jest modelem ponizszej réwnowaznosSci

exy o (IXXANVZ(IXZ-AXZ)AAXY) (def ¢)

wtedy i tylko wtedy, gdy ReR*.

DOWOD "s" WeZmy dowolne ReR. Je$li formulta (def e) jest

prawdziwa w RAIC' to w ﬂAIc prawdziwa jest réwniez formuta (3),

gdyz (I) Jjest prawdziwe w ~kazdej strukturze specjalnej dla

LAIe' Zatem na mocy lematu 2, Rek¥*,
"«" Niech Ref*. Wtedy na mocy lematu 2, (3) jest prawdziwe
w ﬂAIe' Ponadto, poniewaz formuta (7) jest prawdziwa w kazdej

strukturze specjalnej dla L wige w R prawdziwa jest

Alce’ Ale

réwniez implikacja
(IXXx A VZ(Ix2z~Axz) A AXxy) - €XYy (8)
Ponadto, ponizsza implikacja:
exy » (Ixx A VzZ(Ixz2Axz) A AXYy) (9)
jest prawdziwa w kazdej strukturze specjalnej dla LAIc’ gdyz

wlasno$¢ te maja rdéwniez formuty (VI) i (4). o
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W jezyku Lare zbudujmy definicyjne rozszerzenie teorii S
za pomoca formuly (defe). Oznaczmy je przez ‘S+defe’. Ze stwie-
rdzent 1 i 3 wynika:

STWIERDZENIE 4. Dla dowolnej rodziny Rek:

struktura *A jest modelem teorii S+defe wtedy i tylko

Ie
wtedy, gdy Ref¥. o
Wykorzystujac stwierdzenie 3 oraz metatwierdzenie 2z cz.I
p.5, otrzymujeny: ‘
TWIERDZENIE 4. AAIc jest modelem teorii S+defe wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie ReR*, ze Rare jest epimorficzna ze

10

strukturg R o

AIe °
Podobnie jak wniosek 1, dowodzimy:

WNIOSEK 3. Dla kazdej formuly ¢ jezyka Lare 3 @ jest twierdze-

niem teorii S+defe wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

Rek*, struktura R jest modelem ¢. o

Ale

Z wnioskéw 2 i 3 wynika, Ze teoria S+defe jest rozszerze-

niem teorii s° (oczywiScie S+defe jest konserwatywnym rozsze-

rzeniem S). Zauwazmy, 2e dodajac do aksjomatéw teorii s®

formute (3) otrzymamy teorie réwnowaing z teorig S+defe. Istot-

nie, implikacje prosta w (defe) wyprowadzimy z (VI) i (4), za$
2z (3) i (7) implikacje odwrotna.

Na koniec tego punktu 2zauwazmy, 2e dla kazdego ReR w

strukturze *AI prawdziwa jest ponizsza réwnowaznosc¢:

(IXXAVZ(IXZ-AXZ )AAXY) = (IXYyAVZ(Ix2Z-AXZ)) (10)

bLatwo ja wyprowadzié z tez (I),(2) i (IV) teorii S. Zatem teza
teorii S+defe jest rownowaznosc:

exy = (IXyavz(Ixz-Axz)) (11)

7. PREDYKATY ‘E’ QRAZ ‘O’ W TEORIACH S, s€ ORAZ S+defe. Oczywis-

te jest, ze dla dowolnego Rek, ponizsze formuly:
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Exy = ~Ixy (def&E)
Oxy = -Axy (det&O)
s prawdziwe w strukturze specjalnej generowanej przez R.
‘ Zatem w odpowiednich jezykach, za pomoca formui (deflE)
oraz (def 0), mozemy zbudowaé definicyjne rozszerzenia teorii
s, s® oraz s+defe. Na mocy netatwierdzenia z cz. I p. 6, dla
rozszerzefi teorii S oraz S° (resp. teorii S+defe) =zajdzie

twierdzenie o epimorfizmie wzgledem klasy R (resp. klasy R*).

CzeSé III
Stale sylogistyczne w elementarnej ontologii.
e-struktury i struktury e€-niezdegenerowane

Ponizsza formuta jest prawdziwa w kazdej strukturze spe-
cjalnej dla L,re?

exy - (3z(ezx )AVZVU((EZXACUX )> €ZU)AVZ(EZX-EZY)) (12)
Zatem (12) jest twierdzeniem teorii s® oraz s+defc. Jednak
implikacja odwrotna do (12), tj. formuta

(BZ(CZX)AVZVU((CZXACUX)*'CZU)AVZ(SZX*CZY)) - EXY (13)
nie jest prawdziwa w strukturze specjalnej dla Lare generowanej
przez rodzine {{1},{1,2}} nalezacg do R*. Zatem (13) nie jest
twierdzeniem teorii S+defe oraz S°.

Niech L. bedzie jezykiem pierwszego rzedu bez identycznos-
ci, w ktérym jedynym predykatem jest ‘e’. W jezyku tym budujemy
teorie O (elementarna ontologia Leéniewskiego“) o jedynym aks-
jomacie specyficznym:

exy = (3Z(£2X )AVZVU((EZXAEUX )SEZU)AVZ(EZXHEZY )) (2)
1. €~STRUKTURY. Zdefiniujmy nastepujaca klase niepustych rodzin

zbiordw:
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ke:={ Rek : dla kazdego a jesli ael R, to {a}eR}
Oczywiscie, R < g 12,

Niech £ bedzie jezykiem pierwszego rzedu bez identycznos-
ci, w ktérym wystepuje predykat ‘c’. Za M. Takano wprowadZmy
okreSlenie ([14]). Strukture AZ specjalng dla £ nazywamy
e-struktura wtedy i tylko wtedy, gdy IAZHRC, tj. gdy speilnia
warunek:

jesli aneIAzl, to (a}elﬂzl

W [14] udowodniono twierdzenie, ktére w naszej terminolo-
gii méwi, ze dla teorii O 2zachodzi twierdzenie o epimorfizmie
wzgledem klasy g€
TWIERDZENIE 4. A, jest modelem teorii O wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje takie Reks, ze LA jest epimorficzna 2z Re . o
2., STRUKTURY c£-NIEZDEGENEROWANE. Niech £ bedzie jezykiem pierw-
szego rzedu bez identyczno$ci, w ktérym wystepuje co najmniej
predykat ‘e’, Dla struktur jezyka £ wprowadimy nastepujace
pojecia. Element ae|A£| nazywamy c-atomem w A, wtedy i tylko
wtedy, gdy <a,a>esm. Element aeIAZI nazywamy &-zdegenerowanym
w A, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia trzy ponizsze warunki:
1° a nie jest ec-atomem,
2° istnieje takie b, ze b jest €-atomem i <b,a>esm,
3° dla dowolnych ¢ i d jesli ¢ i d spelniaja warunek 2°,

to <c,d>eem.

Strukture AZ nazywamy €-niezdegenerowang wtedy i tylko
wtedy, gdy w A, nie istnieje element e- z&egenerowany
LEMAT 3. Kazdy model teorii O jest e€-niezdegenerowany.
DOWOD Przypusémy, Ze a jest elementem c-zdegenerowanym w modelu

A . Wtedy wartoSciowanie v, dla ktérego v(‘x’ )=v('‘y )=a, spel-
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nia poprzednik implikacji (13). Stad v speinia réwniez nastep-
nik tej implikacii, tj. <a,a>eeA. Zatem a jest €-atomem, co
jest sprzeczne z warunkiem 1° w definicji elementu e-zdegenero-
wanego. W A_ nie ma wiec element6w e-zdegenerowanych. o'
3. RODZINY c¢-NIEZDEGENEROWANE. Niech, jak poprzednio, £ bedzie
jezykiem pierwszego rzedu bez identyczno$ci, w ktérym wystepuije
co najmniej predykat ‘c’. Rozwazmy przypadek, gdy A, jest
struktura specjalnag dla L, i ma uniwersum R (tzn. A£=ﬂ2). 2biérxr
XeR jest e-atomem w R, wtedy i tylko wtedy, gdy X Jjest jedno-
elementowy. Ponadto, 2zbiér XeR jest £-zdegenerowany w ﬂz wtedy
i tylko wtedy, gdy spetnia waruneg:
card X>1 i dla doktadnie jednego YeR, Card Y=1 i Y ¢ X (#)*°
Zdefiniujmy nastepujaca klase niepustych rodzin zbioréw:
Ren:={ﬂeﬁ : zaden 2zbiér w R nie spetnia warunku (#)}
Zachodzi lemat:
LEMAT 4. Struktura ?2 jest e-niezdegenerowana wtedy i tylko
. wtedy, gdy RekR, o

Oczywiscie, £° < %EP

oraz klasy L S krzyzuja sie.
Udowodnijmy stwierdzenie:
STWIERDZENIE 5. Dla dowolnej rodziny ReRk:
struktura R, jest modelem teorii O wtedy i tylko wtedy, gdy
Rex"T,
DOWOD "=»" wynika z lematéw 3 i 4.
"«" Ze wzgledu na uwage we wstepie do tej czesci, wystarczy
pokaza¢, ze (13) jest prawdziwa w ?e, gdy ReX®D WeZmy dowolne
wartoSciowanie v spelniajgce poprzednik (13) w Rc. Zatem v(‘'x’)
jest zbiorem niepustym, gdyZ v spelnia ‘3z(ezx)’. Skoro ReR®M i

v spelnia w Rs formule ‘VzVu((ezxaeux)»ezu) , wigc v(°‘x") musi

byé zbiorem jednoelemehtowym. Fakt ten i spelnianie w %e przez
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v formuly ‘Vz(ezx-ezy) , wystarcza aby stwierdzié, ze zbiér
v(‘x’) zawiera sie w =zbiorze v(‘y’). Zatem v spelnia w Re
nastepnik implikacji (13), tj. formule ‘exy’. o

Z powyzszego stwierdzenia,. twierdzenia 4 oraz inkluzji
%€ xen, wynika wniosek:

WNIOSEK 4. Dla kazdej formuly ¢ jezyka L. ponizsze trzy waru-
nki sa réwnowazne:

(o) ¢ jest twierdzeniem teorii O,

(i) dla kazdego ﬂeﬁcn, struktura Re jest modelem ¢,

(ii) dla kazdego Rek®, struktura Re jest modelem ¢. o

Zatem moZemy interpretowa¢ teorie O jako teorie struktur

specjalnych dla I.c generowanych odpowiednio przez:

(IO 1) rodziny z %°%,

(IO 2) . rodziny z 5.

OczywiScie, interpretacja (IO 1) jest szersza od interpretaciji
(IO 2). Jednak przy rozszerzaniu teorii O moZemy wybra¢ réwno-
prawnie jedng z nich.

4. KONSERWATYWNE ROZSZERZENIA TEORII O. W jezyku L ATe zbudujemy
cztery konserwatywne rozszerzenia teorii O. «Zamierzone» inter-
pretacje dwéch z nich bedg odpowiednio kontynuacja jednej z in-
terpretacji (IO 1) badZz (IO 2) teorii O. Te dwie kontynuacje
nie sa réwnowazne.

Istotnie, poniewaz %% Ken, wiec zbiér formul jezyka I‘AI&:
prawdziwych w kazdej strukturze RAIe dla Rex®™ jest podzbiorem
zbioru formut prawdziwych w kazdej strukturze RAI:: dla Rex®.
Jest to jednak zawieranie wlasciwe, gdyz przykladowo ponizsze
formuly:

VZ(ezx-ezy) - AXy (14)

IXy - 32(ezxAeZy) (15)
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nie sa prawdziwe w strukturze specjalnej dla Lare generowanej
przez rodzine {{1,2},{2,3}} naleigcg do £® oraz zachodzi
ponizszy lemat:

LEMAT 5. Formuly (14) i (15) sg prawdziwe w ka2dej strukturze

R,re dla Rek®.

DOWOD Niech ReR®. Jesli wartoSciowanie v spelnia w ?AIe
poprzednik implikacji (14), to v(‘x’ )s v(‘Y’ ), tj. spelnia réw-
niez jej nastepnik. Istotnie, niech aev(‘x’ ). Wtedy {a}eR. Stad
<{a},v(‘x')>ec?, czyli réwniez <{a},v(‘y')>ecR. Zatem aev(‘y’ ).

Jesli wartodciowanie v spetnia w R,, poprzednik implika-
cji (15), to spetnia réwniez jej nastepnik. Istotnie, niech
v(‘®)n v (‘Y )* @, tj. istnieje takie a, 2e ae Vv('x') n v('y).
Wtedy {a}eR i <{a},v(‘x’)>ecR oraz <{a},v(‘y’)>ecﬂ. o]

Z wiosku 4 dla teorii O wynika, Ze dla dowolnej klasy X
takiej, ze £%c X < ken’ dana formula bedzie teza teorii O wtedy
i tylko wtedy, gdy Jjest prawdziwa w kazdej strukturze ?e dla
ReK, Dla dwéch z takich klas odpowiednie beds, rozpatrywane w
cz.IV, trzecie i czwarte konserwatywne rozszerzenie teorii O.
4. DEFINICYJNE ROZSZERZENIE TEORII 0f Zbudujmy teraz w jezyku

L definicyjne rozszerzenie teorii O, ktérego «zamierzona»

Ale
interpretacja bedzie kontynuacja interpretacji (IO 2)16.
Za pomoca lematu 5 udowodnijmy stwierdzenie:

STWIERDZENIE 6. Ponizsze formuly:
AXy = VZ(ezx-€zZy) (defa)
Ixy = 32(€ZXAcZy) (defI)

sg prawdziwe w kazdej strukturze Rare dla Rex® .

DOWOD Wynika to z lematu 5 oraz 2z faktu, ze implikacje:

Axy - Vz(ezx-ezy)

3z(ezxaczy) -~ IXy
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83 prawdziwe w kazdej strukturze specjalnej dla Lare- ©
Niech O+defAI bedzie definicyjnym rozszerzeniem teorii O
za pomocg definicji (defia) i (defI). Wykorzystujac stwierdzenie

6, twiérdzenie 4 oraz metatwierdzenie z cz.I p.5, otrzymujemy:

TWIERDZENIE 5. R,re Jest modelem teorii O+defAI wtedy i tylko

wtedy; gdy istnieje takie ReR®, ze A,7c Jest epimorficzna ze
strukturg *Are . 0
Z powyzszego twierdzenia wyprowadzimy wniosek:

WNIOSEK 5. Dla kazdej formuly ¢ jezyka Lage ' ® jest twierdze-
niem teorii O+defAl wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
?ete, struktura *AIC jest modelem ¢. o

Z wnioskéw 5 i 2 ( resp. 5 i 3 oraz inkluzji £Cc g+ )
wynika, Ze O+defAI jest rozszerzeniem teorii s® (resp. S+defe).

OczywisScie, O+defAl jest konserwatywnym rozszerzeniem O.

5. PREDYKATY °‘E’ ORAZ ‘O’ W TEORII O+defAI. Podobne rozwazania,

jak w poprzednich punktach dla formuit (defA) i (defI), analogi-

czne do badan w c¢z.II p.7 dla formul (defIO) i (deflE), mozemy

przeprowadzi¢ réwniez dla poniiszych formui:

Oxy = -Vz(ezZx- ezZy) (deféO)
Exy = ~3zZ(€ZXAEZY) (detéE)
Czesé IV

Odtworzenie elementarnej ontologii w niezdegenerowanychnych
teoriach sylogistycznych

W czesSci tej zbudujemy (nieréwnowazne) rozszerzenia teorii
S+defe i s® takie, iz fqrmﬁla (%) bedzie tezg tych rozszerzen.
% ‘ € .
1. TEORIA Sen. W Jjezyku Lare
konserwatywnym rozszerzeniem teorii 0. Jej «zamierzona» inter-

zbudujemy teorie, ktéra bedzie

pretacja bedzie kontynuacjg interpretacji (IO 1) teorii O.
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Teorig tg bedzie rozszerzenie s:n teorii s°. Jego aksjomatami
sg formuty (I)-(VII) oraz:
(3z(e2x )avzVu ((e2XAcUX )» €2U)) -+ €XX (VIII)

Zaﬁwazmy, 2e z (VIII) mozemy bezpoSrednio wyprowadzié
implikacje (13). Zzatem, korzystajgc z uwagi we wstepie do
cz.II1I, widzimy, iz teza teorii Sgn jest formuta (£). Czyli sgn
jest rozszerzeniem teorii O. Za pomoca badafi semantycznych
pokazemy, Ze jest to rozszerzenie konserwatywre.

Udowodni jmy:

TWIERDZENIE 6. Struktura A jest modelem teorii S wtedy i

Ale
. s «f :
tylko wtedy, gdy AAIc jest modelem teorii S i AAIS Jest

struktura e-niezdegenerowang.
DOWOD “s" PrzypusSémy, 2e a jest elementem £-zdegenerowanym

W hire - Wtedy wartosSciowanie v, dla ktdérego v( ‘x’ )=a, spelnia

poprzednik implikacji (VIII). Stad v spelnia réwniez nastepnik
tej implikacji, wiec a jest c¢-atomem, co jest sprzeczne z waru-
nkiem 1° w definicji elementu e-zdegenerowanego. W Rare nie ma
wiec elementdéw e-zdegenerowanych.

"e" Zalézmy, ze wartoSciowanie v spelnia poprzednik implikacji

(VIII) w A Zatem element v(‘x’) spetnia warunki 2° i 3° w

AIe’
definicji elementu e-zdegenerowanego. Poniewaz Rare jest

e-niezdegenerowana, wiec v(‘x’) nie moze spelnia¢ warunku 1°,

czyli jest ec-atomem w A, Zatem wartosciowanie v spelnia

Ie’

réwniez w Bare nastepnik implikacji (VIII). o

Z powyZzszego twierdzenia, 2z lematu 4 i stwierdzenia 2
(resp. ze stwierdzenia 5) wynika:
STWIERDZENIE 7. Dla dowolnej rodziny Rek:

struktura R e jest modelem teorii Szn wtedy i tylko wtedy,

ATl
gdy Rex. o
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Z twierdzefi 3 i 6 oraz lematu 4 wyciggamy wniosek, bedacy
twierdzeniem o epimorfizmie dla Szn wzgledem klasy gE0,
TWIERDZENIE 7. Struktura A,; jest modelem teorii s, wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje takie Rex®?, ze Rare jest epimor-
ficzna 2 Raze

DOWOD “»" Na mocy twierdzenia 6, Rare jest €£-niezdegenerowana

i jest modelem teorii S. Stad, na mocy twierdzenia 3 i warunkéw

epimorfizmu, istnieje takie Rek, Ze Bare jest epimorficzna ze

struktura RAIs oraz *AIc jest e-niezdegenerowana, tj. Rek®M,

"«" Na mocy lematu 4 i warunkéw epimorfizmu, Rare jest
e-niezdegenerowana, wiec na mocy twierdzei 3 i 6, AAIC jest
modelem teorii Sgn. o

%z ostatniego twierdzenia wyciagamy wniosek:

WNIOSEK 6. Dla kazdej formuly ¢ jezyka Lare * ¢ jest twierdze-
niem teorii Szn wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego Reﬁcn,
struktura ®R,, . jest modelem ¢. o

Z wnioskéw 4 i 6 wynika, ze Ssn jest konserwatywnym roz-
szerzeniem teorii 0. Za$ z wnioskéw 5 i 6 oraz inkluzji £fc g1
wynika, ze O+defdl jest rozszerzeniem teorii Szn.

2. STRUKTURY AI-NIEZDEGENEROWANE. Niech £ bedzie jezykiem pier-

wszego rzedu bez identycznosSci, w ktérym wystepuja co najmniej

dwa predykaty ‘A’ oraz ‘I'. Dla struktur jezyka £ wprowadimy
nastepujace pojecia. Element aelmzl nazywanmy AI-zdegenerowanym

w strukturze A, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia trzy ponizsze

warunki:

1) a nie jest AI-atomem,

2) istnieje takie b, ze b jest AI-atomem i <b,a>eAﬂ,

3) dla dowolnych ¢ i d spelniajacych warunek 2), <c,d>eAA.

Rozwazmy przypadek szczegdlowy, gdy A, jest modelem teorii



Stala Leéniewskiego w teoriach sylogistycznych 67

S lub S+defe. Wtedy warunki 2) i 3) sa odpowiednio réwnowazne
ponizszym warunkom:
2’) istnieje takie b, z2e b jest AI-atomem i <b,a>eIA,
3’) dla dowolnych ¢ i d spetniajgcych warunek 2‘), <c,d>eIA.
Istotnie, wynika to z tego, iz formuty (10),(I) i (2) sg twier-
dzeniami teorii S.
Strukture A, nazywamy AI-niezdegenerowang wtedy i tylko
wtedy, gdy w A, nie istnieje element AI-zdegenerowany' .
3. RODZINY AI-NIEZDEGENEROWANE. Zdefiniujmy nastepujaca klase
niepustych rodzin zbioréw:
SAID:={ ReR : struktura ﬂAI jest AI-niezdegenerowana }
Zauwazmy, ze dla Rek* pojecia AI-atomu i €-atomu sg réwno-
wazne. Podobnie jest 2z pojeciami AI-zdegenerowania oraz

e-zdegenerowania w R gdyz dla dowolnego XeReR*, X Ijest

AIe’

AI-zdegenerowany w R wtedy i tylko wtedy, gdy speinia warun-

Al
ek (#) z cz.III p.3. Zatem jes$li RexAIN, £*, to Rex®D, Ponadto,
jesli Rk f*, to rex?® | zatem otrzymujemy:
LEMAT 6. N e
Stad wynika, ze %° c #31P,
4. TEORIA S,, . W jezyku Lar zbudujmy rozszerzenie Sarn teorii
S dodajac do aksjomatéw (I)-(V) ponizsza implikacje (ze zmienna
wolng ‘x’):
[BZ(szqu(Izu+Azu))A
AVzVu((IZXAVY(Izy»Azy)AquAVy(Iuy%Auy))*Izu)] - (IX)
Vz(Ixz-AXZ)
«Sens intuicyjny» tej formuly 2zwigzany jest z AI-atomami
(patrz: okreSlenie (+) p.2. cz.II. i teza (10) teorii S, p.6.
cz.II). Mozna go odtworzy¢ wykorzystujac - wyprowadzone dalej -

tezy (16)-(18) oraz «intuicje» zwigzane z definicja (defe).
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Udowodnijmy twierdzenie:

TWIERDZENIE 8. Struktura A, jest modelem teorii S,rn Wtedy i
tylko wtedy, gdy Rr jest modelem teorii S i R,y jest struk-
turg AI-niezdegenerowana.

DOWOD ‘“"s" PrzypuSémy, 2e a jest elementem AI-zdegenerowanym w

A Wtedy wartoSciowanie v, dla ktdérego v( ‘x’ )=a, spelnia po-

AT"
przednik implikacji (IX). Stad v spelnia réwniez nastepnik tej
implikacji oraz, na mocy tez (1) i (IV), <a,a>sIA. Zatem a jest
AI-atomem, co jest sprzeczne z warunkiem 1) w definicji elemen-
tu AT-zdegenerowanego. W Rar nie ma wiec takich elementdéw.

"e«" Zaldzmy, Ze wartoSciowanie v speinia poprzednik impli-

kacji (IX) w A Zatem element v(‘x’) spelnia warunki 2’') i

AI”
3’) w definicji elementu AI-zdegenerowanego. PoniewaZz Rar jest
AI-niezdegenerowana, wiec v(°‘x’) nie moze spelniaé¢ warunku 1),
czyli jest AI-atomem w R,;- Zatem wartoSciowanie v spelnia
réwniez w RPar nastepnik implikacji (IX). o

Z twierdzenia 8 i stwierdzenia 1 wynika stwierdzenie:
STWIERDZENIE 8. Dla dowolnej rodziny ®Ref: struktura ﬂAI jest

modelem teorii S,rn Wtedy i tylko wtedy, gdy RetAID |

Z twierdzeni 2 i 8 oraz lematu 6 wyciggamy wniosek, bedacy

twierdzeniem o epimorfizmie dla teorii Sarn ¥29ledem klasy

ﬁAInn R*

TWIERDZENIE 9. Struktura A,, jest modelem teorii S, ,  ~wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje takie Rex AN,

R*, ze A,, jest epi-
morficzna z RAI'

DOWOD "s" Na mocy twierdzenia 8, AT jest AI-niezdegenerowana

i jest modelem teorii S. Stad, na mocy twierdzenia 2 oraz wa-

runkéw epimorfizmu, istnieje takie ReR*, ze AAI jest epimor-

ficzna ze strukturg RAI oraz RAI jest AI-niezdegenerowana.
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“«" Na mocy lematu 6 i warunkéw epimbrfizmu, Rar jest
AI-niezdegenerowana, wiec na mocy twierdzenn 2 i 8, AAI jest
modelem teorii Samn ©

Wyciagnijmy wniosek, analogiczny do wniosku 1:

WNIOSEK 7. Dla kazdej formuly ¢ jezyka L.r ponizsze trzy
warunki sg réwnowazne:
(0) ¢ jest twierdzeniem teorii sAIn’

AIn

(i) dla kazdego Ref . struktura R,, jest modelem ¢,

K‘Inn f*, struktura ﬂAI jest modelem ¢.

< RAID.

(ii) dla kazdego Re
DOWOD *(0)+(i)" ze stwierdzenia 8. *(i)s»(ii)" z AT Mag+

“(ii)=(0)" Jezeli.A,, jest dowolnym modelem teorii Sarn ¢ to na

A
mocy twierdzenia 9, istnieje takie Ref*, ze Bar jest epimorfi-
czny 2 ?AI oraz RAI jest AI-niezdegenerowéna. Na mocy (ii) i
lematu 1b, ¢ jest prawdziwa réwniez w modelu AAI' Poniewaz byl
to dowolny model, wigc na mocy twierdzenia Godla o peilnoSci, ¢
jest twierdzeniem teorii sAIn' o

ENnga= fATN g wynika,

Z wnioskéw 5 i 7 oraz inkluzji %°c %
Zze teoria O+defAI jest rozszerzeniem teorii Sarn: lecz nie jest
ono konserwatywne (przykiadowo formula ‘Ixy - 3z(IzzAAZXAAZy)'
jest teza O+defAI a nie jest teza sAIn)'
5. TEORIA S,, +defec. W jezyku L,re zbudujmy definicyjne rozsze-
rzenie teorii sAIn za pomocyg formulty (defe). Oznaczmy je przez
‘SAIn+defsf.
Rorzystajgc z (defe) oraz tezy (11) teorii S+defe, wypro-
wadzimy jako teze teorii SAIn+defc ponizsza formute:
(32(czx)AVzVu((SZXAsux)aIzu)) - VZ(IXu-Axz) (16)
Z niej oraz z tez (1),(IV) i (11) otrzymujemy jako teze:
(3z(ezx )avzVu ((ezxAeux) - Izu)) - exx (17)

Poniewaz z (11) wyprowadzimy formule:
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(vzVu((ezxAcux )» ezu)) = (VzVu((ezxAeux )~ Izu)) (18)
wiec z (17) i (18) wyprowadzimy (VIII). Zatem, korzystajac
z uwagi z p.l, widzimy, Ze teza teorii SAIn+defe jest jedyny
aksjomat teorii O (tj. formula (£) ). Zatem S,; +defe jest
rozszerzeniem teorii 0. Za pemoca badan semantycznych pokazemy,
2e jest to rozszerzenie konserwatywne.

Ze stwierdzenn 4 i 8 oraz lematu 6 wynika:
STWIERDZENIE 9. Dla dowolnej rodziny Rek:

struktura RAIe jest modelem teorii SAIn+defc wteéy i tylko

AIn

wtedy, gdy RefR™""n f¥ ., o

Wykorzystujac stwierdzenie 3 oraz metatwierdzenie z cz.I
p.5, otrzymujemy:

TWIERDZENIE 10. Struktura ﬂAIs jest modelem teorii SAIn+defe

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie RexAPngx, ze Bire

jest epimorficzna ze struktura ﬂAIc‘ o
Wyciagnijmy wniosek :
WNIOSEK 8. Dla kazdej formuty ¢ je¢zyka LAIs : ¢ jest twierdze-
niem teorii S,rp*defe wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

Rekarnnk*, struktura R jest modelem ¢. o

Alc
. s s PRI 4 AIn s .
Z wnioskéw 5 i 8 oraz inkluzji R c R*nf wynika, ze teo-

ria O+defdl jest rozszerzeniem teorii S,rntdefe. Z tych dwéch

faktéw wynika, iz S n+det‘e jest konserwatywnym rozszerzeniem

Al
teorii O. Istotnie, jest rozszerzeniem, gdyz (£) jest teza

teorii SAIn+defc. Ponadto, jesli formuta ¢ jezyka L. jest

twierdzeniem teorii sAIn+def€’ to ¢ jest réwniez tezg teorii
O+defAI, czyli musi byé réwniez tezg teorii O, gdyz O+defAl

jest konserwatywnym rozszerzeniem teorii O.

AIn en
<

Z wnioskéw 6 i 8 oraz inkluzji K* n R L3 wynika, ze

teoria S, n+defc jest rozszerzeniem teorii Szn.

I
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Korzystajac 2 tez (11) i (18) teorii S+defe, widzimy, Ze
réwnowaznos¢ (VIII)=(IX)' jest teza tej teorii, tzn. jest
wyprowadzalna z formut (I)~(V),{(defe). Oznacza to, ze SAIn+defe
jest réwnowazna teorii opartej na aksjomatach (I)-(V), (defe),
(VIII). Wynik ten moZna réwniez uzasadni¢ semantycznie, korzys-
tajac z lematu 6.

6. TEORIA S%

AIen’
réwniez nastepujace rozszerzenie teorii Sin, zbudowane w jezy-

Konserwatywnym rozszerzeniem teorii O bedzie

ku L Aksjomatami tego rozszerzenia bedg formulty (I)-(IX).

Ale”’
Oznaczmy je przez ‘siIsn"

Dla teorii siIcn mozna udowodnié¢ twierdzenie o epimorfiz-

mie wzgledem klasy £AIn, | S niego za$ otrzymaé¢ wniosek:
WNIOSEK 9. Dla kazdej formuly ¢ jezyka Lige * @ jest twierdze-

niem teorii SiIcn wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

Retllnnken, struktura R

aTe jest modelem ¢. o
. - £ . : s s N s s
Poniewaz S_ =~ jest rozszerzeniem teorii O, wiec réwniez
sircn jest rozszerzeniem O. Pokazemy, iz jest to rozszerzenie

konserwatywne. Istotnie, na mocy wnioskéw 8 i 9 oraz warunku:
gAIN ov = g0 ge = gAIDREN gy . gAIN gEN

< . . s . N s Py f >4
widzimy, Ze teoria sAIn+d°f8 jest rozszerzenlem teoril sAIsn'

Poniewaz S ,rntdefe bylo konserwatywnym rozszerzeniem teorii O,
wiec réwniez takim jest s;Ien’

Podobnie - korzystaijac 2z tego, Ze S yrn*tdefe jest konserwa-
tywnym rozszerzeniem teorii Sarn ~ pokazujemy, zZe siIcn jest
konserwatywnym rozszerzeniem teorii S, . 18
7. PODSUMOWANIE. Przedstawmy diagram, na ktérym zapis Ty<—T,
oznacza, ze teoria Tl jest rozszerzeniem teorii Tz' Oczywiscie,

<=— jest relacja przechodnia. Ponadto, zapis T, «— T, ma ozna-

czac¢ rozszerzenie konserwatywne. Oczywiscie,
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» T,< » T, «
diagram "3 uzupelnimy do diagramu r 1
T T

(1]

(2]

[3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(81

[91

T1 > T2 1 — 2
» < s <
§ i >AAIn
e 1 —
§ < S+defe <
€ €
sen < et sAIcn e —— SAInd-defc <—-01defc
I > &
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PRZYPISY

! Na temat tzw. slabego i mocnego rozumienia statych sylo-
gistycznych, patrz m. in. w (2],(5],[13] i [8].

? patrz m. in. (41,(51,(6),(7),(14] i (8].

° 0 takim utozsamianiu pisatem w [11]. Ponadto, w [9]

i [10] dokladnie oméwilem przypadek, gdy wszystkie aksjomaty
specyficzne badanej teorii pierwszego rzedu sg formutami bez-
kwantyfikatorowymi (tzw. teorie otwarte). Wtedy bezkwantyfika-
torowy fragment tej teorii mozemy utozsami¢ =z odpowiednim
systemem bezkwantyfikatorowego rachunku nazw.
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‘v {11} przedstawiono prébe formalizacji pewnej interpre-
tacji tych kwantyfikatoréw (pochodzacej od Kiinga [6]}, [7]).

S jest skrétem metajezykowego zwrotu ‘wtedy i tylko

wtedy, gdy’ .

Warunek (+) jest w modelach teorii S mocniejszy od
ponizszego warunku :

<a,a>eIA oraz dla dowolnego b,
A A A (+)
jesli <b,b>eI” i <b,a>eA , to <a,b>e€i

Poniewaz formuta:

(IyyrAyx )-IxXy
jest twierdzeniem teorii S , wiec warunek (t) pociaga warunek
(+). To, ze nie zachodzi wynikanie odwrotne pokazemy na konkre-
tnym przyktadzie modelu teorii S. Zauwazmy, Z2e w dowolnej stru-
kturze ﬁAI warunek (+) wyrazimy w nastepujgcy sposéb:

X+ oraz dla kazdego YeR jeSli o#YSX, to XSY (++)
Zatem w rodzinie {{1,2},{2,3}} oba jej elementy spetniajg
warunek (++), lecz nie spelniajg warunku (%).

Zauwazmy, 2e jeSli rodzina R jest domknieta ze wzgledu na
iloczyn mnogos$ciowy (tj. X,YeR pocigga XnYeR), to warunek (%)
jest réwnowazny z warunkiem (++). Istotnie, jesli XnY#¢, to na
mocy XnYSX, réwniez X<XnY. Zatem XSY. ‘

Og6lnie, warunki (+) oraz (+) sa réwnowazne dla teorii o
aksjomatach specyficznych (I),(II),(V) oraz

Ixy = 3z(Iz2AAZXANAZY)
zbudowanej w LAI i bedacej rozszerzeniem teorii S ([11}]).
Istotnie, jesli <a,b>eIA, to istnieje takie c, ze <c,c>eIA oraz
<c,a>e.41A i <c,b>eAA. Zatem na mocy (+) i (II), <a,b>eAA.

7 Przykladowo, w jednoelementowej rodzinie {{1,2}}.

8 Zauwazmy, ze dla S nie zachodzi twierdzenie o epimorfiz-
mie wzgledem klasy tych niepustych rodzin, w ktérych kazdy
2zbibér spelniajacy warunek (++) z przypisu 6 jest jednoelemento-
wy. Kontrprzyktadem jest struktura specjalna dla L o uniwer-
sum {{1,2},{2,3}}.

9

Al

Latwo pokaza¢, 2e uklad aksjomatéw (I)-(VII) jest réwno-
wazny ukladowi (I)-(VI),(5),(6) oraz uktadowi (I)-(VI),(4),
(6),(7).
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10 Zauwazmy, Ze dla dowolnej rodziny Rek zachodzi:
struktura RAIe jest modelem ponizszej rdéwnowaznosci

exy = (Ixx a vz((IZzZAdzx) -» AXZ) A AXY)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy XeR spelniajacy warunek (++) 2
przypiéu 6 jest jednoelementowy.

Jednak, ze wzgledu na uwage w przypisie 8, do definicyjne-
go rozszerzenia teorii S za pomoca powyzszej réwnowaznosci nie
mozemy zastosowaé metatwierdzenia z cz.I. Co wigcej, dla takie-~
go rozszerzenia definicyjnego nie zachodzi nawet twierdzenie o
epimorfizmie wzgledem klasy K. Istotnie, struktura AﬁIe o uni-
wersum {1,2}, w ktérej o jest relacja pelng, zas A i e® 83
identycznoscia, jest modelem tego rozszerzenia. Struktura Rare
nie jest modelem formuly (9) prawdziwej w kazdej strukturze

specjalnej dla L Zatem na mocy lematu 1b, Rare nie jest

Ale”
epimorficzna z Zadng strukturg specjalng dla LAIe'

1 Przyjmujemy oznaczenie ‘0’, gdyz nazwa ‘elementarna

ontologia’ wraz z oznaczeniem ‘EO’, przyjeta jest rowniez dla
innej teorii pierwszego rzedu bez identycznosSci ([{4]), bedacej
rozszerzeniem teorii O powstalym po dodaniu jako aksjomatéw
specyficznych wszystkich formul postaci:

IxVy(eyx = (eYYAQ))
gdzie ¢ jest formula jezka L., W ktérej ‘x

»

nie wystepuje jako
zmienna wolna.

12 Inkluzja ta nie jest odwracalna, gdyz {{1},{1,2}}

nalezy do ®* a nie nalezy do 15,

By [3] wprowadzono nastepujace pojecia dla modeli teorii

0. Element a nazywamy singularnym w A, wtedy i tylko wtedy, gdy

<a,a>¢cA i dla doktadnie jednego belmcl, <b,a>ecA
Oczywis$cie, kazdy element singularny jest €-zdegenerowany.
Strukture A, nazywamy singularng wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje element singularny w A, . Oczywiscie, zadna struktura
e-niezdegenerowana nie jest singularna, lecz réwnowazno$¢é tych
pojeé zachodzi tylko dla tzw. modeli normalnych ontologii

([14]), w ktérych warunek <a,b>eeA i <b,a>ecm pocigga a=b.

" ow [3] udowodniono lemat moéwiacy, 2ze Zzaden model teorii
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0 nie jest singularny. Biorgc pod uwage poprzedni pfzypis,
widzimy, Z2e wynika to z lematu 3.

'® W strukturach specjalnych dla L, (sa to modele normalne

teorii O; patrz przypis 13) pojecie e-zdegenerowania pokrywa
sie 2z pojeciem singularnosci, wiec singularno$é¢ sprowadza sie
wtedy réwniez do warunku (#).

% w czeSci IV w p.1, p.5 i p.6 zbudujemy trzy dalsze

konserwatywne rozszerzenia teorii O.

7 Dla modeli teorii S+defe pojecia AI-atomu i e-atomu

(resp. AI-zdegenerowania 1 e-zdegenerowania) sg rdéwnowazne.
Zatem dany model teorii S+defe jest AI~-niezdegenerowany wtedy
i tylko wtedy, gdy jest €-niezdegenerowany.

'*  podobne rozwazania do powyZszych moZna byloby przepro-

wadzié dla teorii s¢ opartej na aksjomatach (I)-(VII), (IX).

AIn
Jednak nie jest ona rozszerzeniem teorii O.



