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O SCISEYM WYNIKANIU LOGICZNYM I JEGO MODYFIKACJI

Wynikanie traktujemy jako pewng relacje zachodzgaca miedzy
zdaniami. OczywisScie, relacje¢ te moZemy rozumieé¢ na wiele
sposobéw, jak rowniez na wiele sposobéw wyrazaé¢ jg w Jjezyku
potocznym. W pracy tej chce blizej zanalizowaé pojecie wynika-
nia logicznego zaprezentowane przez Horsta Wessla w [4]. Owocem
tej analizy ma byé propozycja pewnych istotnych modyfikacji
tego pojecia.

1. ZBIOR FORMUL TEORII WYNIKANIA. Literami reprezentujgcymi
(w sensie wystgpowania zamiast) dowolne zdania w sensie logicz-
nym (inaczej: zmiennymi 2zdaniowymi) beda: ‘v, 'a, ‘r’,‘pi’,
P, s ey itd. Przyjmijmy, 2Ze ZM jest zbiorem 2zlozonym ze
zmiennych zdaniowych. Niech £ bedzie zbiorem schematéw zdanio-
wych koniunkcyjno-alternatywno-negacyjnej klasycznej logiki
zdan, tj. ¥ jest najmniejszym zbiorem zawierajgcym zbidér zZM i
spelniajacym warunek: jezeli a,BeZ, to "~a’eZ, "(arB)'eX oraz
"(avB)'eX, Symbole ‘~, ‘A’ oraz ‘v reprezentujg odpowiednio,
rozumiane klasycznie, funktory 2zdaniotwdércze negacji, koniun-

kcji oraz alternatywy. Ponadto, przyjmijmy tzw. metajezykowe
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definicje implikacji materialnej i roéwnowaznoSci materialnej
méwiace, ze “(a>B)' Jjest skrétem formuty T(~avB)', 2zas
T(a = B) - skrétem "((~avB)A(~Bva)) 1.
Niech
$:={ "a + B : a,BeX }

W powyzszej definicji ' jest dwuargumentowym funktorem
zdaniotwérczym od argumentéw zdaniowych. Stala te mozemy odczy-
taé za pomoca zwrotu ‘z tego, Ze..., wynika to, ze...’'. 2biér ¢
odpowiada zbiorowi FDE (tzw. wynikanl pierwszego stopnia; [2]).

Formuly 2ze 2bioru ¢ sa schematami zdan stwierdzajacych
zachodzenie wynikania. Jezeli dana formuta "« + B bedzie teza
jakiej$ teorii wynikania, to bedzie wyraza¢ jedynie ten fakt,
ze ze zdania o schemacie a wynika (w sensie przyjetym w danej
teorii) =zdanie o schemacie B. Przy czym wynikanie to oparte
jest jedynie na interpretacji uzytych spéjnikéw oraz na sposo-
bie potgczenia nimi zdan skladowychz.

Teorie wynikania przedstawiane przez Horsta Wessla i
Aleksandra Zinowjewa mozna budowaé w‘zbiorze ]

Wessel i Zinowjew traktuja stala ‘+  jako predykat

‘ ’

z...wynika...’ lgczacy nazwy zdan, a nie same zdania (przykta-
dowo patrz: [4] s. 158 i1 [9] s. 155). W swoich pracach uzywaja
oni pewnych funktoréw nazwotwérczych dziatajacych na zmienne
zdaniowe (patrz: [4] s. 158 i [9] s. 155, 166 i 167). Funktory
te sa opuszczane w formulach teorii, " aby «zblizyé» zapis do
zwyklego jezyka“ ([9] s. 155). O «watpliwej wartosci» takich
funktoréw nazwotwdérczych pisat juz Alfred Tarski w [l] (s. 10).

‘Nie bedziemy w ogéle zajmowaé sie powyzsza kwestia, gdyz
nie wniosloby to nic istotnego do formalnych badann nad ‘'

uprawianych w zbiorze &. RzeczywisScie, stata ‘+’ traktowana
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jako predykat tym rézni sie zasadniczo od ‘v traktowanej jako
sp6jnik zdaniowy, iz nie podlega iteracji (patrz np.: [9] s.
156, [4] s. 159 oraz [4] s. 34-36). W zbiorze ¢ zas z zalozenia
nie ma iteraéji statej ‘+’.

Do badania predykatu ‘z...wynika...’ moZna réwniez zbudo-

waé Jjezyk formalny, w ktérym nie uZywany -bylby funktor
nazwotwdrczy od argumentu zdaniowego. Jednak w takiej sytuacji
wystepowalyby nie zmienne zdaﬁiowe (za ktére w zastosowaniach
podstawia sie przeciez zdania), lecz zmienne, za ktére w zasto-
sowaniach podstawialoby sie nazwy zdan. Nie bedziemy wchodzié
w szczeglly budowy takiego jezyka, gdyZz nie ma to istotnego
zwigzku 2z tematem pracy. Oczywiscie, predykat wynikania nie
podlegalby iteracji (jak kazdy predykat; patrz [3], s. 34-36),
lecz 2zdania atomowe utworzone =za Jjego pomocd, mozna byloby
taczyé spéjnikami zdaniowymi. Nalezy przy tym rozwigzaé¢ problem
jak przedstawia¢ nazwy zdan zlozonych, wystepujace w argumen-
tach predykatu ‘z...wynika...’. Najlatwiej uzy¢ do tego celu
jezyka pierwszego rzedu ze statymi funkcyjnymi stuzgcymi do bu-
dowy terméw, reprezentujgacych (w sensie wystepowania zaﬁiast)
odpowiednio nazwy negacji zdania, koniunkcji zdafi itd. Mozna
bytoby uzy¢ takze jezyka, w ktérym zostalyby wprowadzone w spo-
s6b formalny quasi-cudzyslowy Quine’a.
2, TEORIA WYNIkANIA F*. Aksjomatyczny system dedukcyjny F°
(Scistego wynikania logicznego) jest rozwinieciem systembéw two-
rzonych przez Zinowjewa3 oraz systemu S° (mocnego wynikania
logicznego) zbudowanego przez Wessla i ZinowjewaA.

Ponizej =2definiuje kilka poje¢ 2z klasycznego rachunku
zdant, ktére bedziemy wykorzystywaé w dalszej czeSci pracy.

Prawdziwo$Sciowym warto$ciowaniem zmiennych jest dowolna



8 Andrzej Pietruszczak

funkcja okreSlona na ZM i przyjmujaca wartosSci w zbiorze warto-
Sci logicznych {t,f}. Dla dowolnego warto$ciowania v, stosujac

klasyczng interpretacje staitych “~, ‘A’ i
»

<

v’ , oraz indukcje
po podformutach formuty «, wyznaczamy wartoSé logiczng v(«a)
formuly o przy wartosciowaniu v 8

Formuta a z Z jest tautologia (resp. kontrtautologia) KRZ
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wartoSciowania v zacho-
dzi v(a)=t (resp. v(a)=f). Formuli o jest kontyngentna wtedy i
tylko wtedy, gdy ani nie jest tautologia, ani nie jest kontr-
tautologiy. ‘

Dla formuly o 2z X niech ZMa bedzie zbiorem zmiennych
zdaniowych wystepujacych w formule «.

Formuta "o + B jest aksjomatem systemu F° wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia nastepujgce trzy warunki:
(I) ZMBS ZMx
(II) ani « nie jest kontrtautologia ani B nie jest tautologiag

(IITI) podpada pod jeden z ponizszych schematdw:

A+ ~a (Al)

~wA - A (A2)

AAB v A (A3)

AAB + BAA (A4)

~(AAB) + (~AV ~B) (AS)
(~AV ~B) + ~(AAB) (R6)
((AVB)AC) + ((AAC)VB) (A7)
((AAC)V(BAC)) + ((AVB)AC) (A8)
A F (AA(Bv ~B)) (A’9)

Tezami systemu F° s te i tylko te formuty z &, ktére
wyprowadzimy w standardowy spos6b z aksjomatéw za pomocag trzech

regut dowodzenia o nastepujacych schematach:
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A+ B B+ C '
(R2)
arC
A+ B Arc (R2)
A+ (BAC)
A+ B Br A (R3)
C + C[4/B]

litery ‘A’, ‘B’ oraz ‘C’ zastepuja tu dowolne formuity z X, lecz
w przypadku (R3) spetniony jest dodatkowy warunek, Ze w miejscu
‘C’ nie stoi kontrtautologia, w miejscu za$ °‘C[A/B]’ tautologia
(‘C{A/B) symbolizuje formule powstalg z formuly reprezentowa-
nej przez °‘C’, po podstawieniu w miejsce formuly symbolizowanej
przez ‘A’, symbolizowana przez ‘B').

W [4] dowodzi sie twierdzenie o petnosci dla F° :

Formuta "o + B’ jest tezg F° wtedy i tylko wtedy, gdy speinia

warunki (I) i (II) oraz formula "o > B’ jest tautologig KRZ.

Prawa strona réwnowaznoSci w powyzszym twierdzeniu o pel-
nosci okresla, wediug Wessla, tzw. "niezawodne reguty Scistego
wynikania". Zatem twierdzenie o pelno$Sci glosi, 2e dana formuta
z & jest tezg F° wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona niezawodna
reguly sScislego wynikania.

Oméwie teraz kroétko przyjete przez Wessla intuicyjne
rozumienie warunkéw (I) i (II) wystepujacych w tym okresleniu
(tresé¢ trzeciego - Jjako klasycznego - jest oczywista). Przez
"jednostki sensu" danego zdania Wessel (podobnie jak Zinowjew)
rozumie terminy oraz zdania proste wchodzace w skiad tego
zdania. W przypadku, gdy ograniczamy rozpatrywanie formul do
wyrazefn rachunku zdan, musimy przyjaé, 2Ze "jednostki sensu”

danego zdania (tu zdania proste) reprezentowane sa przez
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zmienne zdaniowe. Zatem warunek (I) gtosi, Zze zbiér "jednostek
. sensu” zdania o schemacie B ma zawieraé¢ sie w zbiorze "jednos-
tek sensu” zdania o schemacie a. Warunek (II) gloszacy, 2e "ze
sprzeczno$ci nie wynika logicznie zadne 2zdanie oraz zdanie
tautologiczne nie wynika z Zadnego zdanias", sklada sie z prze-
ciwielistw, lecz nie 2z zaprzeczefi, dwéch klasycznych zasad
méwigcych odpowiednio, Ze "ze zdania sprzecznego wynika kazde
zdanie" oraz “ zdanie tautologiczne wynika z kazdego zdania".
3. TEORIA WYNIKANIA S°. System mocnego wynikania logicznego S°
ma te same schematy regut dowodzenia (z pominigeciem zastrzeze-
nia w (R3)) oraz aksjomaty spelniajace jedynie warunki (I) i
(III), przy czym schemat (A’9) zastapiony jest schematem:
A+ (Bv ~B) (R9)

Dla systemu tego zachodzi nastepujace twierdzenie o pelnosci:

Fbrmuia o r B jest tezg S° wtedy i tylko wﬁedy, gdy
speinia warunek (I) oraz formuta "a > B’ jest tautologig KRZ.

Zinowjew i Wessel uznaja "ar B za tzw. "niezawodna regute
mocnego wynikania", gdy a« i B spetniaja warunek (I), zas "a >87
jest tautologia KRZ (tzn., gdy "a + B jest teza systemu S°).

W [4) (s. 163 i 164) analizowane 83 «braki» mocnego
wynikania logicznego, spowodowane wylaczeniem warunku (II). My
warunek ten przyjmiemy, wiec nie bedziemy wchodzié¢ w szczegéiy
tej analizy. Oczywiscie, przyjmiemy réwniez warunek klasycznego
wynikania logicznego gtoszacy, ze formuta "a > B ma by¢ tauto-
logia KRZ.
4. ANALIZA WARUNKU (I). W pracy tej podejmiemy jedynie polemike
z warunkiem (I). Uwazamy, Ze jest on nieodpowiedni przy precy-
zowaniu pojecia wynikania logicznego i trzeba go zastapié¢ innym

warunkiem.
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Zzauwazmy, Ze do tez systemu F° nie nalez3 ponizsze formu-
ty, ktére Wessel uwaza 2za odpowiedniki paradokséw implikacji

materialnej i implikacji $cislej Lewisa:

pF (g>p) pFr(p>q)
p + (pvq) q + (pvq)
(pr ~p) + q pr (qv~q)

Formuly te nie spelniaja warunku (I) , ostatnie dwie dodatkowo
- warunku (II). OczywiScie, warunek (I) moze byé =zastapiony
tylko takim, ktéry nie bedzie spelniany przez powstée formuty.
Jak zauwaza sam Wessel, na "sens" zdania skladaja sie jego
"jednostki sensu" oraz "sens" wystepujacych w nim spSjnikéw
zdaniowych. Wydaje sie Jjednak, Ze wymdég postawiony w warunku
(I) nie oddaje tego w pelni. Na zakoliczenie prezentacji pojecia
$cislego wynikania, zanalizujmy kilka, zwigzanych =z nim,
probleméw interpretacyjnych.
PROBLEM 1. Dlaczego mamy odrzuca¢ jako niepoprawng formute:
p F (pvq) (1)
przy czym mamy akceptowaé formuly:
(Pr ~q) ¥ (pPvq) (2)
(prq) + (pv ~q) (3)
Ad (2): wydaje sie, Z2e brak w pierwszym argumencie (tzw.
racji) stalej ‘- “jednostki sensu" reprezentowanej przez ‘q,
jest mniej odczuwalny niz wystepowanie w racji "skladnika jej
sensu " reprezentowanego przez ‘~q'., Skoro sama "jednostka
sensu® reprezentowana przez ‘p° nie wystarcza do przyjecia
“sensu" reprezentowanego przez ‘(pvq)’, to tym bardziej "sens"
reprezentowany przez ‘(pANg)’ nie powinien wystarczaé.
Ad (3): analogiczna uwaga jak do (2).

Dwa ponizsze problemy zwigzane sj z rola "jednostek sensu"
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wystepujgcych jedynie w podformulach tautologicznych (resp.
kontrtautologicznych):
PROBLEM 2. Dlaczego odrzucamy formute (1), a akceptujemy
formuty:
(PA(Qv ™)) + (PVq) (4)
(pv(gr ~q)) F (pvq) (5)
Ad (4): powstaje pytanie, czy w ogéle ma jakiekolwiek
znaczenie "jednostka sensu“ symbolizowana przez °‘q° w racji tej
formuty, skoro - zgodnie z akceptowaniem przez Wessla warunkoéw
(II) i (III) - formuta °‘(qv ~g)’' nic nam nie wnosi, zas$ z same-
go ‘P’ nie wynika ‘(pvg)’?
Ad (5): analogiczna uwaga jak do (4).
Uwazamy, 2e wszystkie formuly (1)-(5) nalezy odrzucié.

PROBLEM 3. Dlaczego mamy odrzucaé formuly:

P F (PA(QV ~q)) (6)
p F (pv(gr ~q)) (7)
a akceptowaé formuly:
(PAq) + (PA(QY ~q)) (8)
(PA(Qv ~q)) F (PA(QV ~q)) (9)
(Pv(gr ~q)) F (PA(QV ~q)) (10)
(prg) F (PV(GA ~q)) (11)
(pv(gr ~q)) + (PV(gr ~q)) (12)
(pA(qv ~q)) + (PV(qr ~q)) (13)
Ad (8): Skoro - zgodnie 2z pogladami Wessla - sktadnik

‘(qv ~g)’ w drugim argumencie (w tzw. nastepstwie) staltej
nie wynika z ‘p’, gdyz nie wynika z niczego, wiec z czego ma on
wynikaé w przypadku racji ‘(paq)’ . Na pewno nie wptywa na niego
sktadnik ‘p° w racji. Nie wptywa réwniez na niego sktadnik ‘q’

w racji, skoro odrzucamy formule ‘q + (qv ~q) .
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Ad (9): 2zwréémy uwage na to, ze odrzucamy formute
‘‘qv ~q) + (gqv ~q) . Dalej analogiczne uwagi jak do (8).

Ad (10): 2zwr6émy uwage na to, 2e odrzucamy formule
‘(qrn ~g@) + (qv ~q@)’ . Dalej analogiczne uwagi jak do (8).

Ad (11): jaki wpiyw ma sktadnik ‘q@° w racji na przyjecie
nastepstwa postaci ‘(pv(gr ~g))’, skoro samo ‘p’ nie miato na
to wplywu?

Ad (12): zwréémy uwage na to, 2ze odrzucamy formute
‘‘grn ~q) + (gAn ~q)' . Dalej analogiczne uwagi jak do (11).

Ad (13): uwagi analogiczne jak do powyzszych.

Uwazamy, 2e formuly (6)-(13) nalezy zaakceptowac.

Z zupelnie innym 2zagadnieniem 2zwigzany jest nastepujacy
problem:

PROBLEM 4. Dlaczego odrzucamy Jjako niepoprawng formule (1),

przy czym akceptujemy formuty:

(Prq) + (PVq) (14)
(pv(pPAg)) + (PVQ) (15)
((pr ~q)v(prg)) + (PVQ) (16)

Ad (14): pomimo tego, Ze racja i nastepstwo maja te same
"jednostki sensu", jednak nastepstwo nie méwi o nich «calej
prawdy» zawartej w racji, Jjest «slabsze informacyjnie».
Uwazamy, ze w akceptowalnym wynikaniu "a+ 87, zdanie symbolizo-
wane przez B moze by¢ uboZsze w treS¢ od zdania reprezentowane-
go przez «, jednak powinno wyciggaé z « maksymalng tre$é o
"jednostkach sensu" wystepujgcych w B.

Ad (15): Przyjmijmy nawet, 2ze "zdanie [reprezentowane
przez ‘p’] jest ubozsze w tresS¢ niz zdanie [reprezetowane przez

‘(pv(prg)) 1", ([5], s. 17). Jednak i w takim przypadku racja

Cgm?

gwarantuje nam prawdziwos¢ zdania symbolizowanego przez ‘p’,
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wiec stosuje sie tu uwaga przedstawiona w ad. (14).

Ad (16): *mozna utrzymywaé¢, [Ze] 2zdanie [symbolizowane
przez ‘‘(bv(pAq))'] Jjest «skr6tem» [reprezentowanego przez
‘(ba ~g) Vv (PAg)]" ([5], s. 17), wiec stosujemy uwage do (15).

Uwazamy, 2e formuly (14)-(16) nalezy odrzucié.

Wszystkie poprzednio analizowane motywy pojawiaja sie
w poniZzszym problemie:

PROBLEM 5. Dlaczego mamy odrzucié¢ formuty:
P+ (pv(pPAq)) (17)
p + (pA(PVq)) (18)
przy czym akceptowaé¢ formuty:

(pPrg) v (PV(PAG)) (19)
(pr ~q) + (PV(PAQ)) (20)
(prg) F (PA(PVG)) (21)
(pA ~q) F (PA(PVG)) (22)
(PA(Qv ~q)) + (PV(PA)) (23)
(Pv(gr ~q)) F (PV(PA])) (24)
(PA(Qv ~q)) F (PA(PV])) (25)
(pv(gr ~q)) + (PA(PVG)) (26)

Ad (17), (19), (20),(23) i (24): gdy akceptujemy przyjete
przez Wessla rozwigzanie, wyraZnie uwazamy, 2e ‘(pv(pPAqQ))’ ma
wiecej tresci niz ‘p’'. Jest to sprawa dyskusyjna (patrz [5], s.
17). Mozna si¢ nawet zgodzié¢, Ze ta dodatkowa tresé¢ wynika
dzieki sktadnikowi ‘g@° w racji, ale dlaczego ma wynikaé dzieki
sktadnikowi ‘~g’? Chyba ta dodatkowa treS¢ réwniez nie wynika
z ‘(qv ~q)’? Nie moZe tez na nia wpiywaé alternatywa, ktérej
jednym z cztonéw jest sprzecznosé.

.Ad (18), (21), (22), (25) i (26): w tym wyéadku, podobnie

jak wyzej, gdy akceptujemy przyjete przez Wessla rozwigzanie,
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uwazamy, 2e ‘(pA(pvq)); ma wiecej tresci niz ‘p’. Dalej stosuja
sie podobne uwagi jak poprzednio.

Uwazamy, 2e wszystkie formuly (17)-(}6) nalezy zaakcepto-
wac. ¢
5. MODYFIKACJA POJECIA SCISLEGO WYNIKANIA LOGICZNEGO. W punkcie
tym chcialbym zaproponowa¢, w miejsce warunku (I), nowy warunek
jaki spelniaé ma $ciste wynikanie. W tym celu potrzebnych nam
bedzie kilka pojeé pomocniczych.

Na zbiorze {t,f} wprowadZmy funkcje - okreslony nastepuja-
cymi réwnoSciami: -t=f oraz -f=t. Przyjmijmy, 2Ze litery °‘p’
oraz ‘G sa zmiennymi syntaktycznymi przebiegajqqymi zbiér ZM.
Utwérzmy teraz funkcje ze zbioru {t,f}zM w {t,f}ZM . ktoéra

dowolnemu wartoSciowaniu v przyporzadkowuje wartoSciowanie v;

okreSlone w nastepujacy sposéb:

_ v(q) , gdy q#p
Vp(4)=
‘ wv(q) ¢+ gdy g=p

Powyészq funkcja siuzy nam do wprowadzenia definicji:
DEFINICJA 1. Zmienna p- jest istotna w formule a z ¥ wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje takie wartoSciowanie v, 2e
v(a):v;(a).
Niech ZMila bedzie zbiorem zmiennych istotnych w formule «.
Zauwazmy, 2e ma on nastepujace wtasnosSci:
- ZMla € ZMa ,
- ZMio # @ wtedy i tylko wtedy, gdy @, jest kontyngentna,
- jééli wartoSciowania v i w pokrywaja sie na ZMla, to
v(a) = w(a).
Te ostatnig moZna udowodnié indukcyjnie po ilosci zmiennych

2z ZMax\ZMl, na ktérych réznia sie wartosciowania v i w.
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Warunek, ktéry ma zastapié (1), przedstawia sie nastepujg-
co:
dla dowolnego wartoséiowania v : jezeli v(B)=t, to
(*) istnieje takie wartosgiowanie w, Ze w(a)=t, przy czym
v oraz w pokrywajg sie na gbiprze ZMIB .
Zauwazmy, ze jezeli formuta "a.- B8 z & spelnia powyzszy waru-
nek oraz a jest kontrtautélogiaf to réwniez B jest kontrtauto-
logiq.

Drugi warunek, jaki spelniaé ma zmodyfikowane $Scisle

wynikanie, jest nastepujacy:
(**) B jest formula kontyngentng.

Jak latwo zauwazyé, uktad warunkéw (*) i (**) jest mocnie-
jszy od uktadu warunkéw (*) i (II). Istotnie, jezeli B jest
formula kontyngentna, to z definicji nie jest tautologia, zas
na mocy (*), « nie jest kontrtautologia

Zmodyfikowane $ciste wynikanie logiczne ma oczywiscie
spetnia¢ réwniez warunek klasycznego wynikania:

(***) dla dowolnego wartosciowania v : jesli v(a)=t, to v(B)=t

ROwniez tratwo mozna zauwazy¢, Ze uklad warunkow (*)=—(**%)
jest réwnowazny z uktadem warunkéw (*), (II) i (***). Istotnie,
warunki (*) plus (**) sa mocniejsze od (*) i (II). Ponadto,
2z warunkéw (II) i (***) wynika nastepujgcy, mocniejszy od (II),
warunek:

(IIm) formuty o oraz B sa kontyngentne.
Jest on mocniejszy od (**).

Jak latwo zauwazy¢, 2z warunkow (II) i (**%*) wyprowadzimy
nastepujacy, sltabszy od (I), warunek wystépujacy w  tzw.
ostabionym wynikaniu logicznym ([9])

(1) IMa n IMB8 * @
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Zatem wyprowadzimy go réwniez z ukladu (*)=(***).

Zauwazmy, ze ukladu warunkéw (*)~-(***) nie spelniaja po-
przednio wymienione odpowiedniki paradokséw implikacji materia-
lnej 1 implikacji Scislej, oraz wszystkie formuly (1)=(5),
(14)-(16). Uklad ten spelniaja jednak formuly (6)-(13), (17)-
-(26).

Udowodnimy twierdzenie:

TWIERDZENIE 1. Jes$li formula "a + B" speinia warunki (*) i

(***), to speinia rowniez ponizszy warunek:

(Iy) IMIR S ZMla.

DOWOD Przyjmijmy nie wprost, ze istnieje taka zmienna p, iz
peZMIB oraz peZMla. Na mocy tego zatozenia B jest formulay kon-
tyngentng oraz istnieje takie warto$ciowanie v , Ze V(p)tv;(ﬁ).
Zatem o réwniez jest kontyngentna. Rozwazmy mozliwe dwa przypa-
dki alternatywne: a) v(B)=t i V;(B)=f; b) v;(s)=t i v(B)=f.
Przypadek a): Na mocy warunku (*), istnieje takie wartoSciowa-
nie w, ze w(wo)=t, przy czym v oraz W pokrywaja si¢ na zbiorze
ZMIB. Na mocy drugiego warunku w zalozZeniu nie wprost, réwniez
w;(a)=t. Teraz na mocy (***), otrzymujemy, Ze w;(ﬁ)=t. chywis-
cie, V; pokrywa sie na zbiorze IMIB z w;. Zatem otrzymujemy
sprzecznosé¢ z V;(B)*VA(B). Przypadek b): analogicznie jak w a),
wychodzac od wartoéciowania'V;. o

OczywisScie, warunek (**) nie odgrywa roli w powyzszym
twierdzeniu, gdyz jesli B8 nie jest kontyngentna, to ZMIB = o.
Ponadto zauwazZmy: ‘

UWAGA Ani z ukladu (In), (**), (***) ani z ukladu (Iu), (11),
(***) nie wynika warunek (*). Swiadcza o tym formuty (2),(3) i
(14). '

Udowodnijmy ponizszy lemat:
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LEMAT 1. Jesli ZMlo € ZMIB oraz formula "a + B’ speinia waru-
nki (*)-(***), to réwniez formuta "B + «' je speinia.

DOWOD WeZmy dowolne wartosSciowanie v, dla ktérego v(B)= t

(takie wartosSciowanie istnieje na mocy (**) ). Poniewaz "« r 8"

spelnia warunek (*), wiec istnieje takie wartosciowanie w , ze

w(a)=t oraz v i w rowne sa na zbiorze ZMIB. Poniewaz z zaloze-

nia ZMla S ZMIB, wiec réwniez v(a)= t. Zatem formuta "B r o

spelnia warunek (***), Speinia réwniez warunek (*), poniewaz

"« + B spelnia warunek (***) Ponadto, a jest kbntyngentna,

gdyz B jest kontyngentna. o
2 powyzszégo lematu i twierdzenia wyciagamy jako wniosek:

TWIERDZENIE 2. Jesli ZMia = ZMIB, to warunki (*)-(***) s3 speil-

niane w sposéb réwnowazny przez formuty "o+ 87 i "B r a’. o
Na koniec; wprowadZmy nastepujace pojecie pomocnicze,

~majace zwiazek z problemem 4:

DEFINICJA 2. Formula o z £ ustala wartos¢ zmiennej p wtedy i
tylko wtedy, gdy o jest kontyngentna oraz dla dowolnych
wartosciowan v i w jesli v(a)=t=w(a), to v(p)=w(p).

Niech ZMUa bedzie zbiorem zmiennych majgcych ustalona
wartoS¢ przez formule a«. Zauwazmy, ze

- dla dowolnych peZMUx oraz wartoSciowania v, jesli v(a)=t,
to V;(a)=f.

- IMUx S ZMRa

Rzeczywiscie, je$sli peZMUa, to musi istnieé takie wartoSciowa-

nie w, ze w(oa)=t, oraz dla kazdego wartoSciowania v jesli

v(a)=t, to V;(a)=f. Zatem dla w mamy w(a)=t i w;(a)=f.
Udowodnijmy kilka twierdzenn podajacych zwigzek pomiedzy

zbiorami ZMUa i ZMla oraz warunkami (*)-(***),
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LEMAT 2. Jesli formuta "a + B speinia warunek (*), to
IMUo n ZMEIB < ZMUB.

DOWOD Niech peZMUx n ZMIB. Wtedy B jest formula kontyngentng.
WeZmy dowolne wartoScioQania v i w takie, 2e v(B)=t = w(B). Na
mocy warunku (*), istniejg wartosciowania v’ i w’ pokrywajace
sie odpowiednio z v i w na zbiorze ZMIB oraz takie, 2e v'(a)=1t
=w'(a). Na mocy faktu, iz peZMUa, otrzymujemy v’'(p)=w’' (p).
Stad z uwagi na to, iz peZMIB oraz v’ i w’ pokrywaja sie odpo-
wiednio z v i w na zbiorze ZMIB mamy réwniez v (p)=w(p). O

zachodzi ponadto:
LE%AT 3. Jes$li formuta "a + B speinia warunek (***), o za$ nie

nie jest kontrtautologig, to ZMUB S ZMUa.
DOWOD Niech peZMUB. Wtedy B jest formulg kontyngentna. Zatem,
na mocy zalozenia, a réwniez jest formula kontyngentna. Reszta
dowodu wynika z warunku (***), o

7 powyzszych dwéch lematéw i inkluzji ZMUB € ZMIB otrzymu-
jemy, jako natychmiastowy wniosek:
TWIERDZENIE 3. Jes$li "a + B speinia warunki (*)-(***), to

IMUa n ZMEB = ZMUB. o
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PRZYPISY

1

> )

Oczywiscie, mogliSmy wprowadzi¢ symbole ‘>’ oraz ‘s
bezpoSrednio w definicji 2zbioru X (tzn. formuly postaci
“(¢>B)" i "(a=pg)" nalezatyby do zbioru X, a nie bylyby
jedynie skrétami innych formu: z £ ). Nie chcemy jednak w tym
przypadku odchodzi¢ od sposobu zastosowanego w [4].

? za pomocg formul z ¢ nie wyrazimy przykladowo prawa

méwigcego, 2e jezeli ze zdania prawdziwego wynika drugie zda-
nie, to réwniez to drugie jest prawdziwe. W tym przypadku
musieliby$my postuzyé sie formutg ‘(pA(prqg))> q@ . Dla prawa za$
méwiacego, -ze jesli z jakiegoS zdania wynika drugie zdanie
fatszywe, to réwniez to pierwsze jest falszywe, trzeba by uzyé
formuty ‘((p+ q) A ~q) > ~p.

3 Znajduja sie one m. in. w [6], [7], [8] i [9].

System ten moZna 2znaleZ¢é w [4], jest on rdéwnowazny
systemowi s , przedstawionemu w [9].

s Uzywamy tego samego oznaczenia, lecz nie prowadzi to do
nieporozumien, gdyz z zalozenia funkcja v jest okreSlona na ZM.
Zamiast v(a) moglibysmy pisac val («).

"Gdyz jest wazne 2z samych powodéw logicznych"; (4],
s. 165.



