Gorzka, Cezary

Whiteheadowski rachunek indywiduow

Acta Universitatis Nicolai Copernici. Logika 3 (255), 93-101

1992

Artykut zostat opracowany do udostepnienia w internecie przez
Muzeum Historii Polski w ramach prac podejmowanych na rzecz
zapewnienia otwartego, powszechnego i trwatego dostepu do
polskiego dorobku naukowego i kulturalnego. Artykut jest umieszczony
w kolekgji cyfrowej bazhum.muzhp.pl, gromadzacej zawartos¢ polskich
czasopism humanistycznych i spotecznych.

Tekst jest udostepniony do wykorzystania w ramach
dozwolonego uzytku.

e

MUZEUM HISTORII POLSKI



ACTA  UNIVERSITATIS  NICOLAlI  COPERNICI

LOGIKA IIT ~ NAUKI HUMANISTYCZNO-SPOLECZNE - ZESZYT 25§ - 1”2

Katedra Logiki

Cezary Gorzka

WHITEHEADOWSKI RACHUNEK INDYWIDUOW

Termin ‘rachunek indywiduéw (calculus of individuals) wpro-
wadzili do literétury logicznej Henry S. Leonard i Nelson Good-
man' dla oznaczenia teorii, ktéra choé powstata niezaleznie od
Whiteheada teorii zdarzeni resp. region6éw, jednak mozna ja pojmo-
waé¢ jako pewne logiczne uogélnienie tej ostatniej. W ramach teo-
rii Whiteheada zdarzenia resp. regiony interpretuje si¢ jako pew-
ne czasoprzestrzennie rozciggle przedmioty i dlatego mozliwosé
tworzenia ich sumy i iloczynu s3 bardzo ograniczone. Ta pierwsza
istnieje tylko dla potaczonych zdarzefi a iloczyn jest jednoznécz-
nie okreSlony wylacznie dla jednokrotnie przecinajacych sie zda-
rzeni resp. regionéw. Nie istnieje réwniez 2zdarzenie resp. region
uniwersalny, zdarzenie zas$ bedace dopelnieniem jednego zdarzenia
w drugim moze istnie¢ tylko w szczegélnych przypadkach. Rachunek
indywiduéw nie zaktada ciaglosci indywidudw (przynajmniej w sen-
gie ciagloSci czasoprzestrzennej), tworzenie zas sumy nie podlega
2adnym ograniczeniom. Istnieje tez indywiduum uniwersalne. W ra-
chunkach wzorowanych na teorii Leonarda i Goodmana pewne restryk-

cje naklada sig¢ na tworzenie iloczynu i dopelnienia. Jest to spo-
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wodowane tym, Ze w rachunkach tego rodzaju odrzuca si¢ indywiduum
zerowe (null individual). W konsekwencji iloczyn daje si¢ oKkres-
1lié tylko dla przecinajacych sig¢ indywiduéw a dopelnienie istnie-
je dla kazdego indywiduum réznego od indywiduum uniwersalnego.
Leonard i Goodman za podstawe swgo rachunku przyjeli relacje nie-
ciaglosci (relation of discreteness), ktérej w Whiteheada teorii
zadrzefi odpowiada relacia oddzielania (ncec). Przedstawiona w tym
artykule teoria, ktéra nazwalem °‘whiteheadowskim rachunkiem indy-
widuéw’' opiera sie na relacji ekstensywnego polaczenia jako ter-
minie pierwotnym i w czeSci odnoszgcej do wlasnosci tej relacji
zostata ona opiéana w mojej pracy A. N, Whiteheada metoda eksten-
sywnej abstrakcji z “Process and Reality”z. Zawarte w tej pracy
aksjomaty (Al)-(A3) i definicje (D1)-(D7) przyjmuje jako odpo-
wiednio aksjomatyczna charakterystyke ekstensywnego polaczenia
(con) w tym rachunku i okreSlenia dla nastepujacych relacji: roz-
cigglosci (X), rozlacznosci (néan), przeciecia (sec), oddzielenia
(rwec), zewngtrznego polaczenia (econ), stycznego zawierania sie
(X") i niestycznego zawierania sie (nK'). Argumentom relacji eks-
tensywnegb potaczenia, ktére nazywam ;indywiduami’ nie przypisuje
zadnej interpretacji. W cze$Sci charakteryzujacej relacje eksten-
sywnego polgczenia whiteheadowski rachunek indywidudéw jest teoria
pierwszego rzedu z identyczno$Scia. Jej podstawowymi konsekwencja-
mi sa tezy (T1)-(T3) oraz (T10)-(T22)3, przy czym te ostatnie,
z uwagi na wystepowanie w nich relacji con, ncon, econ, XK' i nX',
sg specyficzne dla tego rachunku i w fym sensie moZza orzeka¢ o
nim, ze jest bogatszy od rachunku Leonarda i Goodmana. 1

Niech litery ‘X', ‘Y, ‘2’ beda zmiennymi przebiegajacymi
zbiory indywidudw, tzn. podzbiory zbioru {x: con(x,X)}. W $lad za

Leonardem i Goodmanem dla zdefiniowania sumy, iloczynu, dopeinie-
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nia indywiduéw i indywiduum uniwersalnego korzystam z operacji

sklejania zbioru (fusion of set), ktéra oznaczam symbolem ‘Fu’X .

Wyrazenie °‘x = $u’X’ czytamy: indywiduum x jest sklejeniem zbioru
X.

‘X = Fu’X’ =: ‘Vy(can(y,x) = 3zeX con(y,z))’ (D1’)

Definicje sumy (‘x+y’), iloczynu (‘x-y’ ), dopelnienia indywi-

duum (‘x’’) i indywiduum uniwersalnego (‘U’) s3a naste¢pujace:

‘x+y’ =: ‘Fu{ 2z : K(x,2) v K(y,2)} (D’2)
‘xy =: Fu{ z : K(x,2) A K(y,2)Y (D'3)
‘X' =: ‘®u’{ y ¢ ncan(y,x)} (D’ 4)
wo=: F{ x : con(x,x)Y (D’5)

Podobnie jak Leonard i Goodman odrzucam indywiduum zerowe,
a wiec aksjomat gwarantujacy istnienie indywiduum bedacego skle-
jeniem zbioru indywiduéw musi mieé¢ nastepujacs, warunkowag postad:
VX#23x x=¥u’X (A’1)
Juz Leonard i Goodman zauwazyli, iz jezyk teorii mnogo$ci nie
jest konieczny w rachunkach indywiduéw i mozna go tatwo wyelimi-~
nowaé dolaczajac do jezyka predykatéw pierwszego rzedu z iden-~
tyczno$cig operator deskrypcji okreSlonej. Jednakze jezyk teorii
mnogo$ci jest obecnie powszechnie stosowany i dlatego bede sie
"nim posltugiwal w dalszych wywodach.
Prostymi konsekwencjami powyzszych aksjomatéw i definicji sy

nastepujace tezy:

VX(X#0 = 3Ix x=%u’X) (T'1)

VXvxeX K(¥u’X,x) (T 2)

VXVY (X=Y#2 - Fu’ X=Fu’Y (T’3)
VX(x=Fu’ {x} A x=Fu’{ y : K(x,y)} (T 4)
VX#aVY#0 Fu’ XUY = Fu’ X+Fu’Y (T'5)

VX X+X=X (T'6)
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VRVy3dz z=x+y (T°7)

VRVY X+y=y+X (7'8)

VXVYVZ X+(y+2Z)=(x+Y)+2 ' (T'9)

VxVy (x+y=x = K(x,Y¥)) (T’10)

VXVy (eec(x,y) = 32 z=X'Y) (T'11)

VX x'X=X (T12)

VRVY (sec(X,¥) * X¥Y=Y'X) (T°13)
VXVYVZ (oec( X,y )roec(y,z)r0ec(X Y, 2) » X (Y'2)=(X"Y) 2) (T'14)
vxvy (sec(x,y) » (x-y=y = K(x,y¥))) (T'15)
VXVyVz ((sec(X,y)AY=2Z) * X y=X-2) (T 16)
vaY[uzc(x,y) » vz(nK'(x'y,2) - ,(nx’(x,z)mx’(y-z)))] (T17)
Ix x=U (T°18)
vx(con(x,U) A sec(x,U) A K(U,x)) (T7°19)
Vx -~econ(x,U) (T’ 20)

VX X+U=U (1721)

vx x-u=k (T'22)

Vx3y(x=U = y=%x') (T’ 23)

VxeU x=x" (T’ 24)

Vx=U ncan(x,x’ ) ' (T’ 25)

VRRUWY (y=x - y'=X') (T 26)

Vx*U x+x’=U (T°27)
Vx2UVy*U K(x,y) = K(y',x") (T°28)

Twierdzenia (T’1)-(T’'28) z wyjatkiem tych, w ktérych wystepu~
ja symbole ‘con’, ‘econ’, ‘nK" sa réwniez tezami rachunku Leona-
rda i Goodmana oraz rachunkéw pokfewnych. Istotng nowoscig white-
headowskiego rachunku indywidudéw jest mozliwoS¢é okreslenia w nim
odpowiednikéw dla takich pojeé topologicznych jak wnetrze i dom-
kniecie. Wynika to 2z faktu, 2ze w terminach ekstensywnego

polaczenia daje sie odr6znié relacje nK' od K oraz, ze w tym
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rachunku nie zachodzi twierdzenie méwigce, ze VxVy(x=y =
Vz(oec(z,x) = oec(z,y))) -
Dla indywiduéw wnetrze ( ‘int(x)’') i domkniecia (‘cl(x)’) de-
finiuje nastepujaco:
dnt(x) =: ‘Fu’{y : nK'(x,y)} (D'6)
‘cU(x) =: ‘Fu’{y : cec'(y¥,x)} (D' 7)
gdzie ‘sec’(y,x)’ zdefiniowane jest w nastepujgcy sposéb:
‘vec’(y,x)’ =:‘cec(y,x) A Vz(K(y,2) - sec(z,X))’
Ponadto, przyjmuje «standardowe» okreSlenia:
Indywiduum x nazywamy ‘otwartym’ wtw x=ini(x) (D’8)
Indywiduum x nazywamy ‘domknietym’ wtw x=cl(x) (D’9)
Podstawe «topologicznego» fragmentu whiteheadowskiego rachun-
ku indywiduéw tworza nastepujace aksjomaty: (A4)‘ oraz
vxvyvz ((nK'(x,2) A aX'(y,2)) » nK'(x-y,2)) (AI)
VxVsz[(econ(z,x)AK(x,y)) ~ 3u(7((x,u)/\econ(z,u)/\
(oec‘(u,y)vmec(u,y)))] *
Aksjomat (A4) zabezpiecza istnienie wnetrza dla dowolnego in-
dywiduum oraz wyklucza istnienie atoméw, przez co nadaje temu ra-
chunkowi whiteheadowski charakter. Aksjomat (AI) pozwala dowies$é,
Zze iloczyn dwéch otwartych indywiduéw réwniez jest otwartym indy-
widuum, dzieki za$ aksjomatowi (AII) suma dwéch domknietych indy-
widuéw réwna sie domknieciu ich sumy.
Zachodzg nastepujgace twierdzenia:
vxdy y = nd(x) (T 29)
Dowéd. W my$l aksjomatu (A4) zachodzi {y : nK'(x,y)}#e, a
stad zgodnie z (D’6) i w oparciu o (A’l) otrzymujemy teze. s
vx K(x,int(x)) (T’ 30)
Dowéd. 2 (T21)° wynika, ze {y : nX'(x,y)}<{y : K(x,y)}. Latwo

sprawdzi¢, Ze VX#oVY(XSY - K(¥uw' Y,Fu’X)), a stad na mocy (T'4)



98 Cezary Gorzka

otrzymujemy teze. =
VRVY (x=y - id(x)=int(y)) (T°31)
Dowéd. Z réwnosci x=y wynika {z : nK'(x,2)1={z : n:K’(y,z)}.-
Vx nt(x)+x=x (T’ 32)
Dowéd. Wystarczy skorzystaé z (T/30) a nastepnie z (T'10). =
Vx nd(x) -x=int(x) (T’ 33)
Dowdd. Znowu nalezy skorzysta¢ z (T'30) a potem z (T'15). =m
VxVy (eec(x,y) = ocec(int(x),int(y))) (T 34)
Dowéd. Jezeli oec(x,y), to istnieje z takie, 2ze X(x,2) A
XK(y,z). Na mocy aksjomatu (A4) istnieje u takie, ze nX'(z,u), a
stad zgodnie z ('1‘13)6 otrzymujemy teze. =
VxVy -econ(x,int(y)) (T 35)
Dowéd. Gdyby dla pewnego x oraz y zachodzilo econ(x,int(y)),
“to W mysl (D'6) musialoby istnie¢ indywiduum 2z takie, 32e
econ(x,z) A nK'(y,z), co byloby sprzeczne z definicja niestyczne-
go zawierania sie. m
VxVy (can(x,int(y)) = cec(Xx,y)) (T’ 36)
Dowéd. Nalezy skofzystaé z (T8)7 a nastepnie z (T'35). =
Vx int(x)=int(int(x)) (T37)
Dowdd. Niech dla pewnego y zachodzi con(y,int(x)). Stad, na
mocy (T’36), otrzymujemy sec(y,int(x)). Zatem 3z(K(y,z) A
K(int(x),z)). 2 aksjomatu (A4) wynika, 2Ze 3u nX'(z,u). % przecho-
dnosci relacji nK' mamy K(int(int(x)),u). Zatem aec(y, int(int(

x))). Implikacja w odwrotna strone jest oczywista. =
int(U)=U (T’ 38)

Dow6d. Zatézmy, ze dla pewnego y zachodzi con(y,U). Aksjomat
(A4) gwarantuje, ze 3x nK'(y,x). Poniewaz X(int(U),x), wiec
con(y,int(U)). =

VxVy (oec(X,y) - (x-y)=int(x)-int(y)) (T’ 39)
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Dowéd. Twierdzenie jest prostg konsekwencjg aksjomatu (AI)
itezy (T'17). =
Twierdzenia (T/30), (T/37), (T'38) i (T7'39) pokazuja, ze
wnetrze indywiduéw ma wlasnoSci analogiczne do wnetrza w sensie
topologicznym. O réznicy miedzy nimi stanowi nieistnienie indywi-
duum zerowego co sprawia, ze (T’39) musi mie¢ posta¢ implikacji.
Domkniecie indywiduum ma nastepujace wiasnosci:
vx3y y=cl(x) (T 40)
Dowéd. Wystarczy zauwazyé, Ze vx sec’(x,%x). =
vx K(cf(x),x) (T'41)
Dowéd. Podobnie jak powyzej. m
XVy (x=y > cl(x)=cl(y)) (T 42)
Dowéd. 2 réwnoSci x=y wynika {z : sec’(x,z)}={z : eec’'(y,z)}.
Stad zgodnie z (T’3) otrzymujemy teze. m
vx cl(int(x))=cl(x) (T 43)
~ Dowdéd. Niech dla pewnego y =zachodzi con(y,cl(x)), tj.
Iz(con(y,z) A oec’(z,x)). % definicji relacji oec’ wynika, ze
vu(¥X(z,u) - osec(x,u). 2 okreSlenia przecigcia oraz aksjomatu (A4)
otrzymujemy 3Iv(nK'(x,v) a nK'(u,v)). Zatem osec’(z,int(x)), a wiec
con(y,ct(int(x))). 2 (T'30) i (T'41) wynika implikacja w odwrotna
stronge. =
vx cl(x)=cl(cl(x)) (T 44)
Dowéd. Niech dla pewnego y zachodzi con(y,cb(cl(x))), tj.
3z(con(y,z) A oec'(z,x)). Z drugiego argumentu tej ’ koniunkcji
otrzymujemy 3Ju(sec’ (z,u) A sec’(u,x)). Latwo sprawdzié¢, 2e daje
to nam aec’(z,x), tj. con(y,cl(x)). Implikacja w odwrotng strone
jest bezpoSrednig konsekwencjg (T'41). m
VXVy (eec(x,y) = ci(x y)=ct(x)-cl(y)) (T’ 45)
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Dowdd. Wystarczy skorzystaé¢ z definicji domkniecia oraz defi-
nicji iloczynu. =
VRVY cl(x+y)=ct(x)+cl(y) . (T’ 46)
Dow6d. Niech dla pewnego 2z =zachodzi con(z,cl(x+y)), tj.
Ju(con(z,u) A ocec’(u,x+y)). W mys$l (T16)° moga zaj$¢ nastepujace
przypadki: (i) econ(z,u)rcec’(u,x+y), (ii) oec(z,u)s oec’(u,x+y).
W drugim przypadku 2z warunku sec(z,u) oraz definicji relacji aec’
wynika, Ze ocec(z,x+y), a stad oec(z,x)v ocec(z,y). Poniewaz dowol-
ne indywiduum jest cze$cia swego domkniecia (por. (T‘41)), wiec
oec(z,cl(x)) v oec(z,cl(y)). Zatem can(z,cl(x)+ct(y)). W przypad-
ku (i) nalezy rozpatrzy¢ nastepujaca sytuacje (pozostale s3 oczy-
wiste): oec(u,x)A oec(u,y)a Vv(K(u,v) -~ (oec(x,v)voec(y,v))).
%z warunku oec(u,x) wynika istnienie u-x, w mysSl zas aksjomatu
(AII) zachodzi 3w(K(u,w)r econ(z,w) A(oec’(w,u-x)vacec(w,u-x))).
Gdy zachodzi cec’(w,u'x), to oec’'(w,x), a stad econ(z,cl((x)).
Je$li natomiast nsec(w,u-x), to oec (w,y), a wiec ecan(z,cl(y)).
Implikacja w odwrotng strone jest oczywista. =
vx2U(x=cl(x) -+ X'=int(x’)) (T'47)
DowSéd nie wprost. Zalézmy, ze 3IyK'(x’,y). Istnieje zatem in-
dywiduum z takie, ze econ(x’ ,z )recon(y,z). Niech u bedéie dowolnag
czescia z, tj. ¥X(z,u). Na ﬁtocy aksjomatu (A4) zachodzi 3v
nX'(u,v). Latwo sprawdzié, ze ncen(v,x’). Zatem oec(X,V), a po-
niewaz u bylo dowolngy czeScia z, wiec oec'(z,x), tj. K(ct(x),z).
Jest to sprzeczne z zatoZeniem, Ze econ(x’,z). m
U=cl(U) © (T’ 48)
Dowéd. Podobnie jak dla (T/38). =
Vx*U c(x’ )=int(x) (T 49)
Dowéd. Podobny do dowodu (T'47). =

Jak to wida¢ z tez (T'41), (T'43), (T'44) i (T'46) rdéwniez
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domkniecie indywiduéw zachowuje sie identycznie jak domkniecie
topologiczne.

Sadze, 2e powyzszy rachunek indywiduéw jest kolejnym krokiem
w kierunku realizacji zainicjowanego przez Whiteheada programu
ugruntowania geometrii na bazie rozciggtych i konkretnych przed-

miotéw.

PRZYPISY

! por. prace tych autoréw pt. The Calculus of Inividuals and
Its Uses, The Journal of Symbolic Logic, vol. 5 (1940), nr 2,
8. 45-55.

2 por. niniejszy zeszyt s. 74-92.
Ibid., s. 82-83.

Ibid., s. 83.

Ibid., s. 83.

Ibid., s. 82.

Ibid., s. 82.

Ibid., s. 83.



