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W każdym  badan iu  sta ty stycznym  m ożna w yodrębnić trzy  w zajem ­
nie ze sobą pow iązane etapy, a m ianowicie: grom adzenie in form acji, ich 
porządkow anie i k lasyfikac ję  oraz m odelow anie. O stateczny w ynik  bada­
n ia  sta tystycznego  zależny je s t od praw idłow ego przeprow adzenia prac 
w poszczególnych etapach, przy  czym isto tną rolę odgryw a tu  ich ko le j­
ność. Oznacza to, że w artość poznaw cza o trzym anych  m odeli ksz ta łtow a­
n ia  się zjaw isk  m asow ych zależy po pierw sze od rzetelności, obfitości 
i trafnego  doboru in form acji statystycznych , po drugie zaś — od w łaści­
w ej k lasyfikac ji zebranych  danych. In form acje staty styczne niezbędne 
w  badaniu  czerpie s ta ty s ty k  z ogólnie dostępnej spraw ozdaw czości i ew i­
dencji gospodarczej. Z regu ły  —  poza szczególnego ty p u  badaniam i an ­
k ietow ym i — nie m a on w pływ u na ich jakość. D latego też tym  w ięk ­
szej w agi nab iera  problem  właściw ego porządkow ania i k lasyfikac ji m a­
te ria łu  sta tystycznego.

K lasyfikacja  —  w najbardzie j ogólnym  u jęciu  — jest działem  m eto­
dologii ogólnej stanow iącej jedno z podstaw ow ych narzędzi badania rze­
czyw istości.1 T erm in  k lasyfikac ja  odnosi się także do sam ej czynności 
podziału elem entów  zbioru na podzbiory (człony k lasyfikacji) oraz do 
końcowego w yn iku  tej czynności, tj. do o trzym anych  z podziału zbioru 
podzbiorów . W u jęciu  teoriom nogościow ym  k lasyfikac ja  stanow i n iepustą  
rodzinę podzbiorów  Si (i =  1, 2, ..., k) pew nego zbioru, spełn iającą dw a 
w arunki: rozłączności ( S i ^ S j  =  0 ,  i ^ j ,  i, j =  1, 2 ,..., k) oraz zu-

1 T. W ó j c i k :  Zarys teorii k lasyfikacji.  W arszawa 1965.
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k
pełności ( U  =  Q). Jako  synonim ów  te rm in u  k lasy fikac ja  używ a się

i= l
rów nież tak ich  określeń , jak  porządkow anie, dysk rym inacja , delim itacja, 
taksonom ia.2 W p rzy p ad k u  w ykorzystyw an ia  w  procedurze k lasyfikac ji 
m etod  ilościow ych używ a się często term inów : taksonom ia num eryczna, 
taksonom etria , taksom etria .

W pracach  cybernetycznych  zam iast pow yższych te rm inów  zw ykle 
używ a się określeń: teoria  rozpoznaw ania obrazów  bądź też teo ria  u k ła ­
dów rozpoznających, uczących się. T eoria rozpoznaw ania obrazów  w y ­
korzystyw ana  jes t p rzy  porządkow aniu  dużych zbiorów in form acji s ta ­
ty stycznych  bądź też p rzy  w yodrębn ian iu  pew nych podzbiorów .

O brazem  nazyw am y zbiór rea ln ie  lub  po tencja ln ie  is tn ie jących  obiek­
tów  należących  do tej sam ej k lasy  podobieństw a, ch arak tery zu jący ch  się 
pew nym i w spólnym i w łasnościam i (cechami). O brazem  jes t np. zbiór 
cech ch arak te ry zu jący ch  rów now agę rynkow ą, czy też zbiór osób, k tó re  
n ab y ły  sam ochód w pew nym  okresie, czy też zbiór przedsięb io rstw  w y ­
konujących  plany .

E lem enty  składow e obrazu są obiektam i. P roces przyporządkow ania 
now ych, dotychczas nie ro zp atry w an y ch  obiektów  do danej k lasy  podo­
b ieństw a (obrazu) nazyw am y rozpoznaw aniem  obrazów. P rzyporządkow a­
nie obiektów  do poszczególnych obrazów  odbyw a się w drodze porów ny­
w an ia  w łaściw ości k lasyfikow anego obiek tu  z w łaściw ościam i obiektów  
należących  do pew nej, usta lonej już k lasy  (obrazu). Zbiór w szystk ich  
obiektów  będących  p rzedm io tem  k lasy fikac ji nazyw am y p rzestrzen ią  
prób. N a tom iast zbiór w szystk ich  obrazów  (klas podobieństw a) opisa­
nych  n a  danej p rzestrzen i prób ok reślam y  m ianem  a lfab e tu  k las (obra­
zów).

W yjściow ym  p u n k tem  k lasy fikac ji je s t określen ie je j p rzedm iotu  
i p rzestrzen i. P rzedm io tem  k lasy fikac ji jest zbiór obiektów , k tó rym i 
m ogą być jed n o stk i p rzestrzen n e  (np. w ojew ództw a, gm iny), p rzedsię­
b io rstw a przem ysłow e, hand low e itp . Ogólnie m ożna stw ierdzić , że p rzed ­
m iotem  k lasy fikac ji jes t zbiór indyw iduów  (obiektów) dow olnego rodza­
ju. Z biór ten  oznaczam y, sym bolem  Q, a e lem en ty  tego zbioru — sym ­
bolem  coj. Tak w ięc coi £  Q, i =  1, 2, ..., k, gdzie k oznacza liczbę obiektów  
podlegających badaniu . W zależności od p rzedm io tu  k lasy fikac ji m ożna 
w yróżnić k lasy fikac ję  przeprow adzoną drogą podziału logicznego oraz 
przez g ru p o w a n ie .3

2 Por. m. in. W. B u k i e t y ń s k i, Z. H e 11 w i g, K. K r ó l i k ,  A. S m o- 
1 u k: Uwagi o d ysk rym in a c j i  zb iorów  skończonych.  Prace N aukowe WSE W rocław, 
1969 nr 21; B. K o p o c i ń s k i: D yskrym in a c ja  za pomocą den dry tów .  „Z astosow a­
nia M atem atyki” 1960, nr 3.

3 Z. C h o j n i c k i ,  T. C z y ż :  M etody taksonomii num erycznej w  regiona­
lizacji geograficznej.  W arszawa >1973, s. 8.
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K lasyfikacja  przez podział logiczny (zw ana też k lasyfikac ją  ded u k ­
cy jną  lub „od gó ry”) dokonyw ana jest w  oparciu  o pew ne k ry te r iu m  za­
pew niające popraw ny podział logiczny, tj. realizu jące w aru n k i rozłączno- 
ści i zupełności. K ry te riu m  to jes t definiow ane z góry. N ajprostszym  
przyk ładem  tak ie j k lasyfikac ji jest podział dychotom iczny (dw udzielny). 
W yjściow y zbiór obiektów  Q dzielony jes t tu  na dw a podzbiory (człony 
klasyfikacji): jeden  z n ich  obejm uje obiekty  posiadające pew ną cechę, 
d rugi na to m iast — obiekty  n ie  posiadające jej.

K lasyfikacja  przez grupow anie (zwana k lasyfikac ją  in d u k cy jn ą  lub 
„od dołu”) odbyw a się w drodze grupow ania obiektów  tw orzących 
zbiór Q n a  podstaw ie ich podobieństw a. P rocedura  grupow ania w ym aga 
tu  u s ta len ia  k ry terió w  dodaw ania elem entów  zbioru £2. W ten  sposób np. 
{xi} ^  {x2} =  Si, a {x3} {x4} ^  {x5} = S 2. W ynika stąd  w nio­
sek, że w k lasyfikac ji przez grupow anie zachodzi konieczność enum eracji 
zbioru Q, podczas gdy w  podziale logicznym  jest on definiow any. F ak t 
ten  w przypadku  podziału logicznego może prow adzić do o trzym yw ania  
k las (podzbiorów) pustych , co n ie jes t m ożliwe w procedurze grupow a­
nia. Dodać p rzy  ty m  należy, że w ram ach podzbiorów  (członów k lasy ­
fikacji) uzyskanych  w  p ierw szym  etapie, m ożna dokonyw ać dalszej k la ­
syfikacji, co prow adzi do k lasyfikac ji w ielostopniow ej. W ynik k lasy fi­
kac ji w ielostopniow ej o trzym any  w drodze podziału logicznego zależy 
nie  ty lko  od w y b ran y ch  cech stanow iących k ry te r iu m  k lasyfikacji, ale 
rów nież od kolejności, w jak ie j cechy te stanow ią podstaw ę podziału. 
S tąd  też is to tna  jest tu  znajom ość s tru k tu ry  zbioru będącego przedm io­
tem  klasyfikacji. W k lasyfikac ji przez grupow anie n ie m a po trzeby  u s ta ­
lan ia  h ierarch icznego  porządku cech.

P rzestrzeń  k lasyfikac ji w yznaczona jes t przez zbiór w łasności (cech) 
opisujących e lem enty  zbioru £2 podlegające k lasyfikacji. E lem enty  p rze­
s trzen i k lasyfikac ji (cechy) pow inny być tak  dobrane, by spełn ia ły  ok re­
ślone w ym ogi n a tu ry  zarów no fo rm alnej, jak  i m ery to rycznej. Nie jest 
p rzy  ty m  m ożliw e w skazanie jednej generalnej recep ty  na w łaściw y do­
bór cech, gdyż zależy to od ch a rak teru , p rzedm iotu  i celu konkre tnego  
badania. N iem niej jed n ak  p rzy jm u je  się, że zbiór cech jest w ysoce d ia­
gnostyczny, jeżeli jego poszczególne e lem enty  spełn ia ją  następu jące  w a­
runk i: 4

1) u jm u ją  n a jb ard z ie j is to tne  właściw ości analizow anych zjaw isk,
2) są proste, jasno sprecyzow ane i logicznie ze sobą powiązane,
3) są bezpośrednio lub pośrednio m ierzalne oraz dadzą się w yrazić  za 

pom ocą w ielkości stosunkow ych lub  absolutnych,

4 J. F i e r i c h: Próba zastosowania metod taksonomicznych do rejonizacji s y ­
s te m ó w  rolniczych w  woj. krakow sk im .  „Myśl Gospodarcza” 1957, mr 1.

11 — A n n a les..
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4) ch a rak te ry zu ją  się w ysoką zm iennością w p rzek ro ju  k lasyfiko­
w anych  obiektów ,

5) są n ieskorelow ane, ale jednocześnie w ykazu ją  dużą zależność z ce­
cham i n ie uw zględnionym i bezpośrednio w procedurze k lasyfikacji.

O biekty , będące e lem en tam i składow ym i zbioru Q, charak teryzow ane 
są zw ykle przez w iększą liczbę cech. S tąd  też każdy  obiekt coi e  Q może 
być rozum iany  jako w ektor:

coi =  (xilł x i2, ... , x in) (1)

gdzie Xjj oznacza j- tą  składow ą tego w ektora, czyli w artość j- te j cechy 
posiadaną przez ob iek t Wj. W in te rp re ta c ji  geom etrycznej poszczególne 
ob iek ty  są p u n k tam i w p rzestrzen i n -w ym iarow ej (stąd nazw a w ielow y­
m iarow a analiza sta tystyczna). P u n k ty  te  należy  rozdzielić n a  pew ną 
(ustaloną z góry  lub  też nie) ilość rozłącznych i w yczerpu jących  skupisk  
hom ogenicznych w  sobie i heterogen icznych  pom iędzy sobą. Oznacza to, 
że poszczególne skupiska (klasy, człony k lasyfikacji) pow inny zaw ierać 
p u n k ty  położone blisko siebie w sensie u sta lo n ej a p rio ri m e try k i odle­
głości, a rów nocześnie znacznie oddalone od punk tów  należących do po­
zostałych skupisk.

Z biór danych  w yjściow ych stanow iących  podstaw ę k lasy fikac ji tw o­
rzy  m acierz obserw acji o postaci:

xn Xi2 • • x ln

X = x2i x 22 • .. X 2n

x ki x k2 • • X kn

gdzie: k — liczba obiektów ,
n — liczba cech,

Xjj — w artość  j- te j cechy w  i-ty m  obiekcie.

W m acierzy (2) dla każdego ob iek tu  przeznaczony jes t jeden  w iersz 
a dla każdej cechy —  jedna kolum na.

Cechy opisują różne w łaściw ości badanych  obiektów  i w yrażane są 
w  różnych  m iarach . S tąd  też n ie należy  w dalszych obliczeniach posłu­
giwać się bezw zględnym i w artościam i cech, lecz ich m iaram i re la ty w n y ­
mi. P rzek sz ta łcen ia  rzeczyw istych  wTartości cech w w ielkości re la ty w n e  
dokonuje się w drodze ich s tan d ary zac ji (norm alizacji). N orm alizacji cech 
najczęściej dokonuje się następu jąco :

(3)

(4)
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(5)

(6)

gdzie: i — obiekt badania; i =  1, 2, k,
j — cecha; j =  1, 2, n,

Xij —  rzeczyw ista w artość j-te j cechy dla i-tego obiektu, 
x ’jj — standaryzow ana w artość j-te j cechy dla i-tego obiektu, 
Xj — średn ia  w artość j- te j cechy,
Sj — odchylenia standardow e j-te j cechy.

K ażda s tan d ary zac ja  zm niejsza w ariancję  cech, a tym  sam ym  znie­
kształca w ynik i badań. Jednakże w w ielow ym iarow ej analizie s ta ty sty cz­
nej s tandaryzac ja  jes t zabiegiem  koniecznym .

W problem ie k lasyfikacji, oprócz określenia przedm iotu  i p rzestrzen i, 
n iezbędny  jest w ybór odpowiedniego k ry te r iu m  klasyfikacji. K ry te ria  
k lasy fikac ji są funkcjam i podobieństw a przyporządkow ującym i każdej 
parze elem entów  ooi, tOj 6  Q m iarę ich w zajem nego podobieństw a (niepo­
dobieństw a). M iaram i tym i są najczęściej odległości lub  w spółczynniki 
podobieństw a. W ybór funkcji podobieństw a uzależniony jes t przede 
w szystk im  od ch a rak te ru  cech uw zględnionych w badaniu. I tak  w od­
n iesien iu  do zm iennych (cech) ciągłych z regu ły  stosuje się odpow iednio 
określone odległości. N atom iast w p rzypadku zm iennych b inarnych  sto­
su je  się głów nie w spółczynniki podobieństw a.

W badaniach  em pirycznych najczęściej w ykorzystyw ane są odległo­
ści Euklidesa. Zbiór obiektów  Q trak to w an y  jest jako p rzestrzeń  m e­
tryczna, co um ożliw ia każdej parze jego elem entów  coi, (Oj p rzyporządko­
w ać dokładnie jedną n ieu jem ną liczbę rzeczyw istą d(coi, (Oj) spełn iającą 
n astęp u jące  aksjom aty:

1) aksjom at tożsam ości (dij =  0 w tedy  i ty lko w tedy  gdy i =  j),
2) aksjom at sym etrii (djj =  dji),
3) aksjom at tró jk ą ta  (dłs+ d si ^  d ie)
O dw zorow anie d określone na zbiorze w szystkich  par elem entów

przestrzen i Q nazyw am y m etry k ę  p rzestrzen i m etrycznej fi. E lem enty  
tej p rzestrzen i nazyw am y punktam i, a w artość odw zorow ania d(tOi, Wj), 
czyli w artość m etryk i, nazyw am y odległością p u n k tu  toi od p u n k tu  coj.

Odległości euklidesow e najczęściej obliczane są jako:
1) przeciętne bezw zględnych różnic w artości cech:

(7)
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gdzie: d rs —  odległość m iędzy obiek tem  r- ty m  oraz s-ty m  dla r ^ s  =
=  1, 2, k

x ’rj —  standaryzow ana w artość j-te j cechy w  r- ty m  obiekcie 
(j =  1, 2 n)

x ’Sj —  standaryzow ana w artość j- te j cechy w  s-tym  obiekcie, 
n  — liczba uw zględnionych  cech,

2) jako p ierw iastek  z p rzeciętne j kw adra tów  różnic w artości zm ien­
nych  (cech):

(8)

3) jako sum ę bezw zględnych różnic w artości zm iennych:

(9

4) jako p ierw iastek  z sum y k w ad ra tó w  różnic w artości zm iennych:

(10)

d u d i2 . . dik

D =
d2i d22 • • d2k

dki d n2 ... dkk

Po obliczeniu odległości każdego ob iek tu  od w szystk ich  pozostałych 
w d anym  zbiorze Q o trzy m u jem y  m acierz odległości o postaci:

(11)

Odległości zaw arte  w m acierzy  D zostały  określone w p rzestrzen i, 
k tó re j w y m iary  w yznacza liczba uw zględnionych  zm iennych (cech). M a­
cierz D stanow i podstaw ę dalszych operacji sta ty sty czn y ch  zm ierzających 
do uzyskan ia  jednorodnych  podzbiorów  (w ynik  klasyfikacji).

Zwrócić na leży  uw agę n a  fak t, że p rzedm io tem  p roced u ry  k lasy fik a­
cy jn e j m ogą być zarów no obiekty , jak  i cechy. W pierw szym  p rzy p ad ­
ku odległości obliczane są m iędzy p u n k tam i iden ty fikow anym i przez 
w iersze w yjściow ej m acierzy  obserw acji (zw ykle zestandaryzow anej), 
w  d rug im  zaś —  pom iędzy punk tam i, k tó ry m  odpow iadają kolejne ko­
lu m n y  tej m acierzy  Jeśli odległości obliczane są pom iędzy obiektam i, to 
m acierz D m a w y m iary  k X k ,  gdy zaś m iędzy cecham i —  n X n .  P rzy  
obliczaniu odległości m iędzy cecham i (kolum ny) stosu je się te sam e ope­
racje, co p rzy  odległościach m iędzy obiek tam i (w iersze m acierzy), z tym ,



Wielowymiarowa analiza statystyczna 165

że zm ieniają się granice sum ow ania. W tak im  przypadku  np. w zór (8) 
p rzy jm u je  postać:

O bliczanie odległości pom iędzy param i zbioru Q za pom ocą wzorów  
(7)— (10) opierało się na  założeniu, że każda ze zm iennych (cech) ok re­
ślająca jeden  z w ym iarów  przestrzen i k lasyfikac ji posiada iden tyczną 
w agę. W ydaje się, że należałoby uw zględnić w obliczaniu odległości m oż­
liwość w ażenia obserw acji. P rob lem  usta len ia  w łaściw ej funkc ji w agow ej 
je s t dość skom plikow any i w znacznej m ierze pow inien opierać się na 
p rzesłankach  heurystycznych .5

P rzy  ko n stru k cji fu n k c ji podobieństw a w oparciu o w spółczynniki 
podobieństw a w ykorzystu je  się rachunek  korelacy jny . Zależności is tn ie ­
jące m iędzy zm iennym i ch arak te ry zu ją  w spółczynniki korelacji, tw orzą 
m acierz R o postaci:

gdzie: Z —  m acierz znorm alizow anych w artości cech o w ym iarze
n X m ,

ZT —  m acierz transponow ana w stosunku do m acierzy Z o w y ­
m iarach  m X n ,  

n  —  liczba obserw acji.
M acierz korelacji R spełnia tak ą  sam ą rolę, jak  m acierz odległości D.

Jako  m iarę  podobieństw a w ykorzystu je  się rów nież w spółczynnik  ko­
re lac ji w u jęciu  w ektorow ym . W tak im  p rzypadku  m iarę podobieństw a 
dw óch obiektów  jes t stopień zbieżności przebiegu w ektorów  (w spółczyn-

5 Pew ne uw agi dotyczące tego zagadnienia znaleźć można w  pracach: J. L i c z ­
k o  w s k i :  Badanie in tensyw ności rolnictwa w  ujęciu przes trzennym , „Postępy
Nauk R olniczych” 1961, nr 6; J. M i k i e w i c z :  Zagadnienie w ybo ru  cech przy  
użyciu  m etod taksonomii w rocław skie j.  Referat na konfei'encję naukową Polskiego  
Towarzystwa Biom etrycznego, W rocław 1967,

(12)

(13)
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nik  korelacji), czyli cosinus k ą ta  pom iędzy w ektoram i. W spółczynnik ten  
je s t określony  następu jąco : 6

p rzy  czym:

(14)

(15)

w,w,
cos WlWl = I W. I I w, I

n

W,W, =  ] Г х „ - х „
j = l

lw>l W=\/±*±4
“ j = i  j = i

gdzie: Wj W i —  iloczyn i-tego i 1-tego w ektora,
IWil |Wil —  iloczyn sk a la rn y  i-tego i 1-tego w ektora,

x ij —  w artość j- te j zm iennej dla i-tego  obiektu,
x y —  w artość j-te j zm iennej dla 1-tego obiektu.

D la danych  b in arn y ch  w spółczynnik i podobieństw a oblicza się z tzw. 
dw ójkow ej tab licy  podobieństw a badanych  obiektów , k tó ra  m a postać:

Obiekt i-ty

Obiekt 1-ty

a b a r b

c d c-| d

a +  c b-F d a + b - f c - fd

gdzie: a —  liczba cech w y stęp u jący ch  rów nocześnie w  i-ty m  i 1-tym
obiekcie,

b —  liczba cech w y stępu jących  w obiekcie i-ty m  a nie w y stę ­
p u jących  w  obiekcie 1-tym, 

c —  liczba cech w ystępu jących  w  obiekcie j- ty m  a nie w y ­
s tęp u jący ch  w obiekcie 1-tym, 

d -— liczba cech nie w y stępu jących  w  obiekcie i-ty m  i 1-tym.

W spółczynniki podobieństw a z dw ójkow ej tab licy  podobieństw a obli­
czane są jako  kom binacje elem entów  tej tablicy. P rzykładow o m ożna je 
obliczyć następująco:

Wr
a-f d

ad + b c
(16)

• J. J. P a r y s e k ,  L. W o j t a s i e w  i c z: M etody analizy regionalnej i m e ­
to dy  p lanow ania  regionalnego. PAN , KPZK, Studia tom LX IX , W arszawa 1979, s. 69.
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ad
W =  (17)

V (a+ c) (a-bb) (b+ d) (c+ d)

Należy zwrócić uw agę na fak t, że in te rp re tac ja  odległości i w spół­
czynników  podobieństw a jest odm ienna. Rosnąca w artość odległości 
w skazu je na  b rak  podobieństw a obiektów, k tó ry ch  ta  odległość dotyczy. 
N atom iast w zrost w spółczynnika podobieństw a św iadczy o podobieństw ie 
badanych  obiektów .

W każdym  zadaniu  k lasyfikac ji m ożna w yróżnić następu jące  elem en­
ty  składowe:

1) u sta len ie  zbioru k las (a lfabetu  klas, obrazów) S. Jeśli zbiór ten  
jes t skończony, to jego elem entam i są Sj (i =  1, 2,..., M);

2) dokonanie w yboru  w łasności obiektów , czyli cech ch a rak te ry zu ją ­
cych pojedynczą realizację  obrazu (realizacja obrazu —  to każdy obiekt 
zbioru rep rezen tu jący  dany  obraz). Oznaczm y zbiór tych  cech przez X, 
a jego e lem enty  przez Xj (j =  1, 2 ,..., n);

3) przyjęcie określonego k ry te r iu m  klasyfikacyjnego, czyli zasady, 
w edług  k tó re j należy  podejm ow ać decyzje, do jakiego obrazu zaliczyć 
rozpoznaw any obiekt. O znaczm y tę zasadę decyzyjną przez D, a zbiór 
w artości fu n k c ji decyzyjnej, p rzy  k tó rych  dany  obiekt należy  zaliczyć 
do i-tego obrazu przez D ;̂

4) u sta len ie  w ielkości s tra t spow odow anych błędam i k lasyfikacji, 
czyli usta len ie  efektyw ności k lasyfikacji (ściślej: ustalen ie  sposobu po­
m iaru  s tra t  oraz określenie ich poziomu). Oznaczm y w ielkość tych  s tra t 
sym bolem  E.

W zależności od w stępnych  inform acji o S, X, D i E (lub p rzy ję ty ch  
założeń o tych  zbiorach i w ielkościach) m ożna w yróżnić cztery  e lem en­
ta rn e  zadania k lasyfikacji.

P ierw szym  zadaniem  jes t w ybór k ry te riu m  k lasyfikacji pozw alające­
go podzielić elem en ty  zbioru Q scharak teryzow ane przy  pom ocy zbioru 
cech X pom iędzy k lasy  Si (zadane z góry), ponosząc p rzy  tym  s tra ty  nie 
w iększe od E. Zadanie to m ożna w skrócie zapisać następująco:

[D /S , X, E]

gdzie sym bol w ystępu jący  przed k reską oznacza n ieokreślony człon za­
dania, podczas gdy pozostałe e lem enty  składow e (po kresce) są znane 
e x  ante. Zadanie tego ty p u  może rów nież polegać na  porządkow aniu  
nowo pojaw iającego się obiektu  (nie będącego elem entem  w yjściow ego 
zbioru Q) do odpow iedniej k lasy  Sj. W tak im  przypadku  m ów im y o za­
dan iu  k lasyfikacji z nauczycielem  (lub uczeniem  z nagradzaniem ). Nazwa 
„k lasyfikacja  z nauczycielem  w yw odzi się stąd, że teoria  rozpoznaw ania
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obrazów  za jm uje  się działan iem  dw óch układów : człow ieka (nauczyciela) 
i m aszyny  (ucznia) 7. U czenie z nauczycielem  polega na tak im  w spółdzia­
łan iu  tych  układów , że nauczyciel dem o n stru je  uczniow i obiekty , a ten  
p rzydzie la  je do odpow iednich klas. Do rozw iązyw ania zadań ty p u  
pierw szego w y k o rzy stu je  się m etody k lasycznej analizy  d y sk ry m in acy j­
nej, gdyż zagadnienie to m ożna sform ułow ać następująco: dane są w ielo­
w ym iarow a zm ienna losowa X, zm ienna losowa Y rea lizu jąca  w artości 
rów ne num erom  poszczególnych klas, znane są rozk łady  w arunkow e ty p u  
F (x /y j) i =  1, 2 ,..., M, rozk ład  zm iennej Y oraz m acierz stopnia s tra t 
s topn ia  M. W ty ch  w aru n k ach  należy  podać regu łę  decyzyjną m in im ali­
zu jącą np. p rzecię tne  s tra ty  b łędnej k lasy fikac ji (s tra ty  p rzy  bezbłędnej 
k lasy fikac ji w ynoszą zero).

D rug i ty p  zadania m ożna określić m ianem  red u k cji w ym iarów  p rze­
s trzen i lub m in im alizacji opisu. R ozw iązaniem  zadania je s t w skazanie ta ­
kiego podzbioru  X  (zbiór cech), k tó ry  pozw oli przyporządkow ać e lem enty  
składow e zbioru Q (obiekty) do k las (obrazów) Si p rzy  pom ocy k ry te ­
rium  D z m in im alnym i s tra ta m i E, czyli:

[X /S , D, E]

Z adanie tego ty p u  należy  rozw iązać w  ten  sposób, by  s tra ty  spowo­
dow ane zm ianą ilości in fo rm acji (redukcją  liczby cech) b y ły  jak  n a jm n ie j­
sze w  sensie fu n k c ji E. J a k  łatw o zauw ażyć tego ty p u  zagadnienie jes t 
iden tyczne z problem em  doboru zm iennych ob jaśn ia jących  do m odeli 
ekonom etrycznych .8

T rzeci ty p  zadania k lasy fikac ji m ożna zapisać następująco:

[S /X , D, E]

W zadaniu  ty m  chodzi w ięc o podział elem entów  zbioru  Q opisanych 
p rzy  pom ocy zbioru  w łasności (cech) X na  k lasy  Si posługując się p rzy  
tym  k ry te r iu m  decyzy jnym  D p rzy  zachow aniu  efektyw ności k lasy fi­
kac ji n a  poziom ie E. Z adania tego ty p u  określane są m ianem  taksonom ii, 
au tom atycznej k lasy fikac ji, g rupow ania (c luster analysis), sam ouczeniem  
(uczeniem  bez nauczyciela).

N ależy zw rócić uw agę n a  fo rm alne podobieństw o zadań  typu  d ru g ie­
go i trzeciego. W obu ty p ach  zadań należy  bow iem  dokonać określonego

7 B. B. R o z i n: Teoria rozpoznaw ania  obrazów  w  badaniach ekonomicznych.  
W arszawa 1979, s. 11.

8 Dla m odeli ekonom etrycznych z dyskretną zm ienną objaśniającą analogia jest 
zupełna, natom iast w  przypadku m odeli ze zm iennym i ciągłym i należy założyć, żę 
zoiór alfabetu klas jest mocy continuum.
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grupow ania (redukcji przestrzeni). Jednakże w zadaniu typu  drugiego re ­
dukcja  odbyw a się w p rzestrzen i cech, natom iast w zadaniu  ty p u  trz e ­
ciego — w  p rzestrzen i obiektów.

C zw arty  typ  zadania m ożna określić m ianem  optym alizacji. W zada­
n iu  ty m  należy  określić poziom s tra t  E ponoszonych w  trakc ie  procesu 
k lasy fikac ji elem entów  zbioru Q o w łasnościach X pom iędzy k lasy  Sj 
w oparciu  o k ry te r iu m  D, czyli:

[E /S , X, D]

Dodać nalepy, że zadania tego typu  stanow ią zazwyczaj uzupełn ien ie 
poprzednich typów , a n ie stanow ią odrębnego zadania. I tak  jeśli np. 
w  problem ie k lasyfikac ji poziom s tra t dotyczy błędnego zaklasyfikow a­
nia pojedynczej realizac ji (s tra ty  jednostkow e), to rozw iązując zadanie 
ty p u  czw artego (już po zakończeniu klasyfikacji) jesteśm y w stan ie  po­
dać poziom s tra t przeciętnych.

Pow yższe cz tery  zadania k lasyfikacy jne zostały określone m ianem  
zadań  e lem en ta rn y ch  (prostych). W p rak tyce badań s ta ty stycznych  nie 
zawsze dysponujem y, tak  dużą ilością in fo rm acji w yjściow ych (trzy  spo­
śród czterech członów m uszą być znane a priori). D latego też zachodzi 
konieczność rozw iązyw ania tzw. zadań kom binow anych. W tego typu  
zadaniach  m ogą być znane dwie (lub naw et jedna) składow e procedur 
k lasyfikacy jnych . P rzykładow o m ożna w ym ienić tak ie  zadania, jak: 
[X, D /S , E], [S, X /D ,E ], [E/S, X, D] itp. Mogą rów nież w ystąp ić sy tuacje , 
w  k tó rych  żaden e lem ent p rocedury  k lasyfikacy jnej n ie ..jest znany  ex  
ante. M ówim y wówczas o zadaniach złożonych. Zasadnicze znaczenie po­
siadają  jednak  zadania elem entarne , gdyż zarów no kom binow ane, jak  
i złożone m ożna sprow adzić do zadań prostych. P rzykładow o zadanie 
kom binow ane w postaci [S, D/X, E] m ożna rozw iązać ro zp a tru jąc  szereg 
zadań  e lem en ta rnych  [S /X , D, E] zak ładając różne m ożliw e k ry te r ia  
k lasyfikacy jne . N ależy się jednak  w tedy  liczyć ze znacznym  w zrostem  
pracochłonności, naw et p rzy  zastosow aniu m aszyn cyfrow ych.

Р Е З Ю М Е

В статье приводится общая характеристика исследовательских проблем  
охватываемых термином „многоизмерительный статистический анализ”. В част­
ности, дано определение термина „классификация”, виды классификаций и 
способы построения функций сходства, позволяющ их зачислять отдельные 
объекты к определенным гомогенным классам. В конечной части статьи опреде­
лены четыре основные (элементарные) задачи классификации.
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In the article an analysis w as carried out as to the characterization of research  
problem s included in so-called  m ulti-dim ensional statistical analysis (WAS). In par­
ticular, a defin ition  of the term  ’’c lassification” w as provided, there w ere also gi­
ven the types of classifications and the methods of constructing the functions of 
sim ilarity w hich  m ake it possible to group definite objects under homogeneous 
classes. The last part of the article specified the four fundam ental (elementary) 
tasks of classifications.


