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Elzbieta MAKSYMIAK

Warunek wystarczajacy oraz warunki konieczne
na koincydencji zmiennej

Sufficient Condition and Necessary Conditions for Explanatory Variable

W niniejszej pracy sformulujemy i udowodnimy jeden warunek wystar-
czajacy i dwa warunki konieczne na to, by zmienna objasniajaca miala wla-
sno$¢ koincydencji.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

R(F) = [rij]ij=1,2,-k — macierz korelacji pomiedzy zmiennymi ob-
jasniajacymi,
Ro(k) = [r:)i=1,2,k — macierz korelacji pomiedzy zmiennymi ob-
jaéniajacymi a zmienna objasniana,
r2(k) — kwadrat wspdlczynnika korelacji wielowymiarowej dla mo-
delu opisywanego przez pare korelacyjna (R(k), Ro(k)),
R;(k;—i) — i-ta kolumna macierzy R(k) z usunigtym i-tym elementem,
R(k;—i) — macierz R(k) bez i-tego wiersza oraz i-tej kolumny,
Ro(k; —i) — wektor Ro(k) bez i-tej kolumny skladowej,
r?(k; —i) — kwadrat wspdlczynnika  korelacji wielowymiarowej dla
modelu okreSlonego przez pare korelacyjna (R(k;—1),
Ro(k; —1))

oraz niech )
~_ | R(E)  Ro(k
= [ (Rok)T 1 } @

o R(k;—1)  Ro(k;—1)
Pk =i)= [ [Ro(k; )T 1 } !

M2(k) = r2(k) det R(k), (3)
M2(k; =1) = v2(k; —i) det R(k; —1), (4)

(2)
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Ponizej podamy jeszcze twierdzenia, z ktérych bedziemy korzysta¢ w niniej-
szej pracy.

Twierdzenie 1 ([2])

Jezeli macierz wewnetrzna A macierzy brzegowej A, zdefiniowanej nastepu-
Jaco

{
g (k+1)x (k+1)
gdzie
A = [aij]i j=1,2, ks
9 = (91,92, 9k},
fT = [flvf?a"'afk]v
z € R (R — zbior liczb rzeczywistych),
jest nieosobliwa, to
det Al _ =1
det A =z-gAm S (6)

Twierdzenie 2 ([1])
Jezeli macierz A podwdjnej macierzy brzegowej zdefiniowanej nastepujaco

A fHff
Al = 0N a b )
g2 ¢ d

gdzie

A = [aij)ij=1,2, ks
fi = [fali=1,2,k
f2 = [fizli=1,2,>
g1 = [gali=1,2,k>
g2 = [giali=1,2, k>
a,b,ec,de R

jest nieosobliwa, to

det A; det A = det A, det Ay — det 4, det A4,
przy czym
LA S | A i At | A f
Aa-‘ 1Ab— 7Ac— aA(l— .
g1 @ g1 b g2 ¢ g2 d

Twierdzenie 3 ([2])
Jezeli 7%(k) oznacza kwadrat wspélczynnika korelacji wielowymiarowej dla
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modelu okreslonego przez pare korelacyjna (R(k), Ro(k), to r(k) =
[Ro(K)T[R(K)]) " Ro(k).

Twierdzenie 4 ([3])

Jezeli r?(k) = r2(k; —1), to i-ta zmienna objaéniajaca modelu opisywanego
przez pare korelacyjna (R(k), Ro(k) nie jest koincydentna.

Twierdzenie 5 ([1})

I-ta zmienna objasniajaca modelu okreslonego przez regularna pare korela-
cyjna (R(k), Ro(k) ma wlasnos¢ koincydencji wtedy i tylko wtedy, gdy

— [Ri(k; =) F[R(k; 1))  Ro(k; —i) > 0.

Twierdzenie 6 ([4])
Dla wektoréw z,y € R™ prawdziwa jest nastepujaca réwnowaznosé

z,y sa liniowo zalezne <= (z,y)? = (z,2) - (¥, v),

gdzie (&,y) — oznacza iloczyn skalarny wektorow z i y.

Twierdzenie 7 ([3])

Jezeli @,y sa wektorami z przestrzeni R", za§ A jest macierza dodatnio
okreslona stopnia n, to 2T Ay = (=, y).

((z,y) — oznacza iloczyn skalarny wektoréw z i y).

Z kolei sformulujemy i udovvodnimy zapowiedziane wczesniej twierdzenia.
Twierdzenie 8

Jegeli M(k) < M?(k; i) i 2L 4 12 = 0 oras jedli

a) wektory Ro(k; —1i), R;(k; —17) sa liniowo zalezne to i-ta zmienna objasnia-
jaca nie jest koincydentna,

b) wektory Ro(k; —i), R;(k; —i) sa liniowo niezalezne to i-ta zmienna obja-
$niajaca jest koincydentna.

Dowéd

a)

Przesuiimy w macierzy P(k) i-ta kolumne w miejsce A-tej kolumny oraz i-ty

wiersz w miejsce k-tego wiersza. Otrzymamy wtedy macierz postaci

R(k;—i)  Ri(k;—i) Ro(k;—i)
Pk = | [Ri(ks—0)T 1 ri
[Ro(ks—)]" L

Z odpowiedniej wlasno$ci wyznacznika wynika, ze

R(k;—i)  Ri(k;—i) Ro(k;—i)
det P(k) = det | [Ri(k; —1)]" 1 ri (7)
[Ro(k; —1)]" ri 1
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Korzystajac z twierdzenia 2 oraz réwnania (7) otrzymujemy nastepujaca
zaleznosé

det P(k)det R(k; —i) =
_ R(k;—i)  Ri(k; 1) | R(k;—i)  Ro(k;—i) | _
= det [ [Ri(k; —i)]T | } det [ [Ro(k; —i)]® 1 ]

R(k;—i)  Ro(k;—=i) ] . [ R(k=i)  Ri(k;—i)
—dEt[[Ri(k;—i)]T - ]”[[Ro(k;—i)f r,- }(8)

Ale zauwazmy, ze

R(k;—1)  Ry(k;—-t) | _ ]
det [ (Ri(k; —i)]T ) ] = det R(k) (9)

za$ na mocy twierdzenia 1 mamy nastepujacy zwiazek

R(k;—i)  Ro(k;—i) | _
det [ [Ri(k;—i)]T 0 - J =

= det R(k; —i)(ri — [Ri(k; —0)]"[R(k; )] " Ro(k; =1)).  (10)
Z kolei na podstawie twierdzenia 1 oraz twierdzenia 3 mamy réwnoéé

R(k;—i)  Ro(k;—i) | _ . 200, s
det [ [Ro(k; —i)]" ) = det R(k; —i)(1 — r*(k; =1)) (11)
a korzystajac z réwnoéci (1), twierdzenia 1 i 3 otrzymujemy zaleznosé
det P(k) = det R(k)(1 — r*(k)). (12)

Po zastosowaniu wzoréw (9), (10), (11) i (12) réwnanie (8) przyjmuje postaé

(det R(k) — det R(k)r*(k))det R(k; —i) =
= det R(k) det R(k; —3)(1 — r?(k; —i)) —
—(det R(k; —1))*(ri — [Ri(k; =) [R(k; —3)] 7 Ro(k; =0))%. (13)

Stad

[ri = [Ra(k; = )] [R(k; = )] 7" Ro(k; —0)] det R(k; i) =
= det R(k)r2(k) — det R(k)r’(k; —i). (14)
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Przeksztalémy réwnos¢ (14) w nastepujacy sposéb

2ri(ri — [Ri(k; =) T[R(k; =) 2 Ro(k; —i) =

= rf = ([Rik; =) [R(k; =D] ™" Rolk: )" + (15)
r?(k)det R(k) — r2(k; -1 detR(k)
* det R(K; =)

Z kolei dodajmy i odejmijmy do prawej strony réwnosci (15) wyrazenie

r2(k; —i) det R(k; —l)
det R(k; —1)

Wtedy

2ri(r; — [Ri(k; =) T[R(k; —)] "  Ro(k; —i)) =
=2 — ([Ri(k; =)]T[R(k; —1)] " Ro(k; —1))? +
r2(k) det R(k) — r%(k; —i) det R(k; —z)

det R(k; —1)
r2(k; —1)(det R(k; —i) - detR(k))
+ det R(K: =) (16)

Ale z réwnosci (9), twierdzenia 11 3

r2(k; —t)(det R(k; —1) — det R(k))
det R(k; —1) h
= ([Ri(k; =) [R(k; —0)] ™" Ru(ks —1)) -
([Ro(k: =) T[R(k; —)] ™ Ro(k; —1)). (17)

Ostatecznie na podstawie wzoréw ( 4) (17) réwnosé l()) przyjmuje
postaé
2ri(ri — [Ri(k; — )] T [R(k; =1)] 7" Ro(k; —i)) =
M2(k) — M*(k; —i)

— (k=T i R —1)) -
=i ) + ([Ri(k; =) [R(k; —i)] 7 Ri(k; —1))
([Ro(k; =) [R(k; =1)] " Ro(k; —1)) —

—([Ri(k; —8)[T[R(k; —i)] " Ro(k; —4))>. (18)

Poniewaz macierz [R(k;—1)]7! jest dodatnio okreslona, wigc na podstawie

twierdzenia 6 1 7 oraz liniowej zaleznosci wektoréw Ro(k; —i) i R;(k; —1)
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wynika, ze
([Ri(k; )] "[R(k; =1)] 72 Ri(k; —1))-
([Ro(k; —8)]T[R(k; = )]~ Ro(k; 1)) =
= ([Ri(k; = )] [R(k; —0)] 7" Ro(k; —i))". (19)

Z kolei korzystajac z rownania %1(1}{2_2):1_) + r? = 0 oraz wzoru (19)

widzimy, Ze prawa strona zaleznosci (18) jest réwna zero czyli
2ri(r; = [Ri(k; =) F[R(k; —i)) " Ro(k; —i)) = 0

co oznacza w my$l twierdzenia 5, Ze i-ta zmienna objasniajaca nie jest
koincydentna.

b)
Z nieréwnoéci postaci
([Ri(ks =) " [R(K; =0)] ™" Rilks =)
([Rolk; =) " [R(k; )]~ Ro(k; —i)) >
2 ([Ri(k; =)' [R(k; =)™ Ro(k; =0))?
wykazanej w pracy [1], liniowej niezaleznosci wektoréw Ro(k; —1) i R(k; —1)
oraz twierdzenia 6 i 7 wynika, Ze
([Ri(k; = DI [R(k; =0)] ' Ril(k; —i))
([Rolk; =) "[R(k; —)] Ro(k; —i)) >
> ([Ri(k; =) [R(k; —1)] 7" Ro(k; —1))%. (20)

e M2(R)=M2(ki—i) | 2 _ - .. oy . )
Ale poniewaz W+7i = 0 i zachodzi nieréwnoé¢ (20), wiec prawa

strona réwnania (18) jest wieksza od zera.
Stad réwniez

2ri(r; — [Ri(k; —) T [R(k; 1)) 7  Ro(k; 1)) > 0

a wiec w my$l twierdzenia 5 i-ta zmienna objasniajaca jest koincydentna.
c.n.d.

Twierdzenie 9

Jezeli 72(k; —i) = 1, to i-ta zmienna objasniajaca modelu opisywanego przez

pare korelacyjna ((R(k), Ro(k)) nie ma wlasnoéci koincydencji.

Dowod

Zauwazmy, ze lewa strona réwnania (14) jest zawsze wigksza lub réwna zero

wiec prawdziwa jest nieréwnos$é

det R(k)(r*(k) — r2(k;=i)) > 0
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a stad mamy, ze
(k) 2 r?(k; —1). (21)

Poniewaz r2(k; —i) = 1, wiec z zaleznoici (21) oraz z faktu, ze r2(k) €<
0,1 > otrzymujemy nastepujaca réwnosc

1‘2(k) =1,

czyli na mocy twierdzenia 4 i-ta zmienna objasniajaca nie jest koincydentna.
c.n.d.

W twierdzeniu 8 istotna role odgrywa miernik M?2(k), ktdry jest iloczy-
nem kwadratu wspolczynnika korelacji wielowymiarowej modelu o k zmien-
nych objasniajacych i wyznacznika macierzy korelacji zmiennych objasnia-
jacych. Jezeli miernik M?(k) jest mniejszy od takiego samego miernika ale
obliczonego dla modelu bez i-tej zmiennej objasniajacej (miernik ten ozna-
czono symbolem M?2(k; —i)) oraz jesli véznica M?(k; ~i)— M?(k) jest réwna,
iloczynowi kwadratu wspdlczynnika korelacji i-tej zmiennej objasniajacej
i zmiennej objasnianej oraz wyznacznika macierzy korelacji zmiennych ob-
jasniajacych bez i-tej zmiennej, to twierdzenia 8 rozstrzyga problem ko-
incydencji i-tej zmiennej objasniajacej w zaleznosci od liniowej zaleznosci
(niezaleznosci) takich dwéch wektoréw, z ktérych jeden ma wspdlrzedne
rowne wspolczynnikom korelacji miedzy zmiennymi objasniajacymi (bez
i-tej) a zmienna objasniana, natomiast wspdlrzedne drugiego wektora sa
réowne wspdlezynnikom korelacji i-tej zmiennej objasniajacej z pozostalymi
zmiennymi objasniajacymi.

Z kolei jesli kwadrat wspolczynnika korelacji wielowymiarowej dla mo-
delu bez i-tej zmiennej objasniajacej jest réwny 1, to na mocy twierdzenia
9 wnioskujemy, ze i-ta zmienna nie ma wlasnosci koincydencji. Inaczej moé-
wiac, jeéli i-ta zmienna objasniajaca jest koincydentna, to kwadrat wspdl-
czynnika korelacji wielowymiarowej obliczonego dla modelu bez i-tej zmien-
nej nie moze byé réwny 1.

Twierdzenia 8 i 9 sluza do badania koincydencji dowolnej zmiennej ob-
jasniajacej bez korzystania z definicji koincydencji, ktéra orzeka, ze i-ta
zmienna objasniajaca ma wlasno$¢ koincydencji, jezeli signr; = signa;, gdzie
a; jest ocena i-tego parametru strukturalnego otrzymana w wyniku estyma-
¢ji metoda najmniejszych kwadratéw. Koincydencja zmiennych objasniaja-
cych jest jednym z gléwnych postulatéw dotyczacych cech ,dobrego” mo-
delu. W przypadku gdy model nie jest koincydentny, to nie istnieje sensowna
interpretacja oszacowania parametrow strukturalnych tego modelu.
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SUMMARY

The present paper is devoted to the study of coincidence if a discretionary variable
interpreting the econometric model. The work formulates and proves one sufficient
condition and two necessary conditions for the interpretative variable to have the property
of coincidence.



