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Harmonické napitia a prudy v sériovych RLC obvodoch

Uvod

Problematika ¢asovych priebehov napéti a prudov, ako pomocnych integralnych
veli¢in, charakterizujucich pomery v elektrickych obvodoch napéjanych zo zdrojov
harmonického pradu, je velmi Sirokd. Predlozeny prispevok v ndvéznosti na
teoreticky rozbor — predkladd moZznosti zaznamenania a zmerania uvedenych
Casovych priebehov na osciloskope alebo prostrednictvom pocitacovej simulacie,
napr. pouzitim simula¢ného programu MultiSIM. Obidva sposoby experimentalneho
overenia nachadzaju Siroké uplatnenie v priemyselnej praxi i v Skolskej vyucbe
uciva elektrotechniky prisluSnych $tudijnych programov strednych odbornych
a vysokych skol.

1. Harmonické napitia na prvkoch RLC obvodu

Otacanim cievky v statickom magnetickom poli v dosledku poésobenia
zakona elektromagnetickej indukcie vznikaji harmonické napétia a prudy.
Zaujimavé su prudy tecuce v RLC obvode v dosledku periodického vybijania
a nabijania kondenzatora pre kriticky pripad nulového odporu obvodu R — 0.
V ¢lanku budeme analyzovat javy spojené so striedavymi pradmi.

Harmonické napitia a prady sa vyjadrujt ¢asovymi zavislostami

u(t) = Ug cos(o t+ ¢ ) 1)
i(t) = locos(w t £ @) (2

kde u(t) a i(t) st okamzité hodnoty napétia a pradu, Uy a ly st ich amplitady,
@ a @ su fazové posuny napidtia a pradu voci referenénym napitovym alebo
pradovym priebehom s tou istou frekvenciou a s nulovym fazovym posunom.
Ak je takymto referencnym priebehom napriklad napitie

Uo(t) =Upcos ot (3)

potom napitie U(t) fazovo predbieha napitie Uy(t), ak jeho fazovy posun je
+¢, a fazovo zaostava za Uy(t), ak jeho fazovy posun je -¢,. To isté mozno
povedat’ 0 prude i(t) a jeho fazovom vztahu K uy(t). Na vyjadrenie harmonickych
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priebehov mozno rovnako vyuzit aj funkciu sinus, ¢im sa do vztahov (1, 2)
zavedie iba konstantny fazovy posun £n/2, pretoze napr.

sin(mt+ @=+n/2) =+cos(w t + @) (4)
a naopak
cos(w t + p+n/2) = tsin(w t + @) 5)

Striedavé harmonické prady tect v obvodoch, ktoré pozostavaji z odporov
R, kapacit C, induk¢nosti L a tie mézu byt’ viazané vzajomnymi indukénostami
M do zlozitych striedavych elektrickych sieti, ich spravanie bude ovplyvnené
tiez geometrickym usporiadanim jednotlivych indukénosti, charakterizovany
¢initelom vézby A, kde 0 < A < 1. Na jednotlivych prvkoch siete vznikaju
striedavé napdtia s istymi amplitidami a fdzovymi vztahmi k inym napitiam
alebo prudom siete. Ako jednoduchy priklad uréime napitia na prvkoch R, La C
(obrazok 1), ktoré st zapojené sériovo v jednej vetvi, ktorou tecie harmonicky
prad

it)=lpcosmt. (6)
Na odpore R podl'a Ohmovho zakona vznikne napétie
Ur(t) = Ri(t) = Rlpcos ot = Ugr COS @ t @)
Ug(®) uc® u ®
> > e
! "0 0 A ) S—
i(t)= I, cos ot R g L

Obrazok 1. Sériové zapojenie obvodu RLC

Harmonicky prad a napétie na odpore nie su fazovo posunuté, inak
povedané, napétie a prud v odpore R s vo faze (pr = 0) a amplitdda napitia Ugg
= Rlp. V uplne inom fazovom vztahu su vSak prady a napitia na reaktanc¢nych
prvkoch, teda kondenzatore C a cievke L. Ak sa striedavym pridom (6) nabija
kondenzator C (pdvodne nenabity), potom napétie na iom je dané vyrazom

uc(t):?:%Ii(t)dt=%sina)tzuoC cos(a)t—%j (8)

t.j. napitie na kondenzatore zaostava za pradom vo faze o ¢c = —m/2 a amplituda
napitia Ugc = lo/oC. Vo vyraze (8) bol vyuzity vztah (5). Velicina
Uyc 1

C_I_OZE' 9)
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dana pomerom amplitid napétia a pridu, ktorda méa rozmer odporu sa nazyva
kapacitna reaktancia. Ak prad (6) tecie indukénost'ou L, samoindukciou na nej
vznikne napétie

dt

teda napitie na induk¢énosti predbieha prud vo faze o ¢, = n/2 a amplitida
napitia U = o Ll,. Veli¢ina

uL:_Ld'—(t):—a)Llosina)t:UOLcos(a)H%j, (10)

XL=%=a)L (11)

0
sa nazyva induktivna reaktancia a mé& rozmer odporu. Na obrazku 2 su
zobrazené Casové priebehy vSetkych napidti Ugr(t), uc(t) a u.(t) vo svojom
vzajomnom fazovom vztahu pre konkrétne numerické hodnoty RLC prvkov,
frekvencie a amplitidy prudu.

Up~i

44 Ug Ugp=Rl, =10V
1 U =olgL=7V
2+ U =lgfaC=5V L

n 1 n " 1 " 1
0 112 n 32 2n

ol

Obriazok 2. Casové priebehy napiti Ug(t), uc(t) a ug(t)

2. Harmonicky prud v RLC obvodoch

Sériové zapojenie RLC prvkov podla obrazku 1 predstavuje jednoduchy
sériovy obvod RLC. Ak takyto obvod pripojime na zdroj striedavého napitia

u(t) = Up cos mt (12)

modzeme skumat’ aky prud tecie takymto obvodom? Pre obvod musi platit
v stulade s druhym Kirchhoffovym zakonom obvodova rovnica, podl'a ktorej
algebricky stcet vSetkych napiti, teda napéti zdrojov u(t), indukovanych napati
na indukénostiach Ldi(t)/dt, odporovych ohmickych spadov Ri(t) a napati
nabitych kondenzatorov q(t)/C v uzavretom obvode sa musi rovnat’ nule. Musi
teda platit’
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u()- L3O _pigy, 90 13

dt C
, . o o, da(t)
Po uprave rovnice (13) a jej derivacii, s uvadZenim, Ze G I(t)
dostaneme diferencialnu rovnicu pre prad i(t) v tvare
2. - -
L9 '(t)+Rd'—(t)+it):—wuosina)t. (14)

dt? d C

Z matematického hl'adiska rovnica (14) predstavuje obycajnii nehomogénnu
diferencialnu rovnicu druhého radu s konstantnymi koeficientmi. RieSenie rovnice
(14) pozostava z dvoch casti, prva je superpozicia vSeobecného rieSenia homogénnej
rovnice adruhd je jedno partikularne rieSenie nehomogénnej rovnice. Fyzikalny
pohlad na problém je ovela zaujimavejsi. RieSenim je nestacionarny prechodovy
prud, ktory s casom (a pomerne rychle) vymizne. Potom zostane nenulova iba
druhd, kvézistacionarna cast rieSenia, ktord je obyCajne predmetom zaujmu.
V elektrotechnike pozndme charakter tohto rieSenia a vieme navrhnut’ aj tvar pradu
bez toho, aby sme diferencialnu rovnicu riesili. Mozno ocakavat, ze rieSenie, teda
prud, bude tiez harmonickou funkciou, napriklad tvaru

i(t) = lp cos(w t— ) (15)

Takto navrhnuté rieSenie sa dosadi do rovnice (14) a z tej sa urcia neznama
amplituda pradu |l a fazovy posun ¢ pradu oproti napitiu. Po dosadeni rieSenia
(15) do rovnice (14) dostaneme

—@’LI,cos(at — p)— @Rl ,sin(at —go)+|C—°cos(a)t —p)=-alJ,sinat. (16)

Dalsi postup je nasledovny: kosinusové a sinusové funkcie rozdielového
uhla @t — ¢ na Tlavej strane rovnice sa Vyjadria pomocou prislusnych
trigonometrickych vztahov. Rovnost’ sa upravi na tvar A cos @t + B sin @t = 0.
Rovnica bude platit’ pre vSetky t vtedy, ak A = 0, B = 0. Po vykonani uvedene;j
procedury dostaneme dve podmienky

1 .
A=|wL—-—— |cosp—-Rsingp =0, 17
( ij @ @ 17)

1 :
B=(a)|_—Ej|OSIn(/)—RIOCOS(0—UO=0. (18)

RieSenim tychto rovnic dostaneme amplitidu pradu v obvode Iy a jeho
fazovy posun ¢ v tvare

_ U _Y,

Z 7

(19)

el
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Vyrazy (19 a 20) st odpoved’ou na nasu otazku o prude v sériovom RLC
obvode. Vidime, Ze ako amplitida pradu, tak aj jeho fazovy posun oproti napétiu su
funkciami frekvencie a vykazuju od frekvencie dost’ zvlastnu zavislost’. Prad méze
podra hodnoty frekvencie napétie vo faze predbichat’ alebo za nim zaostavat. Pri
istej frekvencii je amplitida pradu maximalna a stéasne je pri tejto frekvencii
fazovy posun nulovy. V elektrickom obvode doslo k rezonancii, pri ktorej napajaci
zdroj kryje iba straty. Vyznamnou veliCinou striedavych elektrickych obvodov je
impedancia. Vo vSeobecnosti je impedancia komplexnym ¢islom, ktoré
voltampérovo charakterizuje jednotlivé pasivne prvky v striedavych sietach. Plati

Z=$=\/R2+(@_LJZ=JR2+(X ~ X} 1)
I e Lol

kde R je realna zlozka impedancie a nazyva sa rezistanii/a,_MﬂJmaginéma
(jalové) zlozka impedancie a nazyva sa reaktancia, vyraz v R?+ X * sa nazyva

modul impedancie a uhol ¢ je uhol impedancie. Pojem impedancie je
klicovym pojmom tedrie striedavych elektrickych obvodov a sieti a ma
podobny, ale vSeobecnej$i vyznam, ako pojem odporu v jednosmernych
elektrickych sietach. Spolu s fazovym posunom ¢ tUplne urCuje elektrické
vlastnosti danej vetvy obvodu. V elektrotechnickych zapojeniach predstavuje
impedancia dvojpdl.

3. Experimentalne overenie

Pripojime sériovy obvod RLC podla obr. 1 na zdroj striedavého
harmonického napitia U = 1V, s frekvenciou f = 1000 Hz. Hodnoty prvkov
R=1kQ L=1mH, C=1uF. Pomocou osciloskopu zmeriame priebehy
jednotlivych napéti ug(t), uc(t) a u (t). Namerané priebehy harmonickych napati
na jednotlivych prvkoch RLC su zobrazené na obrazku 3.

u® fup®.
ue(t) u (1)

t = 200 ws/dielik, ug(t) = 500 mV/dielik, uc(t) a u(t) = 100 mV/dielik
Obrazok 3. Namerané priebehy harmonickych napiiti ug(t), uc(t) a u,(t) na prvkoch RLC
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Zaver

Teoretické rieSenie rovnic pre jednotlivé napidtia Ug(t), uc(t) a u(t) na
prvkoch RLC v analytickej forme je pomerne obtiazne. Redlne priebehy napéti
na ug(t), uc(t) a u.(t) mézeme namerat pomocou jednoduchého experimentu
osciloskopom alebo pocitatovou simuléciou, napr. simulacnym programom
MultiSIM, ktory sa ukazuje ako vel'mi vhodny najma pre Skolsku prax. Priebehy
teoretickych vypoctov a praktického experimentu st samozrejme zhodné.
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Resumé

Prispevok sa zaobera teoretickym rozborom casovych priebehov napéti
apradov, v elektrickych obvodoch napdjanych zo zdrojov harmonického pradu.
Teoreticky popis je doplneny experimentalnymi vysledkami nameranych ¢asovych
priebehov napéti na prvkoch RLC pomocou osciloskopu a prostrednictvom
pocitacovej simulacie. Obidva spdsoby experimentalneho overenia nachadzaju
Siroké uplatnenie v priemyselnej praxi i v Skolskej vyucbe uciva elektrotechniky
prislusnych studijnych programov strednych odbornych a vysokych $kol.

Harmonic voltage and current in series RLC circuits

Abstract

The paper deal with theoretical analysis time response of voltage and cur-
rent, in electric circuit of power supply from source of harmonic current. Theo-
retical description is supplemented experimental results measure out time re-
sponse voltage on element RLC by oscilloscope and computing simulation. Both
of them means of action experimental verification find wide application in in-
dustrial praxis and in school education subject electro technical corresponding
educational programs of secondary technical and university.

Key words: electrotechnics, technology education, analysis time response.
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Harmoniczne przebiegi napie¢ i pradéw w szeregowych obwodach RLC

Streszczenie

W artykule zajeto sie teoretycznymi rozwazaniami dotyczacymi ukladow
rezonansowych RLC. Opis teoretyczny uzupetniony jest opisem zaprojektowa-
nych i przeprowadzonych doswiadczen, ktore moga znalezé zastosowanie za-
réwno w nauczaniu przedmiotow zawodowych, jak i w przemysle.

Stowa kluczowe: elektrotechnika, edukacja techniczna, analiza przebiegow
czasowych.
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