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Wstep

Zastosowanie modelowania matematycznego systematycznie wzrasta ze
wzgledu na dostepnos$¢ sprzetu obliczeniowego wysokiej jakosci oraz korzysci
wynikajace z jego rezultatow. Powoduje to, ze doktadno$¢ rozwigzan uwzgled-
nia coraz to wigcej szczegdblow w opisie zjawisk. W konsekwencji uzyskuje si¢
bardziej ztozone opisy matematyczne zjawisk. W artykule zaproponowano mo-
del matematyczny zanieczyszczen biochemicznych wody z uwzglednieniem
zjawiska dyfuzji dla wielowymiarowej przestrzeni.

1. Model matematyczny zanieczyszczonej biochemicznie wody
Do rozwazan przyjeto nastepujace wskazniki zanieczyszczen wody, tj.: Bio-
chemiczne Zapotrzebowanie Tlenu (BZT) oraz poziom Rozpuszczony Tlen
(RT). Zgodnie z réwnaniem rdézniczkowym kinetyki reakcji fizyczno-
-chemicznej pierwszego rzedu rozktady BZT i RT przyjmuja posta¢ [Szymkie-
wicz 2000; Palczewski 2004]:
d

a Xl(t) = _klxl(t) @
d
axz(t):_kle(t)_k3X2(t)+a ' )

w ktorych: X [mg / |] — stgzenie zanieczyszczen organicznych (BZT), x, [mg/ I]
— deficyt RT, t[doba] — czas, k, [doba’l] — wspolczynnik szybkosci reakcji,
kz[doba‘l] — wspbdlczynnik szybkosci wptywu BZT na RT, ks[doba‘l] -
wspotczynnik szybkos$ci pobierania tlenu z atmosfery, a[mg / I] — intensywnos¢

pobierania/dostarczania tlenu.
Rezultaty badan symulacyjnych dla rownan (1) i (2) przedstawiono na rys. 1.
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Rys. 1. Zmiana BZT i RT w rzece przy réznych warunkach poczatkowych

Zgodnie z oczekiwanymi wynikami wida¢ (zob. rys. 1), ze natura opisywa-
nych zjawisk (okre$lana przez BZT i RT) wykazuje zdolno$¢ do samooczysz-
czania. Warto$ci zanieczyszczen zmniejszajg si¢ w miar¢ uptywu czasu.

2. Modelowanie matematyczne dyfuzji w zbiornikach wodnych

Zjawisko dyfuzji jest waznym czynnikiem wplywajacym na stan jakoSci
wody. Dyfuzja to ruch substancji powodujacy przemieszczanie si¢ czasteczek
substancji z obszaréw o wigkszym stezeniu (gestosci) do obszarow o mniejszym
stezeniu. Rozwazania prowadzone sg na przestrzeni okreslonej dtugoscia, szeroko-
Scig oraz glebokoscig. Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego dyfuzje
mozna przedstawi¢ w postaci ogolnej [Szymkiewicz, Gasiorowski 2010]:

% —div(D grad x)+35 =0 ©)

gdzie: x — wektor reprezentujacy zanieczyszczenia, D — wspotczynnik dyfuzji,
0 — intensywnos$¢ wytwarzania lub zanik przenoszonego czynnika.

Rozwazajac wektor stanu, ktory zalezy od czasu, dtugosci oraz dodatkowo
od szerokosci i gtgbokos$ci, rownanie (3) jest nastgpujace:
OX o*x L 0*x L 0%X
— | D—+D—+D— [+ Ax+6=0, 4)
ot 0z, oz, 0z

gdzie: z,,z,,z, — wspotrzedne przestrzenne odpowiednio dla dlugosci, szeroko-
$ci 1 gltebokosci.

Zakladajac, ze zmiana dyfuzji wzdluz zmiennej przestrzennej gltebokosci
wody jest pomijalnie mata w stosunku do szerokosci i dtugosci akwenu wodne-
0o, w rownaniu (4) ostatni sktadnik w nawiasie znika. Natomiast uwzgledniajac
predkos¢ przeptywu, pojawi si¢ dodatkowy parametr [Zestawska 2011]:

2 2
X IpZX pPX v X axis=0, (5)
ot 0z, 0z, 0z,
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v 0
gdzie: V = {O } — diagonalna macierz reprezentujaca predkos¢ przeptywu,
Vv

A =|: :1 ?( } — macierz stanu, w ktorej wspotczynniki k; =1,2,3 okreslaja
2 3
szybkosci reakcji BZT i RT.

Dalsze uproszczenia modelu z dyfuzja mozna uzyskaé, przyjmujac rozwa-
zania dla bardzo dlugiej i ,,waskiej” oraz ,,ptytkiej” rzeki. Wowczas rownanie
(5) przyjmuje nastepujaca postac:

oX 00X

———|D— [+ AXx+0=0 (6)
ot oz\ oz

W niniejszym artykule badania symulacyjne przeprowadzono dla réwnania
(6), ktérego rozwigzanie mozliwe jest przy znanych warunkach granicznych
(warunki brzegowe i poczatkowe), ktore przyjmuja postac:

X(Zl7t0): fpl(zl) (7a)
X(ZZ’tO): pr (Zz) (7b)
x(0,t)=f,(t) , (7c)

f

Do rozwigzania zagadnienia okre§lonego zalezno$ciami (6) i (7a), (7b), (7¢)
wykorzystano metode réznic skonczonych. Zapewnienie stabilno$ci wymaga
przyjecia odpowiedniego kroku dyskretyzacji, ktéry zapewni stabilnos¢
W obszarze rozwigzan, a takze nalezy uwzgledni¢ regute dyfuzyjnej liczby Cou-
ranta [Kwater, Krutys, Bartman, Pekala Simulation...]:

2
dt< 92
2D

przy czym funkcje f, f ,, f, sa znane.

(8)
gdzie: D — wskaznik dyfuzji, dt, dz — odlegtos¢ migdzy weztami.

3. Rezultaty eksperymentéw numerycznych

Przeprowadzono szereg badan symulacyjnych dla przypadku uwzgledniaja-
cego dlugos¢ oraz czas. Badano obiekt opisany roéwnaniem (6) dla roznych war-
tosci predkosci rzeki oraz wspotczynnika samooczyszczania. W wyniku rozwa-
zan otrzymano hiperpowierzchni¢ przedstawiong na rys. 2, dla przypadku gdy
pojawilo si¢ zanieczyszczenie (BZT) w chwili poczatkowej na poczatku dtugo-
sci. W miarg uptywu czasu i dlugosci stezenie maleje, jednak ,,widac¢” przeno-
szenie zanieczyszczen spowodowane predkoscig przeptywu V w modelu mate-
matycznym.
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Rys. 2. Rozklad BZT z dyfuzja i procesem samooczyszczania

Istotny wptyw na rozktad zanieczyszczen z uwzglgdnieniem dyfuzji ma do-
datkowo proces samooczyszczania oraz predkosci przeptywu wody w rzece.
Wigksza predkos¢ rzeki powoduje, ze pojawiajace si¢ zanieczyszczenia ,,pory-
wane” sg przez uwzglednienie zjawiska transportu (przeptyw), a ich szerokos¢
rozktadu zalezy od wartosci predkosci. Kierunek rozktadow na hiperpowierzchni
zwigzany jest z predkoscig przeplywu i dla mniejszej predkosci ,,zasieg grzbie-
tu” jest wigkszy (rys. 3).

Rozkiad BZT

Stezenie [mg/l]

Dtugoée [m]

Rys. 3. Rozklad BZT bez procesu samooczyszczania przy duzej predkosci rzeki

Na podstawie przeprowadzonych eksperymentow symulacyjnych zaobser-
wowano istotny wptyw predkosci na rozktad zanieczyszczen. Wartosci BZT
przy wiekszych predkosciach rzeki z uwzglednieniem dyfuzji przyjmujg zblizo-
ne wartosci (patrz krzywa czerwona i purpurowa na rys. 4).
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Rys. 4. Rozklad BZT przy roznych predkosciach z dyfuzja i bez dyfuzji

Rezultat ten otrzymano dokonujgc przekroju hiperpowierzchni z rys. 3 dla
wybranej chwili czasowej. Natomiast przy mniejszych predkosciach przeptywu
wody otrzymano zréznicowane warto$ci rozkladow zanieczyszczen (krzywa
zielona i niebieska narys. 4.).

Przy wiekszych predkosciach dyfuzja ma mniejszy wptyw na rozktad zanie-
czyszczen, anizeli przy matych predkosciach, gdzie nalezy uwzglednia¢ zjawi-
sko dyfuzji.

Podsumowanie

W artykule zaproponowano modele matematyczne biochemicznie zanie-
czyszczonej wody dla r6znego stopnia ztozonos$ci, m.in. z uwzglednieniem zja-
wiska dyfuzji. W eksperymentach symulacyjnych analizowano zjawiska zacho-
dzace wzgledem wspotrzednych przestrzennych i czasu. W rezultacie przepro-
wadzonych eksperymentéw symulacyjnych mozna stwierdzi¢, ze przy duzych
predkosciach rzeki zjawisko dyfuzji mozna poming¢. Natomiast przy malych
predkosciach dyfuzja ma istotny wpltyw i zaleca si¢ jej uwzglednienie.
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Streszczenie

W artykule przedstawiono eksperymenty badan modeli matematycznych za-
nieczyszczonej biochemicznie wody dla r6znych stopni ztozono$ci. Jakos¢ wody
reprezentowana jest przez nastepujace wskazniki: Biochemiczne Zapotrzebowa-
nie na Tlen oraz Rozpuszczony Tlen. Badania symulacyjne przeprowadzono dla
modelu matematycznego w postaci rownan roézniczkowych czastkowych II rze-
du, w ktorych uwzgledniono zjawisko dyfuzji, a takze predkosci przeptywu.

Stowa kluczowe: modelowanie matematyczne, rownania rozniczkowe czastko-
we, dyfuzja, eksperymenty symulacyjne.

Computer simulations of mathematical biochemically polluted water model
including the phenomenon of diffusion

Abstract

This paper presents experimental study of mathematical models of biochem-
ical polluted water for different degrees of complexity. Water quality is repre-
sented by the following indicators: Biochemical Oxygen Demand and Dissolved
Oxygen. Simulation studies were performed for a mathematical model of in the
form of partial differential equations Il-th order, which takes into account the
phenomenon of diffusion, and flow velocity.

Key words: mathematical modeling, partial differential equations, diffusion,
simulation experiments.
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