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1. WSTEP

W pracy rekonstruujg trzy paradoksy ruchu Zenona z Elei. Sq to: ,,Achilles i z6tw”,
»otrzata” i ,Stadion”. Razem z ,Dychotomia”, ktéra analizowalem gdzie indziejz,
stawiaja one pytania dotyczace struktur ciagtych (kontinuéw). W ,,Dychotomii” Zenon
poszukuje — jak si¢ wydaje — «elementu pierwszego» kontinuum. Sadze, ze rozwia-
zania tego problemu nalezy szukaé rozwazajac wspodlczesne teorie kontinuum liczb
rzeczywistych — klasyczna i intuicjonistyczna. Takie postawienie sprawy nie wyczer-
puje jednak zagadniefi Zenona. Dotycza one bowiem réwniez struktury czasu, przes-
trzeni oraz problemu zmiany. Te wla$nie problemy, a wigc zastosowania kontinuum
liczbowego do obiektdw fizycznych, pojawiaja si¢ w trzech paradoksach analizowa-
nych ponizej. Jesli chodzi o stron¢ matematyczna, to rachunkowe rozwiazanie stawia-
nych probleméw jest tatwe, niezaleznie od tego czy stosujemy klasyczng, czy
intuicjonistyczng koncepcj¢ kontinuum. Trudno jednak znaleZé kryteria pozwalajace

! ponizszy tekst jest druga czgscia pracy ,Zenona paradoksy ruchu a labirynt kontinuum — Dychotomia”,
ktora ukazata si¢ w Studiach Filozoficznych 4 (281) 1989, s. 57-73. Oba stanowigce cafo$¢ teksty redakcja
Studiéw podzielita i przyjeta do druku w 1988 roku. Z powodu rozwigzania pisma druga czg§€ — czyli obecny
tekst — nigdy si¢ jednak nie ukazala, a jej maszynopis zaginat. Odnalazt go w 1996 r. profesor Jacek J. Jadacki,
za co jestem Mu bardzo wdzigczny. Chociaz od czasu napisania ,,Paradokséw” (1987 r.) uptyngto prawie 10
lat, po naniesieniu niezbgdnych poprawek wciaz wydaje mi si¢ warty przedstawienia. Fragmenty pracy zostaly
wykorzystane w programie badawczym RPPR 11.29.

2patrz: T. Placek, ,Zenona paradoksy ruchu a labirynt kontinuum — Dychotomia”, Studia Filozoficzne 4
(281) 1989, s. 57-73.
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ocenic, ktéra z tych teorii wtaSciwie opisuje kontinuum. Co wigcej, samo to pytanie
zaklada, ze albo jest taki obiekt, jak kontinuum, ktéry mozemy lepiej lub gorzej opisaé,
albo przynajmniej mamy jasne i wyraZne intuicje tego, czym jest ciaglo$é. Zalozenie to
jest jednak bardzo dyskusyjne. W pracy przyjmuj¢ nastgpujaca robocza hipoteze: o ile
»Dychotomia” jest przede wszystkim zwiazana z matematyczng teorig kontinuum, o
tyle pozostale trzy paradoksy mozna traktowaé jako dotyczace zastosowai tej teorii do
opisu ruchu.

II. ACHILLES I ZOLW

Drugi argument, tak zwany ,Achilles”, sprowadza si¢ do tego, Ze w wyscigu naj-
szybszy biegacz nie moze nigdy przeScigngé najpowolniejszego, bo Scigajgcy musi
najpierw osiqgnqc punkt, z ktérego Scigany juz wyruszyt, tak ze powolniejszy ma zawsze
pewne wyprzedzem'e.3

Od czas6w Arystotelesa uwazano paradoks ten za bardziej skomplikowana wersje
~-Dychotomii”. Jest to sluszne o tyle, ze oba zakladaja ciagla struktur¢ przestrzeni
(dokladniej: jej gestos¢) i opieraja si¢ na podobnej metodzie dzielenia odcinka drogi ad
inﬁnitum.4 Latwo jednak zauwazyé, ze o ile w pierwszym rozumowaniu dzielili§my
odcinek ku poczatkowi, poszukujac jego «elementu pierwszego», o tyle w ,, Achillesie i
z6twiu” pytamy o mozliwo§¢ zsumowania nieskoficzenie wielu coraz mniejszych od-
cinkéw. Odtworzmy wigc rozumowanie Zenona przy pomocy prostej arytmetyki. O-
znaczmy poczatkowy dystans dzielacy Achillesa i z6twia przez X. Niech Achilles i
z6lw poruszaja si¢ ruchem jednostajnym z predkoSciami odpowiednio V i v. Kiedy
Achilles znajduje si¢ w miejscu ,,0”, z6lw jest juz w miejscu X. Kiedy Achilles mija
punkt X, z6lw jest juz w miejscu X + (v/V) X. Ogdlnie, ilekro¢ Achilles pokonat dystans

X+WIVX + ..+ (IVX,
tylekro¢ z6tw go wyprzedza o odleglosé wvy™'x. Oczywiscie Achilles biegnie szyb-
ciej niz z6tw, a wigc V>v. To zapewnia, ze szereg

X+XWV)+ ..+ XV + ...
jest zbiezny. Jego granica wynosi XV/(V+v). W takiej odlegtosci od miejsca ,,0” Achil-
les dogoni z6twia. Problem Zenona jest jednak nieco inny. Zenon pyta raczej, czy stanie
si¢ to w skoficzonym czasie. Aby na to odpowiedzieé, wystarczy podzielié wyliczona
odlegto$¢ przez predko$¢ Achillesa. Otrzymamy, ze wyscig zakoficzy si¢ po czasie
X/(V+v). Je§liby Zenon byt wciaz nieprzekonany, mozna powtdrzy¢é rozumowanie,
badajac, jakie czasy potrzebne sg Achillesowi na przebycie kolejnych odcinkéw drogi.
Przedstawiaja si¢ one nastepujaco:

XIV, XV, XIV-(UIVY, ..., XIV-(IV) ..

3 Arystoteles, Fizyka, 239 b 14, 8. K. Lesniak, PWN, Warszawa 1968.

4 Uporzadkowany zbidr jest gesty, jesli dla dowolnych jego elementdéw x, y takich, ze x <y, istnieje element
z spehiajacy nieréwno§é x <z < y.
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Sumujgc powyzsze czasy otrzymujemy wynik X/(V+v). Tak wigc trudnosci rachunkowe
paradoksu sg rozwigzywane przy pomocy teorii szeregow.

Zupelnie inaczej przedstawia si¢ sprawa, gdy powyzszy paradoks zinterpretowal
jako dotyczacy zastosowania klasycznej teorii liczb rzeczywistych do opisu czasu,
przestrzeni i ruchu. Tak zreszta rozumieli go niektérzy matematycy, krytyczni wobec
teorii klasycznej. Stajemy wtedy wobec nastgpujacych pytan: Czy czas (odcinek prze-
strzenny) jest uporzadkowanym nieprzeliczalnym zbiorem momentéw (punktdéw prze-
strzennych)? Jak odbywa sig ruch w takim czasie i przestrzeni? Rozwazmy nastgpujaca

uwage H. Weyla, ktéra rozpoczgla wspdiczesng dyskusje nad paradoksem:

Jesli jednak odcinek o dtugosci 1 rzeczywiscie sklada sie z nieskoficzenie wielu mniejszych, bedacych
oddzielnymi calosciami (chopped off wholes) pododcinkéw o dtugosciach 112, 1/4, 1/8, ..., wéwczas to, ze
Achilles méglby je wszystkie przebiec, jest niezgodne z naturg nieskoficzono$ci jako czegos, co nie da si¢
ukoficzy¢. Jesli przyjac takq mozliwos¢, to nie ma powodu, aby jaka$ maszyna nie byta w stanie ukoficzy¢
procesu podjecia nieskoficzenie wielu réznych aktéw decyzji w skoficzonym czasie, dajac na przyklad
pierwszy wynik po 1/2 minuty, drugi po nastepnej 1/4 minuty, trzeci po kolejnej 1/8 minuty itd. W ten
spos6b bytoby mozliwe, o ile zdolno$ci mézgu bytyby podobne do dziatania takiej maszyny, przegladnaé
wszystkie liczby naturalne, uzyskujac pewna decyzj¢ typu ,albo tak, albo nie” w sprawie dowolnego
pytania o istnienie (existential question), dotyczacego liczb naturalnych!®

W powyzszym fragmencie mozna wyodrebnié dwa argumenty.

1) Zalézmy, ze odcinek przestrzeni jest suma nieskoficzenie wielu niezachodzacych
na siebie pododcink6w. Jesli kazdy z tych pododcinkéw jest oddzielng («odrabang», jak
chce Weyl) catoscia, to dowolny ruch bedzie polegat na wykonaniu nieskoficzonej
liczby operacji w skoficzonym czasie. Maszyne, ktéra potrafi co§ takiego wykonaé,
nazywa si¢ w literaturze maszynq nieskoriczono$ciowq. Kazdy proces ruchu prowadzit
bedzie do wykonania nieskoficzonej iloSci operacji. Ukoficzenie wykonywania procesu
sktadajacego si¢ z nieskoficzenie wielu oddzielnych operacji jest nie do pogodzenia z
charakterem nieskoficzonosci potencjalnej. Proces jest bowiem nieskoficzony poten-
cjalnie, jesli po dowolnym jego stadium zachodzi nastgpne.

2) Jesli ruch jest maszyna nieskoficzono$ciows, to nalezy oczekiwaé, ze w Swiecie
fizycznym moga istnie¢ lub istnieja inne maszyny nieskoficzonoSciowe. Tych jednak
nie ma.

Kluczowym poj¢ciem w pierwszym argumencie jest oczywiscie nieskoriczonos¢é. W
ujeciu Weyla zaweza si¢ ono do nieskoficzonoSci potencjalnej. Nieskoficzono$¢ poten-
cjalna nie jest obiektem matematycznym, takim jak liczby. Odniesienie do takiej
nieskoficzonoSci moze byé wyeliminowane z dyskursu matematycznego. Na przyklad,
korzystajac z definicji granicy mozemy pozby¢ si¢ odniesienia do nieskoficzonosci z
wyrazenia

a) limf{x) = oo,

x>0

SH. Weyl, Philosophy of Mathematics and Natural Science, Atheneum, New York 1963, s. 42, ttumaczenie
wlasne. Przez pytanie o istnienie nalezy tu rozumieé pytanie o istnienie obiektow spetniajacych jaka$ arytme-
tyczng wiasno$¢, na przyktad nierozstrzygnigte do dzi pytanie, czy istnieje najwigksza liczba pierwsza k taka,
ze (k—2) tez jest liczbg pierwszg.
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podczas gdy nie mozna w ten sposéb pozby¢ si¢ odniesienia do liczby 1 w wyrazeniu
b) limflx) = 1.
x>0

Moéwienie o nieskoficzono$ci jest w wypadku nieskoficzonodci potencjalnej jedynie
Jagcon de parler. W (a) stwierdzamy tylko, ze funkcja f(x) przyjmuje nieograniczenie
duza, chol skoriczong warto$€. Inaczej przedstawia si¢ sprawa z nieskoficzonoscia
aktualna, cho¢by wtedy, gdy méwimy o nieskoficzonej mocy zbioru liczb rzeczywis-
tych. Eliminacja odniesienia do nieskoficzonosci nie jest wéwczas mozliwa. Wracajac
do pierwszego argumentu Weyla, bylby on poprawny, je§li udaloby si¢ wykazaé, ze
tylko pojecie nieskoriczonosci potencjalnej jest poprawne. Sugestia ta idzie jednak w
przeciwnym kierunku niz obecne teorie matematyczne i praktyka matematyczna. Co
wigcej, zwolennicy nieskoficzonosci aktualnej mogliby w argumencie Weyla znalezé
— paradoksalnie — obrong¢ wlasnego stanowiska. Zgodnie ze stawnym dictum Bertran-
da Russella, niemozliwo$¢ przeliczenia zbioru wszystkich liczb naturalnych jest jedynie
niemozliwoScig medyczng. Zwolennik aktualnej nieskoficzono$ci moze wigc odpowie-
dzie€, ze — owszem — z jakich§ wzgledow nie mozemy przegladnaé zbioru liczb
naturalnych; nieskoficzonos¢ wystgpuje jednak prawie wszedzie, na przyklad w kaz-
dym naszym ruchu.

Pozostaje wigc drugi argument, z ktérym zreszta wiaze si¢ catkiem dluga historia
badafi. Przez bowiem blisko pigédziesiat lat poszukiwano maszyn nieskoficzonoscio-
wych — lub raczej badano mozliwo$¢ ich istnienia — ktére dziatalyby na innej zasa-
dzie niz biegacz. Wymyslono wigc: dzwonek brzeczacy nieskoficzenie wiele razy w
ciggu minuty, migotajaca w podobny sposéb zaréwke, maszyne, ktéra wydrukuje w
skoficzonym czasie cale rozwinigcie dziesigtne liczby T, i wiele innych.’ Zadnej jednak
z takich struktur nie da si¢ zrealizowaé. Wymagalyby one innych praw fizycznych lub
(aktualnie) nieskoficzonych wielkosci fizycznych. Sa za to mozliwe logicznie, tzn. ich
funkcjonowanie mozna pogodzi¢ z prawami logiki i matematyki klasycznej. Tak wiec
jedynymi procesami podejrzanymi o to, ze s3 maszynami nieskoficzono$ciowymi, sa
zjawiska ruchu. W tej sytuacji mozliwe sg dwa stanowiska. Pierwsze zgadza sig, ze
ruch jest maszyna nieskoficzono$ciowa. Drugie stanowisko powiada natomiast, ze je§li
nasza fizyka jest poprawna, to nie moze by¢é w przyrodzie maszyn nieskoficzonoscio-
wych. Je§li zastosowanie matematyki klasycznej do opisu czasu i przestrzeni rzeczy-
wiscie prowadzi do uznania ruchu za maszyn¢ nieskoficzono$ciowa, to albo nalezy
zrewidowaé matematyke, albo jej stosowanie w fizyce. 8 W niniejszej pracy przyjmuje-
my to wlasnie stanowisko.

6 Por. rozwazania M. Dummetta o nieskoficzono$ci w jego Elements of Intuitionism, Clarendon Press, Oxford
1977, 5. 55-65. !

7 Przeglad tych pomystéw podaje A. Griinbaum w ksiazce Modern Science and Zeno's Paradoxes, Allen
and Unwin, London 1967, s. 78 nn.

8 Jesli rozumiem, Weyl opowiada si¢ za pierwszym czlonem tej alternatywy. Filozofowie badajacy, czy
mozna zrekonstruowaé fizyke zastgpuigc w jej teoriach matematyke klasyczng — matematyka intuicjoni-
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Trzeba si¢ wiec zajaé pytaniem, czy natozenie na przestrzen struktury klasycznego
kontinuum prowadzi do uznania ruchu za proces nieskoficzonosciowy. Podstawowym
pojeciem w argumencie Weyla jest ,,oddzielna cato$¢” (chopped off whole), ktérego
tre$ci matematycznej nie wyjasnia. Musimy wigc poprzesta¢ na intuicjach. Co wigcej,
powinni$my wyraZnie rozgraniczy¢é dwa zagadnienia: odcinek kontinuum a jego «pod-
odcinki» — i kontinuum a jego elementy. Zacznijmy od pierwszego i zastandbwmy si¢
nad pojeciem oddzielnych catosci.

W jakim sensie méwimy, ze przedmiot materialny sklada si¢ z oddzielnych calosci?
Przypu$émy, ze mamy pret zelazny, ktéry rozdzielamy (przecinamy) na dwa mniejsze
prety. Te mniejsze prety sa teraz zapewne oddzielnymi caloSciami. Mozna je odsunaé,
miedzy nimi znajduje sig teraz co$ innego. Kazdy z mniejszych pretow jest ograniczony
w miejscu przecigcia, «lewy» pret ma prawa Scianke powstata w miejscu przecigcia, a
«prawy» — lewa. Reasumujac: (1) migdzy oddzielnymi catoSciami moze si¢ co$
znajdowaé i (2) obie calosci maja ostatniq warstwe (Sciankg) w miejscu ciecia.
Wiasnosci tych nie maja jednak odcinki otrzymane w wyniku przecig¢cia kontinuum
liczb rzeczywistych, o ile potoczne pojecie ostatniej warstwy przettumaczymy na jezyk
matematyczny. Takie cigcie spelnia bowiem aksjomat Dedekinda (zwany zasada
ciagtosci). Jesli podzielimy og6t liczb rzeczywistych na dwie niepuste klasy P i Q, tak
aby kazda liczba nalezata do dokladnie jednej klasy i kazda liczba z klasy P byla
mniejsza od kazdej liczby z klasy Q, to zachodzi jedno z dwéch: albo istnieje
najwigksza liczba klasy P i nie ma najmniejszej liczby klasy Q, albo istnieje najmniej-
sza liczba klasy Q i nie ma najwigkszej liczby klasy P’ Zasada ciagtosci wyklucza wigc
to, ze migdzy dwoma otrzymanymi w wyniku cigcia klasami znajduje si¢ jaka$ «luka»,
oraz ze obie klasy sa domknigte (ten drugi warunek wyraza si¢ czasem méwigc, ze nie
ma «skoku»). Jesli wiec pojecie ,,oddzielnej calo$ci” sprecyzujemy w wyzej opisany
sposéb, to nie ma powodu aby sadzié, ze odcinki, ktére po kolei pokonuje Achilles, sa
oddzielnymi catosciami.'®

Inaczej przedstawia si¢ sprawa, gdy rozwazymy relacje kontinuum - jego ewentual-
ne elementy. Obie klasyczne konstrukcje kontinuum liczb rzeczywistych, przez prze-
kroje Dedekinda i przez ciagi Cauchy’ego", zakladaja, ze takie kontinuum jest zbhiorem
liczb rzeczywistych. Czy poszczeg6lne liczby rzeczywiste sa oddzielnymi catosciami?
Pytania tego nie da si¢ teraz zrozumieé jako pytania o spelnianie zasadg ciagtosci,
poniewaz mowi ona o odpowiednio skonstruowanych podzbiorach kontinuum, a nie o

styczng, szli drugim tropem.

° Por. F. Leja, Rachunek réiniczkowy i catkowy, PWN, Warszawa 1978, s. 23.

Wpor. dyskusj¢ w ksigzce H. Rasiowej Wstep do matematyki wspétczesnej, PWN, Warszawa 1968, s.
135-136.

H Klasycznie dowodzi sig, ze konstrukcje te sq rbwnowazne, por. K. Kuratowski, Rachunek réiniczkowy i
catkowy, PWN, Warszawa 1979, s. 12 - 17. Szkic konstrukcji Dedekinda mozna znalez¢ w: G.M. Fichtenholz,

Rachunek rézniczkowy i catkowy, t.1, PWN, Warszawa 1994, s. 5-19. Konstrukcj¢ Cantora przedstawia K.
Maurin w Analizie, cz. 1, PWN, Warszawa 1973, s. 25-27.
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jego elementach. Gdy méwimy jednak o zbiorze i jego elementach, to intuicyjnie
rozumiemy, ze obiekty, ktére traktujemy jako elementy, sa pierwotne wobec zbioru.
Matematyk o inklinacjach konstruktywistycznych powiedzialby, ze jest to kwestia na-
szej decyzji, czy ujmiemy takie obiekty w zbidr, czy nie. Mozemy wigc zrozumieé, ze
na gruncie klasycznej teorii poszczeg6lne liczby rzeczywiste sa oddzielnymi caloscia-
mi, poniewaZ s elementami zbioru kontinuum. Paradoks Zenona znowu okazuje si¢
powazng trudno$cia. Jesli opis prostej w przestrzeni fizycznej przy pomocy liczb rze-
czywistych sprowadza si¢ do tego, ze (dostownie) kazdemu fizycznemu punktowi
przestrzeni odpowiada jedna liczba rzeczywista i vice versa, to ruch polega na przejéciu
przez nieprzeliczalnie wiele fizycznych punktéw. Co wigcej, poniewaz punkty te sa
oddzielnymi cato§ciami, zjawisko ruchu polega na wykonaniu nieprzeliczalnej liczby
operacji (znalezienia si¢ w danym punkcie fizycznym) w skoficzonym czasie. Ruch nie
bylby wigc tylko procesem nieskoficzonoéciowym, takim jak opisane wyzej maszyny
nieskoficzonoSciowe, ale procesem nieprzeliczalnym.

Jakie jest wyjscie z trudnosci sygnalizowanej przez tak zinterpretowany paradoks o
Achillesie i z6twiu? Jedno podejscie polega na rewizji klasycznych konstrukcji konti-
nuum, zmierzajacej do pokazania, ze kontinuum nie jest zbiorem. Za takim rozwigza-
niem opowiadali si¢ migdzy innymi Weyl, L. E.J. Brouwer i A. Heyting.‘2 Mozna
jednak argumentowad, ze tak radykalna reakcja jest zbyteczna i twierdzié, ze pomytka
lezy w zastosowaniu matematyki do opisu ruchu, a nie w matematyce. Zaktadali§my
bowiem powyzej, ze w takim opisie istnieje wzajemna jednoznaczno$é mi¢dzy termina-
mi matematycznymi (liczba rzeczywista) a terminami fizycznymi (punkt przestrzeni
fizycznej) desygnujacymi przedmioty fizyczne. Taka jednoznaczno$¢ nie ma miejsca, a
przynajmniej jest watpliwa, na gruncie bardziej zaawansowanych teorii. Na przykiad, w
matematycznym aparacie mechaniki kwantowej odwolujemy si¢ do wektoréw w prze-
strzeni Hilberta, acz watpliwe jest, aby kazdy taki wektor mégt reprezentowaé stan
fizyczny uktadu. Sprzeciwiaja sie temu tzw. zasady superselekeji. Idac wiec tym tro-
pem, mozna by argumentowaé, ze adekwatny opis nie zaktada wzajemnej jednoznacz-
no$ci termindw matematycznych i terminéw denotujacych obiekty czy stany fizyczne.
Zwolennik takiego podejscia odpowiedzialby, ze ruch odbywa si¢ po prostej, ktora
parametryzujemy jako kontinuum liczbowe, nie pytaj jednak, co w przestrzeni fizycz-
nej odpowiada danej liczbie rzeczywistej. To, czy taka odpowiedZ rozwiazuje paradoks,
czy tylko go omija, zostawiam do namystu Czytelnika.

120 intuicjonistycznej teorii kontinuum pisalem we wspomnianej pierwszej czgéci tej pracy.
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III. STRZALA

Trzeci argument byt juz wyzej wspomniany, ze mianowicie wypuszczona strzata stoi
w miejscu. Wynika to z supozycji, Ze czas sklad sie z szeregu ,teraz”. JeSli sig tego nie
zatozy, wniosek nie wyniknie.l

Rozumowanie Zenona jest biedne; twierdzi on mianowicie, ze skoro wszystko znaj-
duje sig w stanie spoczynku, albo w ruchu, i e jest w spoczynku, gdy zajmuje réwnaq
sobie przestrzen, a to, co jest w ruchu, znajduje si¢ zawsze w jakims§ ,teraz”, wobec
tego strzata wypuszczona z tuku stoi w miejscu. To nieprawda, bo czas bynajmniej nie
sktada sie z niepodzielnych ,teraz”, tak jak i zadna inna wielko$¢. 14

To, co sie porusza, nie porusza sie ani w tym miejscu, w ktérym sie znajduje, ani w
tym, w ktorym sig nie znajduje. 15

Powyzszy paradoks doczekat si¢ wielu interpretacji. Jedna z przyczyn tego stanu
rzeczy sa greckie sformulowania, ktére ttumaczone na wspblczesny jezyk ujawniaja
swoja wieloznaczno§é. Podstawowym zwrotem, na ktérym spoczywa ci¢zar argumen-
tacji jest greckie Kot TO 100V, wystepujace w warunku na spoczynek ciata. Doktadnie
nalezaloby je thumaczy¢ nastg¢pujaco:

»L.-.] wszystko [...] jest w spoczynku ilekro¢ tkwi wedle réwnoSci”. 16
Angielscy badacze oddaja powyzsze sformulowanie piszac:

.»L...] everything always rests when it is against what is equa]”.17

Sformutowania takie u§wiadamiaja nam, jak daleka droge przebyly nauki przyrod-
nicze od czasu Arystotelesa. Jak wigc oddaé dawne pojecia we wspélczesnym jezyku,
tak aby definicja spoczynku byla poprawna, albo przynajmniej «zdroworozsadkowa
poprawna»? Nasuwaja si¢ dwie mozliwe interpretacje:

1. Wedtug pierwszej, warunek spoczynku nalezaloby sformutowaé nastgpujaco:

Ciato materialne pozostaje w spoczynku tylko wtedy, gdy «przystaje» do zajmowane-

20 przez siebie miejsca w przestrzeni.
Przyjmujemy tutaj, ze dwa obiekty przystaja do siebie, je§li maja ten sam ksztalt i te
same rozmiary. Podobnie interpretuja paradoks G.S. Kirk, J.E. Raven i M. Schofield.
Niestety, proponowana definicja spoczynku nie jest poprawna. Nie ma powodu, aby
sadzié, ze poruszajace si¢ ciato zmienia ksztalt lub rozmiary. Uznajemy wrecz obecnie,
ze ksztalt i rozmiary s3 malo istotne i mozna od nich abstrahowac, zajmujac si¢ ruchem
punktu materialnego.

13 Arystoteles, Fizyka, 239 b 30-3, tl. K. Lesniak.

4 Arystoteles, Fizyka, 239 b 3-9, th. K. Le$niak.

15 Diogenes Laertios, Zywoty i poglady stynnych filozofow, PWN, Warszawa 1968, IX 12, . 1. Krofiska.

1674 analize filologiczna jestem wdzigczny profesor Marii Dzielskiej.

17 G S Kirk, J. E. Raven, M. Schofield, The Presocratic Philosophers, Cambridge University Press, Cam-
bridge 1984, 5. 273.
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2. Druga interpretacja (podobna do rozumowania G. Vlastosa)'® przyjmuje takie oto
okre§lenie spoczynku:

Ciato materialne spoczywa tylko wtedy, gdy pozostaje w tym samym miejscu.
Abstrahujac od rozciaglosci ciata mozemy teraz przyjaé nastgpujaca definicje:

W przedziale czasowym [To, Ti1] punkt materialny spoczywa tylko wtedy, gdy pozo-

staje w tym samym punkcie przestrzeni.
Rozumowanie Zenona przedstawia si¢ wigc nast¢pujaco:

1) Punkt materialny znajduje si¢ albo w ruchu, albo w spoczynku.

2) W okresie [Ty, T1] punkt materialny spoczywa tylko wtedy, gdy pozostaje w tym
samym punkcie przestrzeni.

3) Jesli punkt materialny jest w ruchu, to zawsze znajduje si¢ w jakim$ «teraz».

4) Ilekro¢ punkt materialny znajduje si¢ w jakim§ «teraz», tylekro¢ pozostaje wtedy
w tym samym punkcie przestrzeni. :

5) Punkt materialny spoczywa w kazdym «teraz».

6) Poruszajacy si¢ punkt materialny spoczywa.

Przez ,teraz” trzeba rozumie¢ nierozciagla chwile, zwana dalej ,,momentem”. W
powyzszym rozumowaniu nie zaktada si¢ jakiej§ szczegdlnej teorii czasu — Zenon nie
wypowiada sig, czy czas sklada si¢ z momentow, czy tez tylko daja si¢ one w nim
wyodrebnié. Dlatego dictum Arystotelesa: ,,czas bynajmniej nie sklada si¢ z niepodziel-
nych teraz”, czy stwierdzenie Bergsona: ,,nigdy z [...] momentéw czasu nie stworzy si¢
czasu, tak jak z punktéw matematycznych nie ulozy sie linii”"? nie pomagaja w rozwia-
zaniu problemu.

Szukajac bigdu w rozumowaniu Zenona (tak jak je zinterpretowaliSmy powyzej)
mozna péjsé trzema drogami. Pierwsza to zmiana definicji spoczynku. Tak prébowat
usunaé trudno$é Arystoteles. Z drugiej strony, nie jest oczywiste, ze z tego, iz w kazdym
momencie jakiego§ okresu strzala jest w spoczynku, wynika, Ze strzata spoczywa w
ciagu tego okresu (B. Russell, K. Ajdukiewicz). Wreszcie trzecie rozwiazanie
polegatoby na wykazaniu, ze przy definicjach ruchu i spoczynku, ktére przypisujemy
Zenonowi, oba te stany nie wykluczaja sig, nie sa stanami «sprzecznymi». Najbardziej
obiecujace wydaje si¢ podejécie pierwsze, dlatego nim si¢ zajmiemy. Przestanka (3) w
powyzszym rozumowaniu zaklada, ze w kazdej fazie ruchu strzata jest w jakim§ mo-
mencie. Mozemy to potraktowaé jako przyznanie, Ze struktura czasu (przestrzeni jed-
nowymiarowej) jest opisana przez kontinuum liczb rzeczywistych R'. Z kolei
przestanke (4) mozna sformulowaé jako postulat istnienia funkcji x(#) odwzorowujacej
przedzial czasu na odcinek przestrzenny.20 Powyisze zalozenia tak pozwalaja
sformutowaé Zenonowe definicje ruchu i spoczynku:

8G. Vlastos, ,.Zeno”, w: The Encyclopedia of Philosophy, The Macmillan Co. and the Free Press, New York
1967, vol. 8.

9H. Bergson, Mysl i ruch. Dusza i ciato, PWN, Warszawa 1963, s. 124, tt. P. Beylin, K. Bleszyski.
X Taka funkcja umozliwia ogdlne ujgcie ruchu wyrazone przez zdanie ,,W chwili ¢ cialo znajduje sig w
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Def.l1 = Punkt materialny spoczywa w okresie [Tp, T1] zawsze i tylko wtedy, gdy w
kazdym momencie ¢ z przedziatu [Ty, T1] x(t) = x(To)

Def.2  Punkt materialny porusza si¢ w okresie [Ty, T1] zawsze i tylko wtedy, gdy dla
kazdego momentu #; z przedzialu [Ty, T)] istnieje moment f, z tegoz
przedziatu, taki ze x(t) # x(t).

Definicje te prowadza do wniosku, ze jesli jaki§ przedzial sktada si¢ z jednego
momentu, czyli ma postaé [Ty, T}, to punkt materialny spoczywa w tym przedziale.
Wydaje sie wigc, ze spoczywa tez w kazdym rozciagltym przedziale sktadajacym sig z
przedzialéw punktowych, cho¢ z drugiej strony przeczy temu definicja 1. Arystoteles
usuwat powyzsza trudno$é przyjmujac, ze w nierozciaglej chwili «teraz» nie ma ani
ruchu, ani spoczynku.®' Mozna wigc przyjaé, ze poprawial powyzsze definicje w
nastgpujacy sposéb:

Def.1” Punkt materialny spoczywa w okresie [Ty, T1], gdzie Tp < T, zawsze i tylko
wtedy, gdy w kazdego momentu ¢ z przedziatu [7y, 71] x(¢) = x(Tp)

Def.2’ Punkt materialny porusza si¢ w okresie [Ty, T1], gdzie Ty < Ty, zawsze i tylko
wtedy, gdy dla kazdego momentu ¢, z przedziatu [Ty, T;] istnieje moment £, z
tegoz przedziatu, taki ze x(t;) # x(t2).

Powyzsze definicje nie pozwalaja zdefiniowaé ani ruchu, ani spoczynku w
nierozciaglej chwili czasu, co zgadza si¢ ze stanowiskiem Arystotelesa, ze w
nierozciaglym momencie czasu nie ma ani ruchu, ani spoczynku. Te mozna analizowad
jedynie w rozciagtych przedziatach czasu.

Miara ruchu jest predko$é. Na podstawie przyjetych definicji tatwo wprowadzié
predko$¢ Sredniq w niezerowym okresie. Nie da si¢ jednak wprowadzi¢ predkosci
chwilowej — ta mogta byé wprowadzona dopiero po odkryciu matematycznych pojeé
granicy i pochodnej funkcji. Korzystajac z tych poje¢ mozna poprawi¢ definicje spo-
czynku i ruchu w nastgpujacy sposdb:

Def.1” Punkt materialny spoczywa w chwili 7 w miejscu xp = x(7) tylko wtedy, gdy

dx
a D=9

Def.2” Punkt materialny znajduje si¢ w ruchu w chwili T w miejscu xp = x(T) tylko
wtedy, gdy % M=+#0

Powyisze definicje (dotyczace wielko$ci chwilowych) wraz z definicjami «arys-
totelesowskimi» (dotyczacymi wielkosci §rednich) zgodne sa z nastgpujacymi intuicja-
mi: Jesli w kazdym momencie jakiego§ okresu obiekt znajduje si¢ w spoczynku, to
znajduje si¢ w spoczynku w tym czasu. Je§li przedmiot w jakim§ okresie si¢ poruszyt,

miejscu x(f)”. Abstrahujemy wiec od tego, czy cialo mija miejsce, osiaga go, przebywa w nim, czy tez je
opuszcza w danej chwili. Tym samym taka koncepcja kieruje si¢ przeciw rozwiazaniom fenomenologéw, ktére
(jak rozumiem) opieraja si¢ na powyzszych rozr6znieniach.

2 Arystoteles, Fizyka 239 223 -239b 4.
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to w jakich§ momentach czasu z tego okresu byt w ruchu. Paradoks Zenona jest wige
rozwigzany — w zaden spos6b nie umniejsza to jednak wielkosci jego autora. Starat si¢
on pokazaé starozytnym i p6Zniejszym uczonym, ze nie majg dobrej koncepcji ruchu,
ktdra obejmowataby zaré6wno ruch chwilowy jak i ruch w rozciagtym okresie.

IV. STADION (RUCHOME SZEREGI)

Czwarty argument odnosi sig do ciat poruszajqcych sig na stadionie z jednakowq
szybkosciq w przeciwnych kierunkach, w szeregach utworzonych z réwnej ilosci tych
ciat o jednakowych rozmiarach; jeden z tych szeregéw zajmuje przestrzen od korica
stadionu do punktu srodkowego, a drugi od punktu Srodkowego do poczqtku stadionu.
Saqdzi, iz z tego wynika wniosek, ze potowa danego czasu jest réwna jego podwojonemu
okresowi. Paralogizm ten opiera sig na zafoZeniu, ze cialo w tym samym czasie i 7 tg
samgq szybkosciq mija zaréwno ciato bedgce w ruchu, jak i o takich samych rozmiarach
cialo spoczywajqce. To jednak jest falsz. Niech np. AA... bedg ciatami nieruchomymi o
réwnych masach, BB... ciatami odpowiadajacymi iloSciowo i rozmiarami AA... a zaj-
mujgcymi najpierw pozycje od poczqtku stadionu do Srodka AA..., TT... za$ ciatami,
zajmujqcymi najdalsze miejsce, réwnymi, co do iloSci, wielkosci i szybkoSci BB. Z tego
wynika, e, po pierwsze, skoro BB... i IT... mijajq si¢ nawzajem, pierwsze B osiqgnie
ostatnie I w tym samym momencie, gdy pierwsze I osiagnie ostatnie B. Po drugie, w
tym samym momencie pierwsze I" minglo wszystkie AA..., podczas gdy pierwsze B
przebylo tylko polowe AA... [ wskutek tego zajelo tylko polowe czasu zajmowanego
przez pierwsze T, gdy? kazide z nich zajmuje réwny czas przy mijaniu kaidego A. Po
trzecie: w tym samym czasie wszystkie B mingly wszystkie I, bo pierwsze T i pierwsze B
osiggng réwnoczesnie przeciwne krarice stadionu, gdyz [jak twierdzi Zenon] czas zuzyty
przez pierwsze I do przej$cia wszystkich BB... jest rowny czasowi przejs$cia wszystkich
AA..., gdy: zuiyty zostat réwny czas przez pierwsze B i pierwsze T dla przejscia
wszystkich AA... Takie jest rozumowanie, ale opiera si¢ na wspomnianym blednym
zatozeniu.

2 Arystoteles, Fizyka239b33-17, t}. K. Les$niak, w: Arystoteles, Dzieta zebrane, t. 2, PWN, Warszawa 1990.
Thlumaczenie tego fragmentu (choé¢ tego samego autora) rézni si¢ istotnie od zamieszczonego w polskim
wydaniu Fizyki z 1968 1., kt6re jest po prostu niezrozumiate. Nadal jednak niezrozumiate (lub bezsensowne)
jest zdanie zaczynajace si¢ od stéw ,,Po drugie”, i co wigcej, rézni si¢ co do tresci od ttumaczefi anglosaskich
(np. Owena albo Kirka, Ravena, Schofielda), w ktérych akapit ten jest sensowny i intuicyjnie prawdziwy. Po
prostu, w polskim i angielskich ttumaczeniach mowa jest o INNYCH szeregach w tym fragmencie. Co wiece;j,
filolodzy klasyczni, zktérymi rozmawialem, twierdza, Ze poprawne sa w tym punkcie thumaczenia Anglosaséw.
Dlatego zamieszczam ponizej ttumaczenie Kirka, Ravena, Schofielda:

. The fourth is the one about equal bodies which move in opposite directions past equal bodies in a stadium
at equal speed, the one row from the end of the stadium (towards us) and the other from the middle (away from
us) — in which he thinks it follows that half of the time is equal to (its) double. The fallacy consists in requiring
that things move at equal speed past a moving body and past a body at rest of equal magnitude take an equal
time. But this is false. For example, let the stationary bodies be A, A...; let B, B... be those starting from the
middle, equal in number and magnitude to them; let T, T... be those starting from the end, equal in number and
magnitude to them (sc. the As), and equal in speed to the Bs. Now it follows that the first B and the first I are



Paradoksy ruchu Zenona z Elei 75

AAAA

BBBB
—— I'TrTrr

A = ciata spoczywajqce, B = ciala poruszajqce sig od A do E, T = ciata poruszajgce
sie od Edo A, A = poczgtek stadionu, E = koniec stadionu.>

Podobnie jak i w wypadku poprzednich paradokséw, Arystoteles podaje do$¢ ob-
szerna propozycja rozwiazania paradoksu, natomiast streszcza go niezwykle krétko.
Musimy wiec odtwarzaé paradoks, analizujac proponowane rozwigzanie, zakladajac
przy tym, ze Arystoteles rozumial go poprawnie. Tak wigc, jeSli wierzy¢ Stagirycie,
Zenon udowadniat paradoksalne twierdzenie, ze polowa czasu rdwna jest jego dwukrot-
nosci, przy czym mialo ono wynikaé z zaloZenia, Ze poruszajace si¢ cialo w takim
samym czasie mija rowne co do wielkosci ciala, z ktérych jedno si¢ porusza, a drugie
jest w spoczynku. Bedac zyczliwym wobec Zenona, trudno uwierzy€, ze uznawat takie
twierdzenie. Obserwacja gonitwy rydwanéw albo wyscigu biegaczy musiala przeciez
sktaniaé do przeciwnego wniosku. Co mogto wigc sktoni¢ Zenona do przyjecia kontro-
wersyjnej tezy? Byé moze (méwiac jezykiem wspélczesnym) Zenon testowat jaka$
koncepcje, ktéra wlasnie do takiego wniosku prowadzita. Je§li dobrze rozumiem, kon-
cepcja taka musi wyrézniaé pewne predkoéci. Wydaje sie, ze idea wyrdznionych
predkosci narzuca sig, jeSli przyjac, ze ruch ma charakter dyskretny, tzn. odbywa si¢ w
przestrzeni i w czasie sktadajacych si¢ z niepodzielnych, lecz rozciaglych elementow -
«atoméw».2* Ruch odbywa sig wiedy w ten sposob, ze w kolejnych «atomach» czasu
ciato zajmuje kolejne «atomy» przestrzeni. Aby uprosci¢ rozumowanie zalézmy, ze
cialo jest minimalnie male, tzn. zajmuje dokladnie jeden «atom» przestrzenny. Przy-
pusémy teraz, ze jakie§ ciato porusza si¢ z predkoScia rowna jakiej$ liczbie naturalnej

at the end at the same time, as they (sc. the Bs and I') move past each other. And it follows that the I" (sc. the
first ) has gone right past all of them (sc. the Bs), but the B (sc. the first B) past only half (what it passes, sc.
the As): so the time is half, for each is alongside each for an equal time. And at the same time it follows that
the first B has gone past all the T's; for the first I" and the first B will be at opposite ends at the same time, because
both are an equal time alongside the As. This then is his argument, and it depends on the falsehood we have
mentioned.”

2 Diagram Aleksandra zw. Symplicjuszem z jego Fizyki, 1016, 11. Za: G.S. Kitk, J.E. Raven, M. Schofield,
op. cit., s. 274-75.

2 Niektérzy sadza, e paradoks wymierzony byt w geometri¢ Ksenokratesa, na gruncie ktérej podobno
kontinuum geometryczne skladalo sig z rozciaglych, ale niepodzielnych elementéw — patrznp. G.S.L. Owen,
..~Zeno and the Mathematicians”, [w:] R.E. Furley, D.J. Allen, Studies in Presocratic Philosophy, vol. 11, Allen
and Unwin, London, s. 143-162.
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réznej od 1. Znaczy to, ze jeSli w danym momencie-atomie bylo ono, powiedzmy, w
pierwszym miejscu (atomie) przestrzeni, to w nastgpnym momencie jest w miejscu
m + 1. Kiedy jednak byto w miejscu drugim, trzecim, ..., m-tym? Na to pytanie nie ma
odpowiedzi. Podobnie mozemy rozwazyé predko$¢ réowna jakiemu§ utamkowi wiasci-
wemu o postaci 1/k. Jesli w momencie pierwszym cialo zajmuje miejsce pierwsze, to w
momencie m + 1 jest w miejscu nastgpnym. Gdzie jednak bylo w momencie drugim,
trzecim, .., m-tym? Na to pytanie tez nie ma odpowiedzi. Wobec tego sa pewne
wyréznione predkosci, mianowicie 1 albo —1, gdyz zadne inne predkosci nie pozwalaja
na sensowng odpowiedz na pytanie o czas i miejsce zdarzenia czy procesu. Nazwijmy
tacznie oba te pytania ,,pytaniami o lokalizacj¢”. Oczywiscie jest tez i druga wyr6znio-
na predkos$¢ — 0, czyli spoczynek. Whniosek jest wigc nastgpujacy: na gruncie «dyskret-
nej» koncepcji ruchu, jesti chcemy zachowaé lokalizacje zdarzen i proces6w, mozemy
dopuscié tylko trzy predkosci: 0, +1 i -1. '

Powr6émy do trzech réwnoleglych szeregow niepodzielnych ciat o wielkosciach
rownych «atomom» przestrzeni. Niech drugi rzad (ciat B na rysunku) porusza sig
wzgledem pierwszego i rownolegle dofi z predkoscia +1, zas trzeci rzad (ciat T') porusza
si¢ wzgledem pierwszego z szybkoscia ~1. Z jaka predkoscia porusza sie drugi wobec
trzeciego? To znaczy, jak wiele cial I' pokonuje rzad B w tym samym czasie, tzn. w
atomie czasu? Oczywiscie, odpowiedZ brzmi: 2. Jesli teraz zapytamy, po jakim czasie
cialo B minie dokiadnie jedno ciato T, to nalezaloby odpowiedzieé, ze po 1/2. Czyli
nasze atomy czasu nie byly wlaSciwie wybrane. Naprawd¢ bowiem atom czasu ma
rozciagto$¢ 1/2, a nie 1. Popatrzmy teraz na rysunek z innej strony. Zalé6zmy bowiem,
ze wzgledna predkos¢ poruszajacych si¢ w przeciwne strony rzedéw B i T wynosi 1, i
co wigcej, obydwa one poruszaja si¢ z ta sama, cho€ przeciwnie skierowana predkoscia
wobec znajdujacego si¢ w spoczynku rz¢du A. Na pytanie, z jaka predkoScia poruszaja-
cy si¢ rzad, powiedzmy rzad B, porusza si¢ wzgledem rzgdu w spoczynku (A),
wypadatoby odpowiedzie¢: 1/2. Ale to znaczy, ze po uplywie dwéch atoméw czasu B
pokonalo dopiero jeden atom przestrzenny. Biedzac si¢ nad naszym ulubionym pyta-
niem — tj. pytaniem, ile atoméw przestrzennych cialo B pokonalo w czasie jednego
atomu czasu — mozemy udzielié nastgpujacej odpowiedzi: nie pytaj o to, bo Zle
wybrales rozmiary atomu czasu. Musi on by¢ réwny 2, a wtedy nie ma sensu pytaé, co
si¢ stalo w jego polowie. Raz wigc atom czasu jest rdwny 2, innym razem 1/2. Jesli si¢
nie mylg, tego wlasnie starat si¢ dowie$¢ Zenon.

Koficzac rozwazania o ,Poruszajacych si¢ szeregach”, przypatrzmy si¢ jeszcze
zalozeniom rozumowania Zenona, tak jak je zrekonstruowaliSmy. Oto one:

1) Czas i przestrzen maja strukture dyskretna: skladaja si¢ z niepodzielnych cho¢
rozciaglych elementéw — atoméw. '

2) Cialo jest zlokalizowane przestrzene i czasowo.

3) Kazdy zrzgdéw A, A..., B, B..., T, ... wyznacza réwnorzedny uklad odniesienia.

4) Predkosci si¢ dodaja.
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Argumentacja Zenona pokazuje, ze wszystkich tych zatozen nie da si¢ pogodzié. W
dyskretnej przestrzeni zachodza rézne zaskakujace rzeczy. Jesli na przyktad kwadrat
zbudowany jest z miniaturowych ptytek-atoméw, wdwczas tyle samo ptytek znajduje
si¢ wzdtuz jego boku i wzdluz jego przekatnej.zs Cho¢ dla wielu pomyst z dyskretna
przestrzenia wydawal si¢ kuszacy, to jednak z powodu trudnoSci z wprowadzeniem
intuicyjnie poprawnych relacji metrycznych w takiej przestrzeni, nadal pozostaje tylko
kuszacym pomystem.

V. PODSUMOWANIE

Zamiast podania wnioskéw, podsumuj¢ krotko, jakie interpretacje paradokséw
zaproponowatem i czy przy tych interpretacjach nadal sa one antynomiczne. Sadze
wigc, ze ,,Achilles i z6tw” dotyczy zastosowania koncepcji kontinuum liczbowego do
opisu przestrzeni i czasu. Je§li kontinuum liczbowe jest zbiorem, to ruch polega na
wykonaniu nieprzeliczalnie wielu oddzielnych operacji, chyba ze daloby si¢ jako§
pokazaé, ze opis fizycznej przestrzeni i czasu fizycznego przez kontinuum liczbowe nie
jest «dostowny». Twierdzg wigc, ze paradoks ten jest do dzi§ nierozwigzany. Paradoks
wStrzata”, tak jak go interpretuje, nie sprawia takiego klopotu. Pokazywat dawniejszym
badaczom, Ze nie majg koncepcji ruchu, ktéra pozwalataby méwi¢ i o ruchu w danej
chwili, i o ruchu w jakim$ okresie. Dzi§, majac pojecie pochodnej i granicy funkcji,
dajemy sobie z tym radg¢. Natomiast co do ,,Poruszajacych si¢ szeregébw”, to sa one
nadal wyzwaniem dla tych, ktorzy uwazaja, ze ruch odbywa si¢ w sposdb dyskretny.

Wielki byt Zenon: bo wymys$lit zagadki, nad ktérymi nadal, po dwu i pét tysiacu lat,
mozemy si¢ glowié.

H. Weyl, op. cit, s. 42.
% Ibid.



