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1. WPROWADZENIE

Zagadnienie kryteriow identycznosci oraz nieodrdéznialno$ci nalezy do jednych
z najszerzej omawianych i badanych zagadnien we wspolczesnej filozofii analitycz-
nej oraz filozofii logiki.' Jest tak zapewne nie tylko ze wzgledu na czysto poznawczy
status tego zagadnienia, ale takze ze wzgledu na to, ze rozstrzygnigcia kwestii doty-
czacych identycznoscei oraz nieodroznialno$ci maja zastosowanie w obrebie wszyst-
kich szeroko rozumianych dyscyplin humanistycznych, a nawet w naukach empi-
rycznych i spotecznych. Dla przyktadu wymienmy chocby takie grupy zagadnien jak

! Przywolajmy tutaj tylko wazniejsze opracowania ksiazkowe poswigcone temu zagadnieniu,
gdyz wyczerpujaca bibliografia wszystkich pozycji, w tym réowniez artykuldw, sama mogtaby sta-
nowi¢ temat odrgbnego artykutu bedacego przegladem literatury na temat identycznosci oraz nie-
odréznialnosci. Por. B. B. Brody, Identity and essence, Princeton 1980, Princeton University Press;
S. French oraz D. Krause, Identity in physics: historical, philosophical and formal analysis, Oxford
2006, Clarendon Press; A. Gallois, Occasions of identity. The metaphysics of persistence, change
and sameness, Oxford 1998, Clarendon Press; N. Griffin, Relative identity, Oxford 1997, Clarendon
Press; M. Grygianiec, Identycznos¢ i trwanie. Studium ontologiczne, Warszawa 2007, Wydawnictwo
Naukowe Semper; C. O. Hill, Rethinking identity and metaphysics. On the new foundations of ana-
Iytic philosophy, New Haven 1997, Yale University Press; E. Hirsch, The concept of identity,
Oxford 1982, Clarendon Press; M. K. Munitz (red.), Identity and individuation, New York 1971,
New York University Press; H. Noonan, Objects and identity, Den Haag 1980, Martinus Nijhoof;
H. Noonan (red.), Personal identity, Aldershot 1993, Dartmouth; D. Wiggins, Sameness and sub-
stance, Oxford 1980, Blackwell; C. J. F. Williams, What is identity, Oxford 1989, Clarendon Press;
T. Williamson, Identity and discrimination, Oxford 1990, Blackwell oraz literatura tam cytowana.
W dalszym ciagu bedziemy si¢ odwotywali tylko do konkretnych artykutéw oraz opracowan.
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tozsamo$¢ osoby ludzkiej i zwiazane z tym zagadnienia natury spoleczno-prawno-
etycznej,” nieodrdznialno$é czastek elementarnych we wspolczesnej fizyce kwanto-
wej,” konstytucja przedmiotow materialnych, ontologia czasu realnego oraz wiele
innych. Jak sugeruje tytul niniejszego artykutu, bedzie on dotyczyl pewnej aksjo-
matycznej wersji prawa Leibniza (LL), sformulowanej przez Jana Mycielskiego,
oraz jej interpretacji metalogicznej oraz filozoficznej.* Aksjomatyczna wersja LL nosi
nazwe aksjomatu Leibniza—Mpycielskiego. Termin ten zostal wprowadzony przez innego
badacza podstaw teorii mnogosci — Ali Enayata.’ Zgodnie z pogladami metafizycz-
nymi Leibniza kazda substancja r6zni si¢ wewngtrznie od kazdej innej substancji.
Whioskujemy z tego, ze zadne dwie substancje nie moga by¢ absolutnie jednakowe i
musi istnie¢ migdzy nimi jakas$ r6éznica jakosciowa. Nie istnieja dwie substancje, kto-
re bylyby tylko i wylacznie numerycznie rézne. W pismach Leibniza czytamy:

[...] nieprawda jest, aby dwie substancje byly catkiem do siebie podobne i roznity si¢ tylko solo
numero”,’  Nie istnieja nicodréznialne dwa indywidua. [...] Jesli dane sa dwie rzeczy nieroz-
roznialne, to dana jest rzecz ta sama pod dwiema nazwami”’ oraz ,,Kazda monada musi nawet
r6zni¢ si¢ od kazdej innej. Gdyz nie ma w naturze dwoch bytow, z ktorych by jeden byt w zu-
petnosci taki sam jak drugi i migdzy ktorymi nie mozna by znalez¢é rdznicy wewngtrznej lub
polegajacej na znamionach wewngtrznych”®

Jezeli dwie substancje sa nieodrdznialne, to sa one tozsame numerycznie. Zgod-
nie z terminologia Leibniza, prawo to nosi nazwg ,,zasady tozsamosci bytow nieroz-
roznialnych”. Zasada ta stanowi jeden z filaréw Leibnizjanskiej metafizyki. Zgodnie
7 ta zasada, dwie substancje a oraz b sa tozsame numerycznie wtedy i tylko wtedy, gdy
substancja a posiada wszystkie wlasnosci, ktore przynaleza substancji b oraz substancja
b ma wszystkie wiasnos$ci, ktore rowniez przynaleza substancji a. Symbolicznie, po-
wyzsza zasada — znana we wspotczesnej literaturze przedmiotu jako prawo Leibni-
za (LL) — moze by¢ zapisana w logice drugiego rzedu w nastgpujacej postaci:

2 Por. T. Czezowski, Identycznosé¢ a indywiduum i jego trwanie, [w:] tegoz, Odczyty filozoficz-
ne, L6dz 1958, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, s. 160-168; M. Grygianiec, Identycznosc...,
s. 119-123; H. Noonan (red.), Personal...; P. Wilczek, Ontologia i logika identycznosci — pare ko-
mentarzy do artykutu Tadeusza Czezowskiego ,, Identycznos¢ a indywiduum i jego trwanie”, ,,Ruch
Filozoficzny”, 2009 nr 4 (66), s. 725-738.

? Por. S. French oraz D. Krause, Identity. .. .

* Por. J. Mycielski, New set-theoretic axioms derived from a lean metamathematics, ,,Journal of
Symbolic Logic”, 1995 nr 1 (60), s. 191-198.

SA. Enayat, On the Leibniz-Mycielski axiom in set theory, ,,Fundamenta Mathematicae”, 2004
nr 3 (181), s. 215-231; A. Enayat, Leibnizian models of set theory, ,Journal of Symbolic Logic”,
2004 nr 3 (69), s. 775-789.

® G. W. Leibniz, Rozprawa metafizyczna, [w:] tegoz, Wyznanie wiary filozofa. Rozprawa meta-
fizyczna. Monadologia. Zasady natury i faski oraz inne pisma filozoficzne, przet. S. Cichowicz,
J. Domanski, H. Krzeczkowski, H. Moese, Warszawa 1969, Paragraf 9, s. 106.

" G. W. Leibniz, Polemika z Clarke iem. Czwarte pismo Leibniza, [w:] tamze, s. 347.

 G. W. Leibniz, Monadologia, [w:] tamze, Paragraf 9, s. 298.
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VF(F(a) < F(b)) <>a=b

gdzie F to zmienna predykatowa, ktora moze by¢ interpretowana na poziomie onto-
logicznym jako wlasnos¢ przystugujaca danej substancji, a stale a oraz b desygnuja
substancje (przedmioty) indywidualne. LL stwierdza, ze a jest tozsamy (identyczny)
z b wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich wlasnos$ci (wszystkich predykatow do-
stepnych w danym jezyku) F, zachodzi, ze a ma wlasno$¢ F zawsze i tylko wtedy,
gdy b tez ma whasno$é F.° Wnioskujemy wiec, ze prawo Leibniza ustala pewna lo-
giczna zalezno$¢ migdzy przedmiotami a wlasno$ciami: kazde dwa rozne przedmioty
muszq roznic¢ sie co najmniej jednq wiasnosciq. Prawo to moze by¢ zinterpretowane
teoriomodelowo. Zalézmy, ze U = (M ,...) to model dla pierwszorzgdowego jezyka
L, gdzie obiekty (przedmioty) sa desygnowane przez elementy zbioru M oraz wia-
snosci tych obiektow sa wyrazalne w jezyku L przez pierwszorzedowe formuly z jedna
zmienng wolna. W tym przypadku model U spelnia prawo Leibniza wtedy i tylko
wtedy, gdy w U nie ma elementoéw nieodrdznialnych. W jezyku teorii modeli mozna
te zalezno$¢ wyrazi¢ w nastepujacy sposob: U nie posiada pary réznych elementow a
oraz b takich, ze dla kazdej pierwszorzedowej formuty ¢(x) jezyka L z dokladnie
jedna zmienna x zachodzi, ze:

(U, a, b) £ @a) < @b).

To przeformulowanie prawa Leibniza nie moze by¢ wyrazone w jezyku pierwszego
rzegdu, poniewaz twierdzenie Ehrenfeuchta—Mostowskiego stwierdza, ze kazda
pierwszorzedowa teoria z nieskonczonym modelem ma model z elementami nie-
odréznialnymi. Jak juz zostalo wspomniane, istnieje pierwszorzedowy aksjomat wy-
razalny w jezyku teorii mnogosci z predykatem {e }, nazwany aksjomatem Leibni-
za—Mycielskiego (LM), ktory oddaje gtéwne zalozenia LL dla modeli teorii mnogo-
$ci. Ma on nastgpujaca postac:

Aksjomat Leibniza—Mycielskiego: Dla kazdej pary réznych zbiordw a oraz b ist-
nieje liczba porzadkowa o wigksza od rangi zbioréw a i b oraz formuta ¢(x) taka, ze
(Vo €) spelia formute ¢(a) A —¢@(b). Symbolicznie:

(LM) VaVbla # b — Ja> max{pa), pb)} Th(Vy €, a) # Th(V 4 €, b)].

W powyzszym aksjomacie p(x) oznacza range porzadkowa elementu (zbioru) x, V,
to o poziom hierarchii von Neumanna sktadajacej si¢ ze zbiorow o randze porzad-
kowej mniejszej niz o oraz Th(V,, €, x) denotuje pierwszorzgdowa teorig struktury
(Ve €, a)."° Jan Mycielski w cytowanej juz pracy dowiodt nastepujacego twierdzenia:

° P. Gut, Leibniz. Mysl filozoficzna w XVII wieku, Wroctaw 2004, Wydawnictwo Uniwersytetu
Wroctawskiego.

' Przypomnijmy, ze modelem dla teorii mnogo$ci Zermelo—Fraenkla (ZF) jest hierarchia zbio-
row von Neumanna (czyli uniwersum von Neumanna) oznaczane przez V. Mozna utozsami¢ V'
z klasa dobrze ufundowanych zbioréw. Hierarchia von Neumanna jest okreslona przez indukcje po-
zaskornczong w nastgpujacy sposob: Vo=, Ve = o (Va), gdzie @ (V) to zbidr potegowy V,, oraz
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Twierdzenie 1 (Mycielski)."" Zupelne rozszerzenie T teorii mnogosci ZF spetnia ak-
sjomat LM wtedy i tylko wtedy, gdy 7' ma model bez elementéw nieodr6znialnych.

Przyjmijmy teraz konwencj¢ terminologiczna, zakladajac, ze struktura U w pierw-
szorzgdowym jezyku L nazywa si¢ modelem Leibnizjanskim (ang. Leibnizian model),
gdy U nie ma par elementéw nieodroznialnych. Z tego wynika, ze w modelach Leib-
nizjanskich nie istnieja dwa roézne elementy a oraz b takie, ze dla kazdej formuty
@(x) jezyka L z jedng zmienna wolng x zachodzi:

Uk ¢a) & ob).

Mozna udowodnié, ze ciato liczb rzeczywistych R jest ciatem Leibnizjanskim, po-
niewaz kazde dwie rézne liczby rzeczywiste maja rozne przekroje Dedekinda.'? Ale
juz na przyktad rozpatrujac ciato liczb zespolonych C, widzimy, ze nie jest ono cia-
lem Leibnizjanskim, poniewaz jego elementy i oraz —i sa nieodroznialne. Ré6wniez
mozna wykazaé, ze pierScien liczb catkowitych Z jest typu Leibnizjanskiego. Za
pomoca twierdzenia Tarskiego o eliminacji kwantyfikatoréw (dla domknigtych ciat
rzeczywistych)”> mozna wykazaé, ze Leibnizjanskie domknigte ciala rzeczywiste to
doktadnie Archimedesowe domknigte ciata rzeczywiste.'* Ale nie na odwrét. Zacho-

Vy= U V, , jezeli A to graniczna liczba porzqdkowa. Graniczna liczba porzadkowa to liczba po-
a<i

rzadkowa niebgdaca nastegpnikiem zadnej innej liczby porzadkowej. Zaktadajac, ze S to operacja
nastepnika, zachodzi, ze dla kazdej liczby granicznej A, jezeli < A, to S(@) < A. Kazda liczba gra-
niczna jest sumga teoriomnogo$ciowa swoich elementow. Gdyby liczba porzadkowa nie byla liczba
graniczna, to suma ta bylaby rowna jej poprzednikowi. Zachodzi, ze dla kazdego zbioru x istnieje
liczba porzadkowa ¢ taka, ze x € V,. Ranga zbioru x jest okreslona w nastgpujacy sposob: ranga(x)
= najmniejsza liczba porzadkowa o taka, ze x € V. Por. A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel oraz
A. Levy, Foundations of set theory, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics 67, Am-
sterdam — London 1973, North-Holland Publishing Company; R. Murawski, Z filozoficznych pro-
blemow teorii mnogosci, [w:] tegoz, Filozofia matematyki. Zarys dziejow, Warszawa 2001, Wydaw-
nictwo Naukowe PWN, s. 173-203.

' J. Mycielski, New..., s. 191-198.

12 Zatozmy, ze (X, <) to porzadek liniowy. Wtedy przekrdj Dedekinda zbioru X to para zbioréw
(4, B) taka, ze A, B c X oraz zachodza nastgpujace warunki: i) 4 # & oraz B # &, ii)) 4 U B = X,
iii) jezelia € A oraz b € B to a < b. Tak okreslony zbior 4 nazywamy klasq dolnq, a zbior B klasq gor-
nq przekroju Dedekinda. Por. R. Murawski, Richard Dedekind, [w:] tegoz, Filozofia..., s. 63-66; H. Ra-
siowa, Wstep do matematyki wspolczesnej, Warszawa 2003, Wydawnictwo Naukowe PWN, s. 135.

"> Méwimy, ze teoria T dopuszcza eliminacje kwantyfikatoréw w jezyku L, gdy dla kazdej L-for-
muty (p(;), gdzie x to n-tka zmiennych, istnieje bezkwantyfikatorowa L-formula (p(;) taka, ze T =
Vx [(p(;) < @(x)]. Wlasnosé eliminacji kwantyfikatoréw jest bardzo mocna wlasnoscia teoriomode-
lowa. Twierdzenie Tarskiego—Seidenberga méwi, ze dla kazdej pierwszorzgdowej formuly nad cialem
rzeczywistym istnieje rownowazna formula bezkwantyfikatorowa. Co wigcej, istnieje efektywny algo-
rytm pozwalajacy obliczy¢ t¢ bezkwantyfikatorowa formulg. Por. L. van Den Dries, Alfred Tarski'’s
elimination theory for real closed fields, ,,The Journal of Symbolic logic”, 1988 nr 1 (53), s. 7-19.

" Aksjomat Archimedesa to aksjomat geometryczny méwiacy, ze kazdy odcinek jest kréotszy od
pewnej wielokrotnosei dhugosci kazdego innego odcinka. Z tego aksjomatu wynika nieograniczo-
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dzi bowiem, ze nie-Archimedesowe Leibnizjanskie ciala uporzadkowane istnieja
w kazdej nieskoficzonej mocy < 2%, Udowadnialna jest asercja mowiaca, ze aksjo-
mat LM jest niezalezny od aksjomatow teorii mnogosci ZFC oraz ze aksjomat wybo-
ru jest niezalezny od ZF+LM."

Aby doktadnie zrozumie¢ metateoretyczne implikacje aksjomatu LM, przedsta-
wimy w czgsci drugiej niniejszej pracy zwiazki migdzy skolemizacja jezyka a kon-
strukcja nieskonczonych modeli z elementami nieodréznialnymi. To wlasnie stanowi
tres¢ wspomnianego juz twierdzenia Ehrenfeuchta—Mostowskiego. Wprowadzimy
takie pojgcia jak: funkcja Skolema, otoczka Skolema, rozszerzenie Skolema, teoria
Skolemowa, zbior Ehrenfeuchta—Mostowskiego, model Ehrenfeuchta—Mostowskie-
go oraz inne w celu eksplikacji metody konstruowania modeli z elementami nie-
odréznialnymi. W cze$ci trzeciej natomiast podamy przyktady konstrukcji we-
wngtrznych modeli teorii mnogosci z elementami nieodréznialnymi otrzymanych
wlasnie dzigki zastosowaniu twierdzenia Ehrenfeuchta—Mostowskiego. Bedziemy
pracowali w §rodowisku hierarchii zbiorow konstruowalnych Godla. Pokazemy, ze
wewnatrz uniwersum konstruowalnego L liczby porzadkowe stanowia zbior ele-
mentow nieodréznialnych. Czgs¢ czwarta pracy sklada sig z przedstawienia pewnych
rownowaznych form aksjomatu Leibniza—Mycielskiego. Pokazemy ekwiwalencjg
migdzy aksjomatem LM a globalnymi wersjami zasad selekcji Kinny—Wagnera.
Przedyskutujemy kwesti¢ rozumienia aksjomatu LM jako jednej z wersji zasad wy-
boru. Przedstawimy i oméwimy wyniki stwierdzajace, ze teoria mnogosci Zermelo—
Fraenkla z dodatkowym aksjomatem stwierdzajacym, ze wszystkie zbiory sa porzad-
kowo definiowalne (V' = OD), implikuje aksjomat Leibniza—Mycielskiego. Tym sa-
mym zastanowimy si¢ nad kwestia, dlaczego mozliwos¢ okreslenia definiowalnego
dobrego porzadku na uniwersum wszystkich zbiorow (co wyptywa z postulatu V' =
OD oraz z tzw. rozszerzonej zasady refleksji Myhilla—Scotta) pociaga za soba apli-
kowalno$¢ prawa Leibniza wzglgdem tego uniwersum. Omoéwimy réwniez tzw. stabg
wersj¢ aksjomatu LM, jego wersjg teorioklasowa oraz parametryczna, jak rowniez
aksjomat Leibniza—Godla. W czg$ci piatej dokonamy podsumowania wynikow na-
szych badan, naszkicujemy kierunki dalszych rozwazan nad kwestiami poruszanymi
w tym artykule oraz zwrdcimy uwagg na istnienie systemow nie-Leibnizjanskich teo-
rii mnogoéci oznaczanych przez ZFC(I™®).

nos¢ prostej rzeczywistej. Ma on swdj odpowiednik w arytmetyce orzekajacy, ze dla kazdej pary
dodatnich liczb rzeczywistych a oraz b istnieje liczba naturalna n taka, ze @ < n - b. W matema-
tycznej teorii ciat uporzadkowanych zachodzenie aksjomatu Archimedesa charakteryzuje ciata izo-
morficzne z podciatami ciata liczb rzeczywistych. Jest to rownowazne stwierdzeniu, ze jezeli cialo
uporzadkowane nie jest izomorficzne z podciatem ciata liczb rzeczywistych, to ma elementy wigk-
sze od wszystkich liczb naturalnych. Nazywamy te elementy nieskonczenie wielkimi. C. C. Chang
oraz H. J. Keisler, Model theory, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics 73, Amster-
dam-London 1973, North-Holland Publishing Company, s. 70.
"% Por. A. Enayat, On the Leibniz-Mycielski..., Rozdziat 3.
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2. SKOLEMIZACJA
ORAZ TWIERDZENIE EHRENFEUCHTA-MOSTOWSKIEGO

Rozpocznijmy nasze rozwazania formalno-logiczne od sprecyzowania pojec,
ktoérymi postugiwali$my si¢ we wprowadzeniu w sposob intuicyjny. Jezyk pierwsze-
go rzgdu L utozsamiamy ze zbiorem symboli, czyli ze zbiorem symboli relacyjnych,
symboli funkcyjnych oraz symboli statych. Otrzymujemy nastepujaca strukture:

L=1{P,..,F, ....c,...}

gdzie P to n-arna relacja dla pewnego n = loraz F' to m-arna funkcja dla pewnego m
2 1. Modelem dla danego jezyka L jest para uporzadkowana U = (4, I), gdzie 4 to
uniwersum dla struktury U oraz [ to funkcja interpretacji odwzorowujaca symbole
jezyka L na odpowiednie relacje, funkcje oraz stale w uniwersum A. Model U dla
jezyka L ma wigc postac:

U=, PY .. FY .., cY% ...

Za pomoca rekursji po dlugosci danego termu #(xy,..., x,) mozna okresli¢ jego war-
to$¢é, ktora jest oznaczona t“[a,..., a,]. Analogicznie, za pomoca rekursji po dugosci
danej formuly ¢(x,,..., x,) mozna okresli¢ dla niej relacje spetniania U = ¢lay,...,
a,], gdzie ¢ to term, ¢(xy,..., x,) to formuta ze zmiennymi wolnymi xi,..., x, oraz
ay,..., a, to skonczony ciag elementdéw ze zbioru 4. Moéwimy, ze dwa modele sa ele-
mentarnie rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy spetniaja te same zdania. Podmodel

U’modelu U to podzbior B c A z relacjami PY N B”, ..., funkcjami FV B", ..., oraz
statymi ¢, ... Wszystkie state ¢V naleza do B oraz zbiér B jest domkniety ze wzgle-
du na wszystkie funkcje FY. Oznacza to, ze jezeli (xy,..., x,) € B", to FU(xl,..., X,) €

B. Podmodel U’ c U jest elementarnym podmodelem, symbolicznie U’ < U, gdy
spetnia te same zdania co model U. Funkcja h: A" — A to funkcja Skolema dla for-
muly @(x, xy,..., x,) jezeli:

Fae A) UkE ¢a, ay,..., a,] implikyje, ze U = ¢lh(ay,. .., a,), ay,..., a,)

dla wszystkich ay,..., a,.'® Z aksjomatu wyboru wynika, ze mozna okresli¢ funkcje
Skolema dla kazdej formuty ¢. Zatézmy, ze L = L° oraz dla kazdego i < wniech L™
oznacza jezyk otrzymany przez dotaczenie do L' n-arnego symbolu funkcyjnego F: Ixp
dla kazdej L'-formuty (Ix)¢(x, )_/) w ktorej zmienna ;nie jest zwiazana oraz nowej
statej ciy, dla kazdego zdania x¢ jezyka L. n-arno$¢ powyzszego symbolu funkcyj-
nego jest rowna dhugosci n-tki )7 Wtedy L™ to jezyk Skolemowy sprzezony z jezy-

' Dla przyktadu rozpatrzmy formulg o postaci VxIyR(x, y) méwiaca, ze ,.dla kazdego x istnieje
y taki, ze zachodzi relacja R(x, y)”. Skolemizacja jezyka polega na okresleniu funkcji Skolema f od
argumentu x. Otrzymujemy wtedy formule o postaci I/VxR(x, f(x)) moéwiaca, ze ,,istnieje funkcja
(Skolema) f odwzorowujqca kazdy x na y taka, ze dla kazdego x zachodzi relacja R(x, f(x))”. Por. C.
C. Chang oraz H. J. Keisler, Model..., Paragraf 3.3.
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kiem L. Ma on postaé L* = UU . Otrzymujemy, ze jezyk L* to rozszerzenie jezyka
L, czyli, ze L =L U {Fa. : dla kazdej formuly jezyka L}. Jest to tzw. rozszerzenie
Skolema jezyka L. Dalej, dla kazdej teorii T'w jezyku L (czyli L-teorii), teoria Sko-
lemowa, oznaczana przez T™, sprzezona z T jest otrzymywana przez dodanie do T
wszystkich aksjomatow Skolema o postaci:

(V)@ P, y) = @Fnf ), ¥)

dla kazdej L*-formuty (3x)¢, gdzie zmienna y nie jest zwiazana. A wigc w formule
@(x, y) zastepujemy wszystkie niezwiazane wystapienia zmiennej x przez term
Fgw(;). Jezeli T to L-teoria oraz zachodzi, ze U = T, to rozszerzenie Skolema modelu
U, oznaczone przez U™, jest okreslone jako kazdy model zbudowany przez interpre-
tacje wszystkich nowych symboli funkcyjnych tak, aby spetniaty aksjomaty Skole-
ma. Mozna udowodni¢, ze dla kazdej pierwszorzedowej formuly ¢ logiki predyka-
tow zachodza nastegpujace twierdzenia:

Twierdzenie 2. Jezeli ¢ to formula bez zmiennych wolnych oraz w preneksowej po-
staci normalnej oraz @™ to rezultat jej skolemizacji, gdzie f,..., f, to symbole funkcji
Skolema, to dla kazdej L-struktury U istnieje jezyk (tzw. jezyk Skolemowy) L™ =L
U { fis..., 3} oraz L*-struktura U** rozszerzajaca L-strukture U taka, ze U} L =U
oraz U E p & ¢*."7

Twierdzenie 3. Niech ¢ to pierwszorzegdowa formuta bez zmiennych wolnych. Za-
16zmy, ze —¢ to preneksowa postaé normalna formuty ¢ oraz ¢ to wynik jej skole-
mizacji. Wtedy zachodzi nastepujacy warunek: - @ <> - —(¢™).

Twierdzenie Skolema: Jezeli T to teoria w pierwszorzgdowej logice predykatow, to
istnieje teoria Skolemowa T** bedaca konserwatywnym rozszerzeniem teorii 7, po-
wstata przez dodanie do T wszystkich aksjomatow Skolema.'®

Formul¢ — wynik procesu skolemizacji — przedstawiamy w tzw. Skolemowej
postaci normalnej. Formuta w tej postaci ma ksztalt Vx,Vx,...Vx,¢, gdzie ¢ to for-
muta w koniunkcyjnej postaci normalnej."® Majac zbior funkcji Skolema, jedna dla

7 Méwimy, ze formula jest w preneksowej postaci normalnej (ang. prenex normal form), gdy
wszystkie jej kwantyfikatory sa przesunigte na poczatek. Inna nazwa formuty o takiej postaci to
przedrostkowa posta¢ normalna. Istnieje twierdzenie mowiace, ze kaza formule klasycznego ra-
chunku predykatéw mozna sprowadzi¢ do preneksowej postaci normalnej. Por. M. Ben-Ari, Logika
matematyczna w informatyce, Warszawa 2005, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, s. 160.

'® Jezeli mamy dwa jezyki L < L’ oraz dwie teorie T < T~ takie, ze T to L-teoria oraz T~ to
L “teoria, to T”jest konserwatywnym rozszerzeniem teorii T jezeli kazde L-zdanie, ktore jest konse-
kwencja logiczna teorii T”jest tez konsekwencja logiczna teorii T.

' Formula jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdy jest koniunkcja klauzul. Klauzula to
formuta zdaniowa bgdaca alternatywa literafow. Literal to litera zdaniowa (literal pozytywny) lub
litera zdaniowa poprzedzona negacja (literal negatywny).
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kazdej formuty jezyka L oraz zaktadajac, ze X < A4, to podzbior uniwersum modelu
U, mozna okresli¢ tzw. otoczke Skolema (ang. Skolem hull) dla zbioru X, oznaczang
przez H(X). Otoczka Skolema dla zbioru X to domknigcie zbioru X ze wzgledu na
funkcje Skolema. Méwimy réwnowaznie, ze zbior X 4 generuje otoczke Skolema
H(X). Zatézmy, ze mamy model U z uniwersum A. Wtedy okreslmy model HY(X) =
(H(X),...) dla X c A4, gdzie H(X) to domknigcie zbioru X ze wzgledu na wszystkie
termy modelu U. Zachodzi, ze model H”(X) moze byé elementarnie zanurzony, jako
podmodel wlasciwy, w model U. A wigc, pamigtajac, ze X C 4 otrzymujemy, ze mo-
del, ktorego uniwersum stanowi otoczka Skolema zbioru X, to elementarny podmo-
del modelu U, ktory ma moc co najwyzej |X] - |L| - 8.

Wprowadzmy teraz nast¢pne pojgcie teoriomodelowe, z ktorego bedziemy ko-
rzystali. Typ to zbior pierwszorzegdowych formut w jezyku L ze zmiennymi wolnymi
X1,.--, Xn, KtOre sa prawdziwe o ciggu elementdow z uniwersum 4 L-struktury U. Za-
16zmy, ze L(B), gdzie B C A, to jezyk otrzymany z L przez dodanie statych ¢, dla
kazdego b € B. Czyli L(B) =L U {¢,: b € B}. Mowimy wtedy, ze formula jezyka
L(B) ma parametry w zbiorze B. Zatdézmy, ze n > 1 oraz a to n-tka elementéw z mo-
delu U, czyli ze a=(ay,..., a,) € A" Typ zupeiny elementu a nad zbiorem parame-
trow B to zbidr wszystkich pierwszorzedowych formut ¢(xi,..., x,) w jezyku L(B),
dla ktérych U = ¢(ay,..., a,).

Pojecie elementow nieodréznialnych (ang. indiscernibles) wyrosto z rozwazan
teoriomodelowych dotyczacych modeli teorii aksjomatycznych z wieloma nietry-
wialnymi automorfizmami. Badania te zostaly zapoczatkowane przez polskich logi-
kéw Andrzeja Mostowskiego oraz Andrzeja Ehrenfeuchta.”! W celu zachowania kla-
rownos$ci ekspozycji przytoczmy najpierw definicje teoriomnogosciowa pojecia ele-
mentéw nieodréznialnych, a dopiero pozniej jej teoriomodelowy odpowiednik.*
Zalozmy, ze U to pierwszorzedowa L-struktura z uniwersum A oraz X < A" to linio-
wo uporzadkowany przez relacje < podzbidr uniwersum. Wtedy (X, <) jest zbiorem
elementow nieodréznialnych dla L-struktury U wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
L-formuly ¢(xy,..., x,) oraz wszystkich ciagow elementéw x; < ... <x, oraz y; < ... <
vu W X zachodzi, ze:

Uk ¢xi,..., x,] wtedy i tylko wtedy, gdy U = ¢{yy,..., V.l

Oznacza to, ze dla kazdego n € @, wszystkie wstepujace n-tki w X maja takie same
wlasno$ci pierwszorzgdowe. W ujeciu teoriomodelowym réznicujemy miedzy zbio-
rem elementow nieodroznialnych (ang. set of indiscernibles) a ciggiem elementow

? Na temat otoczek Skolemowych por. J. T. Baldwin, Fundamentals of stability theory, New
York 1988, Springer Verlag; S. Buechler, Essential stability theory, Berlin-Heidelberg 1996, Sprin-
ger Verlag.

2! A. Ehrenfeucht oraz A. Mostowski, Models of axiomatic theories admitting automorphisms,
,,Fundamenta Mathematicae”, 1956 (43), s. 50-68.

22 A. Kanamori, The higher infinite: Large cardinals in set theory from their beginnings, Berlin
— Heidelberg 1994, Springer Verlag; T. Jech, Set theory, Berlin—Heidelberg 2003, Springer Verlag.
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nieodréznialnych (ang. sequence of indiscernibles).” Niech U to pierwszorzedowa
L-struktura oraz X c A" to liniowo uporzadkowany przez relacje < podzbior uniwer-
sum. Wtedy (X, <) jest ciagiem elementéw nieodréznialnych w L-strukturze U, gdy
dla wszystkich n oraz wszystkich ciagdéw x; < ... <x, oraz y; < ... <y, z X zachodzi,
ze tpu(x1,. .5 Xn) = tpy(Vis- -+, V). X to zbior elementéw nieodrdznialnych w danej L-
strukturze U, gdy tpy(xi,.-., X,) = tpv(V15---, yu) dla wszystkich ciagow (xi,..., x,),
15+, yu) € X" takich, Ze x; # x; oraz y; # y; dla wszystkich 1 < i <j < n. Oznacza to,
ze X jest zbiorem elementéw nieodroznialnych w U, gdy (X, <) jest ciagiem elemen-
tow nieodroznialnych dla kazdego liniowego porzadku na podzbiorze X. Rowno-
waznie przyjmujemy, ze dane dwa ciagi elementow sa zupefnie nieodroznialne (ang.
totalny indiscernible), gdy sa nieodrdznialne dla kazdej permutacji indeksow 1 < ...
< n. Wtedy otrzymujemy definicj¢ zbioru elementéw nieodroznialnych. Mozna
przyjaé, ze U to model z uniwersum A oraz (X, <), gdzie X 4", to liniowo uporzad-
kowany podzbidr taki, ze dla kazdej pary ciagdw elementow z X x; < ... <x, oraz y,
< ... <y, istnieje automorfizm f modelu U taki, ze flx;) = y; dla 1 <i < n. Wtedy (X,
<) to ciag elementéw nieodroznialnych w U. Przytoczmy teraz twierdzenie Ehrenfe-
uchta—Mostowskiego dotyczace modeli z elementami nieodroznialnymi. Twierdzenie
to ma postaé:

Twierdzenie Ehrenfeuchta—Mostowskiego. Jezeli T to teoria z nieskoficzonym mo-
delem, to dla kazdej liczby kardynalnej x; 7 ma model, ktory jest otoczka Skolema
ciagu elementéw nieodréznialnych o mocy x Inaczej, niech (X, <) to liniowo upo-
rzadkowany zbior. Wtedy istnieje model U (z uniwersum A) teorii 7T taki, ze X < A"
oraz X jest zbiorem elementéw nieodréznialnych dla U.**

Modele z elementami nieodréznialnymi zbudowane zgodnie z twierdzeniem Eh-
renfeuchta—Mostowskiego nazywaja si¢ modelami Ehrenfeuchta—Mostowskiego,
w skrocie EM modelami. Jak si¢ je konstruuje? Zauwazmy, ze na podstawie twier-
dzenia Ehrenfeuchta—Mostowskiego mozna wyprowadzi¢ nastepujacy lemat:*

Lemat 4. Niech L’=L U {c,: n € @} to rozszerzenie jezyka L o nowe stale c,.
Niech T to L-teoria z nieskonczonym modelem. Wtedy nastepujacy zbior 77zdan je-
zyka L “jest niesprzeczny:

T =Tu{@c;,...,c;) & Acjy..., ¢;): YVi,..., v,) to formula jezyka L
dlane worazi;<...<i,ji<...<j,} U{—ci=c;,:i1# 1.

Wprowadzmy teraz nastepujaca definicje.”® Teoria T w jezyku L ma wbudowane
funkcje Skolema (ang. built-in Skolem functions) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej

3 Por. S. Buechler, Essential..., Definicja 2.4.1.

X Ppor. J. T. Baldwin, Fundamentals..., Twierdzenie 3.26; S. Buechler, Essential..., Wniosek
2.5.1; A. Kanamori, The higher ..., Twierdzenie 92.

3 por. C. C. Chang oraz H. J. Keisler, Model...., Lemat 3.3.9.

%6 Por. C. C. Chang oraz H. J. Keisler, Model..., Paragraf 3.3.
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formuly (3x)¢ z doktadnie » wolnymi zmiennymi (xy,..., X,), istnieje n-arny term f3,,
jezyka L taki, ze

T+ (V)@ Ax, ¥) = Atah D), »)-

Kazda teoria 7' moze by¢ rozszerzona do teorii z wbudowanymi funkcjami Skolema.
Jezeli U to model dla T, to rozszerzenie Skolema U** modelu U moze by¢ otrzymane
z U przez proste dodanie funkcji, ktére sa definiowalne w U, czyli funkcji, ktore sa
interpretacjami termow jezyka L w U. Dlatego nie ma istotnych réznic mi¢dzy mo-
delem U** a modelem U. Co wigcej, U™ oraz U* to dokladnie takie same modele,
gdy funkcje Skolema modelu U sa interpretacjami symboli funkcyjnych jezyka L, co
mozna zatozy¢é. Wprowadzmy teraz pojecie zbioru FEhrenfeuchta—Mostowskiego
(w skrécie EM-zbioru) dla ciagu elementdéw nieodrdznialnych. EM-zbidr dla ciagu
elementow nieodroznialnych to zbidr wszystkich formut ¢(v,..., v,), ktére sa praw-
dziwe o elementach tego ciagu. Jezeli dla danego ciagu elementéw nieodréznialnych
wyszczegblnimy jego EM-zbior, to w pelni okresliliSmy typ tego ciagu, a wigc zbior
wszystkich formul, ktore sa spetnialne przez jego elementy. Mode! Ehrenfeuchta—Mos-
towskiego okresla sie jako model, ktorego uniwersum stanowi otoczka Skolema dla
zbioru elementéw nieodréznialnych. Rownowaznie, EM-model HY(X) jest genero-
wany przez zbior elementéw nieodréznialnych X < A", ktdrego otoczka Skolema
H(X) stanowi uniwersum tego EM-modelu. Teraz twierdzenie Ehrenfeuchta—
Mostowskiego moze by¢ wyrazone w postaci méwiacej, ze jezeli teoria 7' ma nieskon-
czony model, to dla kazdej liczby kardynalnej x; 7 ma EM-model.

Stawiamy hipotezg stwierdzajaca, ze tak samo jak twierdzenia Léwenheima—Skole-
ma oraz twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy odgrywaja kluczowa role
w pewnych rozwazaniach natury epistemologicznej, tak twierdzenie Ehrenfeuchta—Mos-
towskiego odgrywa fundamentalna role w badaniach typu ontologicznego. Twierdzenie
to orzeka explicite, ze kazda teoria wyrazona w jezyku pierwszego rzedu, jezeli posiada
model nieskonczony, to dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej x; teoria ta ma
model bedacy otoczka Skolema ciagu elementéw nieodréznialnych o mocy & A wigc
teorie z nieskonczonymi modelami generuja modele zawierajace podzbiory zlozone
z elementéw nieodroznialnych, przy czym te wyrdznione podzbiory moga mie¢ dowol-
nie duze moce kardynalne. Dlatego mozna przyjac, ze w naszych badaniach ontolo-
gicznych, fakt istnienia EM-modeli stanowi kontrprzyktad dla prawa Leibniza, orzeka-
jacego, ze nie ma dwoch nieidentycznych nieodréznialnych przedmiotéw. Zauwazmy,
ze istnieje gleboki zwiazek migdzy skolemizacja jezyka teorii pierwszorzedowych,
a mozliwoscig istnienia modeli tych teorii, ktore zawieraja elementy nieodrdznialne. To
wiasnie podatnos¢ teorii pierwszego rzgdu na proces skolemizacji oraz mozliwo$¢ kon-
struowania otoczek Skolema generuje modele, ktorych uniwersa zawieraja dowolnie
duze podzbiory elementéw nieodroéznialnych. Z samego prawa Leibniza mozna wy-
wnioskowac, ze pojecie identycznosci, cho¢ jest pojeciem z dziedziny ontologii, to jego
okreslenie jest zrelatywizowane wzgledem naszego jezyka i naszych zdolnosci po-
znawczych. Przypomnijmy, ze definicja relacji identycznos$ci zawarta w LL nie jest de-
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finicja absolutna, zawiera bowiem w sobie komponent teoriopoznawczy, jak réwniez
pragmatyczny. Mianowicie definiujac identyczno$¢ poprzez relacj¢ nieodrdznialnosci,
wprowadzamy element epistemologiczny, gdyz owa nieodréznialno$¢ ma bezposrednie
ufundowanie w zdolnosciach kognitywnych poznajacego podmiotu. Tym samym on-
tologiczna relacja identycznoSci zostaje zdefiniowana poprzez teoriopoznawcza relacje
nieodrdznialno$ci. Poniewaz zgodnie z prawem Leibniza dwa obiekty a oraz b sa
identyczne, gdy nie mozemy wskaza¢ migdzy nimi zadnej rdéznicy. Wnioskujemy wigc,
ze orzeczenie identycznosci migdzy dwoma przedmiotami (a wigc stwierdzenie, ze sa
one jednym i tym samym obiektem mogacym — ewentualnie — wystgpowaé pod
dwoma réznymi nazwami) zalezy od zasobu srodkow poznawczych, ktoérymi dyspo-
nuje podmiot owa identyczno$¢ stwierdzajacy. Dalej zauwazmy, ze na poziomie j¢zyka
pojecie identycznosci jest zrelatywizowane wzgledem liczby predykatéw dostgpnych
w uniwersum dyskursu. Jest to rownowazne z faktem, ze stwierdzajac identycznos¢
dwoch przedmiotow a oraz b poprzez orzeczenie ich nieodrdznialno$ci zaktadamy, ze
kazdej wtasno$ci wyrazalnej w danym jezyku odpowiada jedna zmienna predykatowa.
Tym samym o nieodr6znialnosci tych dwoch obiektow decyduje liczba dostgpnych
zmiennych predykatowych. Nie jest wykluczone, ze gdy wzbogacimy jezyk dyskursu
o nowe zmienne predykatowe, to moze mie¢ miejsce sytuacja, ze dla pewnego nowo
dodanego predykatu G spetniona bedzie formuta G(a) A —G(b). Wtedy to za pomoca
tej nowej zmiennej predykatowej bedzie mozna dokonaé zréznicowania przedmiotow a
oraz b. A wigc, w tak wzbogaconym jezyku beda one odroznialne, co — w konse-
kwencji — uniemozliwi stwierdzenie ich identycznosci. Istnieja teorie wzglednej
identycznosci np. teoria Tadeusza Czezowskiego, zaktadajaca, ze przebieg zmiennej
predykatowej F' z prawa Leibniza moze by¢ ograniczony do pewnego podzbioru uni-
wersum dyskursu.”” Wtedy méwimy o nieodréznialnoéci dwoch przedmiotéw a oraz b
ze wzgledu na pewien fragment uniwersum dyskursu. Dwa przedmioty sa nieodroz-
nialne tylko i wylacznie ze wzgledu na pewien podzbior wlasnosci, ktére moga im
przyshugiwaé. Przez tak okreslone pojecie wzglednej nieodroznialnosci definiujemy
pojecie wzglednej identycznosci. Powyzsze idee maja fundamentalne znaczenie w ba-
daniach nad strukturalizmem matematycznym, wtasnie bowiem na gruncie tego pradu
metamatematycznego prowadzone sa badania nad pojeciami nieodrdznialnosci oraz
identycznosci zrelatywizowanymi wzgledem pewnych struktur matematycznych lub
ich fragmentow.™®

2 P, Wilczek, Ontologia..., s. 725-738.

BrL Bermudez, Indistinguishable elements and mathematical structuralism, ,,Analysis”, 2007
nr 2 (67), s. 112-116; J. Ketland, Structuralism and the Identity of Indiscernibles, ,,Analysis”, 2006
nr 4 (66), s. 303-315.
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3. ELEMENTY NIEODROZNIALNE W MODELACH TEORII MNOGOSCI

W tej czgsci pracy poruszamy si¢ w uniwersum zbioréw konstruowalnych Godla L.
Jest to pewien wewnetrzny model teorii mnogosci ZF. Klasa zbioréw konstruowalnych
sktada sig tylko z tych zbioréw, ktére muszq istnie¢, aby byly spetnione aksjomaty ZF.
Kazdy z jej elementdw jest konstruowany (budowany) przy uzyciu elementdéw prost-
szych. Godel podat zasady konstrukcji uniwersum L w celu wykazania, ze jezeli teo-
ria ZF jest niesprzeczna, to rowniez ZF z aksjomatem wyboru oraz z hipoteza conti-
nuum jest niesprzeczna. Z konstrukcja uniwersum Gddla zwiazany jest aksjomat teo-
rii mnogosci zwany aksjomatem konstruowalnosci, orzekajacy, ze kazdy zbior jest
zbiorem konstruowalnym, czyli, ze V' = L, gdzie V' to ogdt zbiorow. Aksjomat ten jest
niezalezny od pozostatych aksjomatow teorii ZFC.* Przy opisie hierarchii zbiorow
konstruowalnych przyjmujemy zalozenie, ze zbiér X jest definiowalny nad modelem
teorii mnogosci (M, €), gdy istnieje formuta ¢ € Form (gdzie Form to zbidr wszyst-
kich formut jezyka teorii mnogosci z predykatem {€}) oraz pewne ai,..., a, € M"
takie, ze X={xe M : (M, €) & ¢lx, ai,..., a,]}. Przyjmijmy oznaczenie:

def(M) = {X c M : X jest zbiorem definiowalnym nad (M, €)}

Teraz za pomoca indukcji pozaskonczonej budujemy uniwersum L:

1. L() = @,

2. Lo = defiL,),

3.L,= U L, gdy A to graniczna liczba porzadkowa,
a<i

4L= 4L,

aeOrd

Klasa definiowalna L to klasa zbioréw konstruowalnych. Mozna wywnioskowac
z powyzszej definicji, ze (L, : & € Ord) (gdzie Ord to klasa wszystkich liczb po-
rzadkowych) to hierarchia kumulatywna. Rowniez dla kazdej liczby porzadkowej o
zachodzi, ze o < L, oraz L, N Ord = ¢.. L jest modelem teorii ZF. Kluczowe w na-
szych rozwazaniach dotyczacych elementéw nieodroéznialnych w uniwersum L jest
nastgpujace twierdzenie Silvera:

Twierdzenie Silvera: Jezeli istnieje liczba kardynalna Ramseya to zachodza nasteg-
pujace warunki:'

» Wiecej na temat ontologii zbioréw konstruowalnych oraz zagadnien epistemologicznych
zwigzanych z aksjomatem V = L por. P. Maddy, Realism in mathematics, Oxford 1992, Clarendon
Press, Rozdzialy 4 oraz 5; P. Maddy, Does V equal L, ,Journal of Symbolic Logic”, 1993 (58),
s. 15-41; K. Wojtowicz, Realizm mnogosciowy. W obronie realistycznej interpretacji matematyki,
Warszawa 1999, Wydziat Filozofii i Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego; K. Wojtowicz, Plato-
nizm matematyczny. Studium filozofii matematyki Kurta Godla, Tarnow 2002, Biblos.

3% Por. T. Jech, Set...., Rozdziatl 13.

*' Liczba kardynalna Ramseya jest okreslona jako liczba kardynalna taka, ze gdy [4]™” oznacza
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1. jezeli x oraz A to nieprzeliczalne liczby kardynalne takie, ze k< A to (Ly, €)
jest elementarnym podmodelem modelu (Z,, €),

2. istnieje jednoznacznie okreslona oraz domknigta i nicograniczona klasa liczb
porzadkowych zawierajaca wszystkie nieprzeliczalne liczby kardynalne taka, ze dla
kazdej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej x zachodza nastepujace warunki:*>

DK =K
ii) I N xto zbiodr elementdw nieodrédznialnych dla (L, €) oraz
iii) kazdy zbior aze L, jest definiowalny w (L., €)z 1N k>

Elementy klasy 7 to elementy nieodréznialne Silvera (ang. Silver indiscernibles).*
Z zasady odzwierciedlania otrzymujemy, ze jezeli ¢ to formula, to istnieje nieprzeli-
czalna liczba kardynalna xtaka, ze

L= @(xy,..., x,) wtedy 1 tylko wtedy, gdy L, E= @(xy,..., X,)

dla wszystkich xy,..., x, € L,.>° Prawa strona powyzszej rownowazno$ci zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy L; = @(xy,..., x,) dla wszystkich liczb kardynalnych 4 > x
Wtedy relacj¢ spelniania w L dla wszystkich formut ¢ € Form okre$lamy w nastg-
pujacy sposob: jezeli ¢(vy,..., v,) to formuta jezyka L = {€ } oraz jezeli {(ay,..., a,) to
n-arny ciag termowy w L to relacja spetiania L = ¢[ay,..., a,] dla L ma postaé: dla
kazdej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej x takiej, ze ay,..., a, € L; zachodzi, ze L;
= ¢lai,..., a,]. Z punktu drugiego twierdzenia Silvera otrzymujemy, ze elementy
nieodréznialne Silvera sa nieodroznialne dla L, czyli jezeli ¢(vy,..., v,) to formuta, to

LE ¢ga,..., o] wtedy i tylko wtedy, gdy L = ¢{ /..., 5]

gdzie o,..., o, oraz f,..., [, to wstgpujace ciagi liczb porzadkowych w 1. Kazdy
zbior konstruowalny jest definiowalny z 1. Mozna udowodnié, ze gdy a € L, to ist-

zbidr wszystkich skonczonych podzbiorow liczby x to liczba kardynalna x taka, Ze dla kazdej
funkcji £: [x]™” — {0,1} istnieje zbior 4 o mocy i (ktory jest homogenny dla f), to liczba Ramseya.
Pojecie, ze zbior A o mocy xjest homogenny dla f oznacza, ze dla kazdej n, fjest stata na n-tkach ze
zbioru 4. Por. T. Jech, Set..., Rozdziat 9; A. Kanamori, The higher..., s. 81.

32 Jezeli xto graniczna liczba porzadkowa, to zbidr C C K jest domkniety w xwtedy i tylko wte-
dy, gdy dla kazdej o < xjezeli sup(C N x) = o, to € C. Zbiér C C K jest nieograniczony w K je-
zeli dla kazdej liczby kardynalnej o < « istnieje liczba kardynalna f € C taka, ze o < f. Por.
T. Jech, Set..., Definicja 8.1.

3 Por. T. Jech, Set..., Twierdzenie 18.1; A. Kanamori, The higher-..., s. 2-3.

** Zwane réwniez elementami nieodroznialnymi w sensie Silvera.

W teorii mnogosci zasady odzwierciedlania (ang. reflection principles) to grupa aksjomatow
stwierdzajaca, ze pewne fragmenty uniwersum teoriomnogosciowego odzwierciedlajq (,, przypomi-
najq”’) cale to uniwersum. Istnieje kilka aksjomatéw odzwierciedlania. Stabsze sa twierdzeniami ZF,
mocniejsze natomiast sa niezalezne od aksjomatow ZF. Ogélny schemat zasad odzwierciedlania ma
postaé: 1) Niech @(xy,..., x,) to formuta. Dla kazdego M, istnieje zbior M > M, taki, ze ¢(xi,..., x,)
& @xi,..., x,) dla wszystkich xi,..., x, € M. Wtedy moéwimy, ze M odzwierciedla formule ¢, ii)
Istnieje liczba porzadkowa graniczna « taka, ze My c V, oraz V, odzwierciedla formulg ¢. Por.
T. Jech, Set..., Rozdziat 12.
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nieje wstepujacy ciag (¥,..., %, elementdow nieodrdznialnych Silvera oraz formuta ¢
taka, ze

L = a to jedyny zbior x taki, ze @(x, y1,..., V).

Zaktadamy, ze uniwersum zbiorow konstruowalnych jest kanonicznie dobrze
uporzadkowane.’® Chcemy okre$lié na modelu (L, €) definiowalne funkcje Skole-
ma. Przyjmujemy, ze dla kazdej formuty ¢{u, vi,..., v,) istnieje n-arna funkcja 4,
okreslona w nastepujacy sposob: 2 vi,..., v,) = u gdzie u to najmniejszy ze wzgledu
na relacje <; zbior u taki, ze zachodzi nastgpujaca formuta ¢(u, vy,..., v,) lub tez
hdvi,..., v,) = @ w pozostatych przypadkach. Zachodzi, ze dla kazdej formuly ¢
Form, funkcja h, to kanoniczna funkcja Skolema. Dla kazdej granicznej liczby po-
rzadkowej A, h;* to n-arna funkcja na L; bedaca L;-interpretacja funkcji /, oraz be-
daca definiowalng w modelu (L;, €). Dla kazdej granicznej liczby porzadkowej A,
funkcja h;* (dla @ € Form) to funkcja Skolema dla (L4, €) i dlatego zbiér M c L, to

elementarny podmodel modelu (L;, €) wtedy i tylko wtedy, gdy zbioér M jest do-
mknigty ze wzgledu na funkcje h(j‘ . Zatozmy teraz, ze A to graniczna liczba porzad-

kowa oraz ze U = (4, E) to model elementarnie rownowazny wzgledem modelu (L,
).’ Wtedy zbior Ord” wszystkich liczb porzadkowych modelu U jest liniowo upo-
rzadkowany przez relacje E. Mozna przyjaé, ze zbior I < Ord” to zbidr elementow
nieodréznialnych dla U, jezeli dla kazdej formuly ¢ zachodzi nastgpujacy warunek:

Uk ¢xi,..., x,] wtedy i tylko wtedy, gdy U = ¢yi,..., vil

gdzie x; < ... <x, oraz y; < ... <y, to elementy zbioru 1.** Dalej, niech hg oznacza

U-interpretacje kanonicznych funkcji Skolema. Majac zbior X c A" oznaczamy przez
HY(X) domknigcie zbioru X ze wzgledu na wszystkie funkcje h;’ gdziep € Form.

Wtedy tak okreslony zbior HY(X) to otoczka Skolema zbioru X i zarazem elementarny
podmodel modelu U. Jezeli I to zbior elementéw nieodroznialnych dla U to Z(U, 1)
jest zbiorem wszystkich formut ¢(vy,..., v,) prawdziwych w modelu U dla wstgpu-
jacych ciagdéw elementow zbioru /. Otrzymujemy wtedy nast¢pujaca rownowaznosé:

*6 Na temat kanonicznego dobrego uporzadkowania uniwersum L por. T. Jech, Set..., Rozdziat 13.

%7 Fakt, ze te dwa modele sq elementarnic rownowazne jest konsekwencja twierdzenia Mostow-
skiego o kolapsie. MOwi ono, ze jezeli E to dobrze ufundowana oraz ekstensjonalna relacja na klasie
A, to istnieje przechodnia klasa M oraz izomorfizm 7 migdzy (4, E) a (M, €). Przechodnia klasa M
oraz izomorfizm sa wyznaczone jednoznacznie. Przechodnia klasa M moze by¢ fragmentem uni-
wersum teoriomnogosciowego. (Mowimy, ze dany zbiér 4 — lub dana klasa 4 — sa przechodnie
gdyx € A orazy € x,toy € A lub rownowaznie gdy x € 4, to x < A). T. Jech, Set..., Twierdzenie
6.15, A. Kanamori, The higher..., Lemat 0.4.

38 Uzywamy oznaczen x; < x, zamiast xEx,.
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ovi,..., vy) € Z(U, I) & U k= ¢xy,.. ., x,] dla pewnych x,,..., x, € I ta-
kich, ze x; < ... <x,.

Tak okreslony zbior formut X to EM-zbiér dla zbioru nieodroznialnych liczb po-
rzadkowych w modelu U. Formalna definicja tego EM-zbioru jest nast¢pujaca: zbior
formut ¥ to EM-zbior, gdy istnieje model U elementarnie rownowazny wzgledem
pewnego fragmentu uniwersum konstruowalnego L (gdzie A to graniczna liczba po-
rzadkowa) oraz nieskonczony zbidr I elementéw nieodroznialnych dla U taki, ze ¥ =
2(U, I). Mozna udowodni¢ nast¢pujacy lemat:

Lemat 5. Jezeli X to EM-zbior oraz « to nieskonczona liczba porzadkowa, to istnieje
model U oraz zbiér elementéw nieodroznialnych / dla U taki, ze:

1.2=2(U, I,

2. typ porzadkowy zbioru / to ¢,

3. U=H"()
Ponadto, para (U, ) jest jednoznacznie okre§lona z doktadno$cia do izomorfizmu.

Warunek 3 powyzszego lematu wskazuje, ze tak okreslony model U, elementar-
nie rownowazny wzgledem pewnego fragmentu hierarchii konstruowalnej, jest mo-
delem Ehrenfeuchta—Mostowskiego dla zbioru elementéw nieodroznialnych, ktore
utozsamiamy z nieskonczonym zbiorem liczb porzadkowych. Dla kazdego EM-zbio-
ru oraz kazdej liczby porzadkowej « istnieje jednoznacznie okre$lona para (U, I)
(z lematu 2) bedaca EM-modelem. Tak zdefiniowany EM-model oznaczamy jako
(2, o)-model.

4. ROWNOWAZNE SFORMULOWANIA AKSJOMATU
LEIBNIZA-MYCIELSKIEGO ORAZ ROZNE JEGO WARIANTY

Jednym z najbardziej dyskutowanych oraz najcz¢sciej badanych w literaturze
przedmiotu aksjomatem teorii mnogosci jest aksjomat wyboru (AC). Ma on bardzo
wiele rownowaznych sformutowan, jak réwniez wiele wersji stabszych i mocniej-
szych od oryginalnie sformutowanej w 1904 roku przez Ernsta Zermelo.” Przyjmij-
my, ze funkcja wyboru (ang. choice function) to funkcja matematyczna f o dziedzinie
X, gdzie X to kolekcja niepustych zbiorow taka, ze dla kazdego zbioru S € X zacho-
dzi, ze f(S) to element zbioru S, czyli ze AS) € S. Aksjomat wyboru — w swoim
pierwotnym sformutowaniu — to nastgpujaca asercja:

Aksjomat wyboru (AC): Dla kazdej niepustej rodziny zbioréw A, istnieje funkcja
wyboru taka, ze dla kazdego x € 4 zachodzi, ze f{x) € A.

% Na temat AC istnieje bogata literatura. Por. T. Jech, The axiom of choice, Amsterdam 1973,
North-Holland; P. Howard oraz J. Rubin, Consequences of the axiom of choice, Mathematical Su-
rveys and Monographs 59, Providence 1998, The American Mathematical Society; R. Murawski,
Z filozoficznych..., s. 173-203.
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Jedna z rownowaznych form aksjomatu wyboru sa tak zwane zasady selekcji
Kinny—Wagnera (ang. Kinna—Wagner selection principles). Podstawowa z tych zasad
ma postaé nastgpujacej asercji:

Zasada selekcji Kinny-Wagnera (KW)): Dla kazdej niepustej rodziny zbiorow 4,
z ktorych kazdy ma moc co najmniej 2, istnieje funkcja f'taka, ze dla kazdego zbioru
x € A zachodzi, ze fix) C x, czyli ze f(x) to niepusty wlasciwy podzbioér zbioru x.
Symbolicznie KW ma postac:

Vxe A (x| 22 > D #fx) & x).

Powyzej okreslona funkcja to funkcja selekcji Kinny—Wagnera (ang. Kinna—Wag-
ner selection function). Z faktu orzekajacego, ze we wszystkich tak zwanych per-
mutacyjnych modelach teorii mnogosci Fraenkla—Mostowskiego zbidér potegowy
zbioru dobrze uporzadkowanego moze by¢ dobrze uporzadkowany, mozna udowod-
ni¢, ze zasada selekcji KW, jest rownowazna nastgpujacemu stwierdzeniu (oznaczo-
nemu tu jako KW,):*

KW,: Kazdy zbiér x moze by¢ zanurzony w zbidr potegowy pewnej liczby porzad-
kowej . Co oznaczamy jako x < (0).

Mozna udowodnié, ze na gruncie ZF zachodzi nastgpujaca rownowaznos¢: ZF +—
KW, & KW,. Powyzej przedstawione formy zasad selekcji Kinny—Wagnera moga
by¢ okreslone jako lokalne wersje tych zasad w przeciwienstwie do wersji global-
nych, ktére wlasnie w tym miejscu zostana sformutowane.

“ Modele permutacyjne Fraenkla—Mostowskiego bada sie w tzw. teorii mnogo$ci ZF z urele-
mentami (inaczej z atomami, symbolicznie ZFU lub ZFA). Atomy to obiekty, ktore nie sa zbiorami.
Zachodzi, ze jezeli a to atom to nie istnieje x € a taki, Ze x to zbior. Atomy sa pewnymi indywidu-
ami, z ktérych za pomoca operacji teoriomnogosciowych mozemy tworzy¢ nowe zbiory. Niech U to
zbior atomow oraz V(U) to uniwersum teorii mnogosci z atomami definiowane w nastgpujacy spo-
sob: V(U)o = U, N(U)as1 = P(V(U)o), P(U) = U V(U),,gdzie A to graniczna liczba porzadkowa

a<i
oraz P(U) = U PU),. W teorii ZF uniwersum nie ma nietrywialnych automorfizméw. Wazna
aeOrd

wiasnosécia modeli ZFA jest fakt, ze kazda permutacja zbioru atoméw indukuje automorfizm uni-
wersum V. Jezeli 7 to jedno-jednoznaczne odwzorowanie z U na U (czyli permutacja zbioru U) to
dla kazdego zbioru x zachodzi (przez € -indukcjg), ze 73 = @ oraz 7(x) = {7(y) : y € x}. A wigc &
to € -automorfizm uniwersum. Reasumujac, otrzymujemy, ze kazda permutacj¢ 7 zbioru atomow U
mozna rozszerzy¢ do permutacji uniwersum V. Zalézmy, ze G to grupa permutacji zbioru atoméw U
oraz F to filtr na tej grupie. Wtedy dany zbior x € V(U) jest symetryczny, gdy nastgpujaca grupa
permutacji sym(x) = {we G : mx) = x} nalezy do filtru F. Zaktadamy dalej, ze wszystkie atomy sa
symetryczne tj. sym(a) € F dla wszystkich a € U. Mozna okresli¢ klasg S wszystkich dziedzicznie
symetrycznych obiektow: S = {x : kazdy z € TC({x}) jest symetryczny} (poréwnaj definicje do-
mknigcia przechodniego 7C z przyp. 52). Klasa S to model permutacyjny Fraenkla—Mostowskiego
(FM). Por. U. Felgner, Models of ZF-set theory, Berlin—Heidelberg—New York 1971, Springer Ver-
lag, s. 46-75; P. Howard oraz J. E. Rubin, Consequences..., s. 175-221; T. Jech, Set..., Rozdziat 15.
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Globalna zasada selekcji Kinny—Wagnera (GKW,): Istnieje definiowalne (bez pa-
rametrow) odwzorowanie F takie, ze:

Vx (x| > 1 - (D # F(x) & x)).
Natomiast globalna wersja zasady KW, ma postac:
GKW,: Istnieje definiowalne (bez parametrow) odwzorowanie G takie, ze™!

,,Odwzorowanie G jest wlozeniem (,,injection”’) uniwersum V w klase
podzbioréw klasy Ord”.

Ali Enayat za pomoca rozszerzonej zasady odzwierciedlania Myhilla—Scotta
(ang. Extended Reflection Theorem) dowiodt nastgpujacego twierdzenia dotyczacego
réwnowazno$ci miedzy zasadami selekcji Kinny-Wagnera a aksjomatem LM:*

Twierdzenie 6. Zalozmy, ze M to model dla ZF. Wtedy nastgpujace warunki sg row-
nowazne:

1. M spelnia GKW,,

2. M spelnia GKW,,

3. M spelnia aksjomat LM.

D. Pincus wykazal, ze zasady selekcji Kinny—Wagnera sa réwnowazne wzgledem
nastgpujacych zasad: zasady selektywnego gestego porzadku SDO (ang. selective
dense order principle) oraz zasady selektywnego nicograniczonego porzadku (ang.
selective unbounded order principle) nad aksjomatyka ZF.* Zasady te mozna sfor-
mulowaé w nastepujacy sposob:

Zasada selektywnego gestego porzadku (SDO): Dla kazdej niepustej rodziny zbio-
row A istnieje funkcja f'taka, ze dla kazdego nieskonczonego zbioru x € A4 zachodzi,
ze flx) to gesty liniowy porzadek na x.

Symbolicznie zasada ta moze by¢ przedstawiona w nastgpujacy sposob:

VA3f Vx € A (x jest nieskonczony — f(x) to gesty liniowy porzadek
na x).

Zasada selektywnego nieograniczonego porzadku (SUQO): Dla kazdej niepustej

rodziny zbiordw A istnieje funkcja f'taka, ze dla kazdego nieskonczonego zbioru x € A4

zachodzi, ze f(x) to liniowy porzadek na x bez pierwszego lub ostatniego elementu.
Symbolicznie:

I Por, przyp. 44.

** A. Enayat, On the Leibniz—Mycielski..., Twierdzenie 2.1; J. Myhill oraz D. Scott, Ordinal de-
finability, [w:] Axiomatic set theory, Part I, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics 13,
Providence, R. I. 1970, American Mathematical Society, s. 271-278.

B D. Pincus, The dense linear ordering principle, ,,Journal of Symbolic Logic”, 1997 (62),
s. 438-456.
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VA3f Vx € A (x jest nieskonczony — f{x) to liniowy porzadek bez
pierwszego lub ostatniego elementu okreslony na x).

Analogicznie jak w przypadku zasad selekcji Kinny-Wagnera powyzej okre$lone za-
sady mozna nazwaé wersjami lokalnymi w przeciwienstwie do wersji globalnych,
ktére maja nastgpujaca postac:

GSDO: Dla pewnego definiowalnego (bez parametréw) odwzorowania F zachodzi,
ze dla kazdej nieskonczonej klasy x, F(x) to gesty liniowy porzadek na x.**

GSUO: Dla pewnego definiowalnego (bez parametréw) odwzorowania F zachodzi,
ze dla kazdej nieskonczonej klasy x, F(x) liniowy porzadek na x bez pierwszego lub
ostatniego elementu.

Zachodzi twierdzenie mowiace, ze aksjomat LM jest rownowazny wzgledem global-
nych wersji zasad SDO oraz SUO.* Mozna réwniez sformutowa¢ teorioklasowa
(CLM) wersje aksjomatu LM majaca nastgpujaca symboliczng postac:

CLM: AXVxVy[x #y — Ja> max{px), p0)} Th(Vy €, X N Vy, x) # Th(V,,
€,XNVyx)]

gdzie X to klasa wilasciwa. Zachodzi, ze aksjomat CLM jest rownowazny teoriokla-
sowym wersjom zasad selekcji Kinny—Wagnera. Zasady te maja postaé:*®

CKW;: JFVx (x| 22 > D # F(x) & x) oraz
CKW;: 3G (G jest wlozeniem (,,injection”) V w klasg podzbiorow liczb po-
rzadkowych Ord).

Powyzej wspomniana réwnowazno$¢ ma miejsce na gruncie systemu klas NBG. Ist-
nieje rowniez parametryczna LM(c) wersja aksjomatu Leibniza—Mycielskiego maja-
ca postac:

LM(c): VxVy[x #y — Ja> max{p(x), o), ¢} Th(Vy, €, ¢,x)# Th(V,, €, ¢, y)].

Podobnie GKW,(c) oraz GKW,(c) oznaczaja parametryczne wersje globalnych za-
sad selekcji Kinny—Wagnera obejmujace parametr c. Mozna wykazaé¢ rownowaznos¢

* Odwzorowania, ktérych dziedzina jest klasa oznaczamy duza litera, np. F. Przypomnijmy, ze
klasa wlasciwa to klasa niebgdaca zbiorem. W zalezno$ci od kontekstu metateoretycznego teoria
mnogosci moze dotyczy¢ klas tylko jako pewnego rodzaju nieformalnych obiektow — metajqzy-
kowych klas rownowaznosci pewnych formut logicznych. Tak jest na przyktad w teorii mnogosci
Zermelo—Fraenkela (ZF). Natomiast w teorii mnogosci von Neumanna—Bernaysa—Godla (NBG)
klasy sa wlasciwym obiektem badan. W tym przypadku zbior to klasa bedaca elementem innej kla-
sy. Bez wzgledu jaka aksjomatyke przyjmiemy, kazdy zbior jest klasa, ale nie kazda klasa jest zbio-
rem, poniewaz formuta x € y ma sens wtedy i tylko wtedy gdy x jest zbiorem. Por. A. A. Fraenkel,
Y. Bar-Hillel oraz A. Levy, Foundations..., s. 119-153.

5 A. Enayat, On the Leibniz—Mycielski..., Uwaga 2.2.a.

* Tamze, Uwaga 2.2.d. Por. przyp. 42.
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parametrycznej wersji aksjomatu Leibniza—Mycielskiego z GKW(c) oraz GKW,(c).
Rozpatrzmy réwniez wzmocnienie aksjomatu LM, czyli jego mocng wersje (LM*)
majaca postaé nastepujacej asercji:

LM*: Istnieje formuta ¢(x) taka, ze dla kazdej pary réznych zbiorow a oraz b ist-
nieje liczba porzadkowa « wigksza od rangi zbiorow a oraz b taka, ze (V,, €) spel-

nia @(a) A ~g(b).

Dzigki tak sformulowanej wersji aksjomatu LM mozna udowodni¢ nastgpujace
twierdzenie majace wazne implikacje ontologiczne:*’

Twierdzenie (Solovay): Istnieje formuta ¢(x) w jezyku teorii mnogo$ci majaca do-
ktadnie wskazane zmienne wolne taka, ze na gruncie ZF mozna udowodni¢ nastg-
pujaca asercjg: jezeli & to liczba porzadkowa oraz ¢(x) to formuta jgzyka teorii mno-
gosci z jedna zmienna wolna x, to istnieje liczba porzadkowa 3 > o taka, ze dla kaz-
dego zbioru x € Vgzachodzi nastepujacy warunek:

[VsE ¢(x)] wtedy i tylko wtedy, gdy [x € V oraz V, = ¢(x)].

Do tej pory pracowali$my w §rodowisku pierwszorzedowych teorii modeli o po-
staci (V,, o, a). Fakt ten sklania do podjgcia badan nad aksjomatami o postaci LM,
gdzie L to rozszerzenie pierwszorz¢dowej logiki L, ,. Tymi rozszerzeniami moga
by¢ na przyktad rozne logiki drugiego rzedu, logiki infinitarne, logiki z kwantyfika-
torami rozgalezionymi ,.istnieje k-wiele”. Przeformutowanie aksjomatu LM do po-
staci LM, ma postaé:*

LM: Dla kazdej pary réznych zbioréw a i b istnieje liczba porzadkowa o wigksza
od rangi zbiordw a i b oraz formuta ¢(v) w logice L taka, ze (V,, €) spelnia ¢(a) A

—@(b).

Przy tak sformulowanym aksjomacie LM; musimy zatozy¢ nastgpujacy warunek
dotyczacy spetnialnosci odpowiednich L-formut.

*) Zatozmy, ze ¢(x) to L-formuta. Wtedy {(c, ¢(x), a) : (Vy, €, a) = ¢a)}
to bezparametrycznie definiowalna klasa w (V, €).

W rezultacie otrzymujemy nastepujacy wniosek:*’

Whiosek 7. Zatozmy, ze logika bedaca rozszerzeniem logiki L, spelnia warunek
(*) oraz ze jej formuly sa porzadkowo definiowalne. Wtedy zachodzi nastepujacy
warunek: ZF + LMy <> LM.”

47 Tamze, Twierdzenie 4.1.1.

*® Tamze, Paragraf 4.2.

49 Tamze, Stwierdzenie 4.2.1.

30 Zbior jest porzqdkowo definiowalny (ang. ordinal definable), gdy istnieje formuta ptaka, ze X
={u: (u, a,..., 0p,)} dla pewnych liczb porzadkowych a,..., ;. Nieformalnie méwiac, zbior jest
porzadkowo definiowalny, gdy moze by¢ okreslony przez pierwszorzgdowa formulg ze skonczona
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Reasumujac, mozna stwierdzié, ze aksjomaty LM oraz LM sa réwnowazne nad
ZF dla wielu rozszerzen logiki L. Zachodzi to na przyktad dla logik drugorz¢do-
wych, logik n-rzedowych lub nawet dla logiki (L,,,)"", czyli pemnej logiki infinitar-
nej w sensie HOD. Ale gdy formuty danej logiki L leza poza OD, to aksjomat LM
jest stabszy niz aksjomat Leibniza—Mycielskiego. Innym aksjomatem pokrewnym
wzgledem pewnika LM jest tzw. staby aksjomat LM (WLM), gdzie rolg¢ unarnych
formut odgrywaja formuty binarne. Aksjomat ten mozna sformutowaé nastepujaco:

WLM: Dla kazdej pary réznych zbiordw a oraz b istnieje liczba porzadkowa o
wigksza od rangi zbior6w a i b oraz formula ¢@(u, v) taka, ze (V,, €) spetnia —(¢(a, b)

< @b, a)).

Podobnie jak aksjomat LM tak tez aksjomat WLM moze by¢ sformutowany jako
zasada wyboru. Mianowicie zostato udowodnione nastepujace twierdzenie:”'

Twierdzenie 8. Zal6zmy, ze M to model dla ZF. Wtedy nastgpujace warunki sg row-
nowazne:

1. dla pewnej definiowalnej (bez parametréw) funkcji F zachodzi, ze M = ,,F to
funkcja wyboru na klasie par zbiorow”,

2. M= WLM.

Istnieja rowniez konstruowalne warianty aksjomatow LM oraz WLM, w ktorych
uniwersum von Neumanna V, jest zastapione przez konstruowalne modele o postaci
L[A], gdzie A to zbior przechodni.’*** Tymi aksjomatami sa:

liczba parametréw w postaci liczb porzadkowych. Formuta ¢(x, a4,..., o) jest porzqdkowo defi-
niowalna, gdy a,..., 0, € Ord to parametry oraz istnieje doktadnie jeden zbior u taki, ze = ¢@(u,
a,..., o). Por. T. Jech, Set..., s. 194.

! Por. A. Enayat, On the Leibniz—Mycielski..., Twierdzenie 4.3.1.

52 Tamze, Paragraf 4.4.

3 Méwimy tu o hierarchii zbioréw konstruowalnych wzgledem danego zbioru A. Istnieja dwa
rézne sposoby okreslania hierarchii zbioréw konstruowalnych wzgledem danego zbioru. Pierwszy
sposob pochodzi od Lévy’ego i w wyniku tego procesu powstaje wewngtrzny model o postaci L[A4].
Relatywizujemy hierarchi¢ L, za pomoca nastgpujacej generalizacji: defy(M) = {X c M : X jest de-
finiowalny nad (M, €, 4 N M)}, gdzie A N M to unarny predykat. Klasa zbioréw konstruowalnych
ze zbioru 4 jest okreslona przez indukcje: Lo[A] = &, Lon[A] = defu(LJA]), LiA] = U L,[A] gdy

a<i
A to graniczna liczba porzadkowa oraz L[A] = U L,[A]. Jezeli A to dowolny zbidr, to L[4] jest
oeOrd
modelem dla ZFC. L[A4] spetnia aksjomat mowiacy, ze istnieje zbidr X taki, ze V' = L[X]. Jezeli M to
wewngtrzny model dla ZF taki, ze A " M € M, to L[A] € M. Druga z metod relatywizacji hierarchii
konstruowalnej Godla pochodzi od Hajnala i ma postaé: Lo(A) = TC({4}), Lei(4) = def(LAA)),
LyA) = U L,(A4), gdy A to graniczna liczba porzadkowa oraz Li(4) = U L, (A4). Przechodnia
a<i oeOrd

klasa L(A4) to wewngtrzny model dla ZF, zawiera ona zbidr 4 oraz jest najmniejszym takim mode-
lem. Por. definicj¢ domknigcia przechodniego z przyp. 54. Na temat konstruowalnosci patrz: T. Jech,
Set..., Rozdziat 13.
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Aksjomat Leibniza—Gddla (LG): Dla kazdej pary r6znych zbioréw a oraz b istnieje
liczba porzadkowa o wigksza od rangi zbiordw a i b oraz formula ¢(u, v) taka, ze
(LA], €) spelnia ¢(a) A =@(b), gdzie A to przechodnie domknigcie pary {a, b}.

Slaby aksjomat Leibniza—Go6dla (WLG): Dla kazdej pary réznych zbiordw a oraz
b istnieje liczba porzadkowa o wigksza od rangi zbiorow a i b oraz formuta ¢(u, v)
taka, ze (L,[4], €) spelnia —(¢(a, b) < @(b, a)), gdzie A to przechodnie domknigcie
pary {a, b}.**

Mozna udowodnié, ze aksjomat ' = L pociaga aksjomat LG, ale pewnik LG jest
stabszy niz V' = L. Przypomnijmy, ze zgodnie z aksjomatem wyro6zniania, jezeli ¢(x)
to formuta, to dla kazdego zbioru X istnieje zbior ¥ = {u € X : ¢(u)}.” Dla pewnego
zbioru formut (tzw. formut Ag) konstrukcja zbioru Y z X moze by¢ opisana przez
skonczona liczbe elementarnych operacji.”® Godel dowiodt twierdzenia mowiacego,
ze istnieja operacje Gi,..., Gy takie, ze jezeli ¢(u,,..., u,) to Ap-formuta, to istnieje
zlozenie G powyzszych operacji takie, ze dla wszystkich zbioréw X ,..., X, zachodzi
nastgpujacy warunek:

GXi,. X)={(uy,...,w)) g € Xy ..., u, € X, oraz @uy ,..., u,)}.”"

> Domknigcie przechodnie (ang. transitive closure) zbioru X to najmniejszy (ze wzgledu na in-
kluzjg) przechodni zbidr zawierajacy zbior X. Dla kazdego zbioru X istnieje zbior przechodni zawie-

rajacy X. Kazdy zbior przechodni spetnia UX c X. Oznaczajac domknigcie przechodnie zbioru X
przez TC(X), otrzymujemy nastgpujaca definicjg: TC(X) = ﬂ {Z:Z o X}, gdzie Z to zbidr prze-

chodni. Intuicyjnie — domknigcie przechodnie zbioru X sktada si¢ z wszystkich elementow zbioru
X, elementow elementow zbioru X, elementow...elementdw zbioru X itd.

% Aksjomat wyrdzniania (inaczej aksjomat podzbioréw, aksjomat wycinania) to jeden z aksjo-
matow teorii mnogosci ZF. W istocie nie jest to jeden aksjomat, ale schemat aksjomatéw. Stwierdza
on, ze dla kazdej formuty w jezyku teorii mnogosci zawierajacej zmienne wolne x, wy,..., w,, 4
zachodzi nastepujacy warunek: Vwi,..., w, VAIBVx(x € B> [x € A A ¢Ax, wi,..., w, , A)]), czyli
dla kazdego zbioru A istnieje podzbior B taki, ze dla kazdego zbioru x, zachodzi, ze x jest elemen-
tem podzbioru B wtedy i tylko wtedy, gdy x spelnia formulg ¢ (i oczywiscie tym samym jest ele-
mentem zbioru A). Aksjomat wyrdzniania jest wyprowadzalny z aksjomatu zbioru pustego
(orzekajacego istnienie zbioru pustego) oraz z aksjomatu zastgpowania. Por. T. Jech, Set..., s. 7;
R. Murawski, Z filozoficznych..., s. 173-203.

*6 Pojecia definiowalne moga by¢ klasyfikowane wedtug nastepujacej hierarchii formut wpro-
wadzonej przez Lévy’ego. Formuta jest X, formuta oraz I, formuta, gdy jej jedyne kwantyfikatory
sq ograniczone. Wtedy jest Ag formuta. Indukcyjnie, formuta jest X, formuta, gdy ma postaé¢ Ix¢
gdzie ¢ to I1, formuta oraz jest I, formula , gdy ma posta¢ Vx¢, gdzie ¢ to %, formuta. Mowimy,
ze dana wlasnosc¢ (klasa, relacja) jest typu X, (lub I1,) wiasnoscia (klasa, relacja), gdy moze byé
wyrazona przez %, (lub I1,) formule. Funkcja F jest typu X, (lub I1,), gdy relacja y = F(x) jest Z,
(lub IT,). T. Jech, Set..., Rozdziat 13.

37 Obecnie twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia Gédla o postaci normalnej (ang. Géodel's
Normal Form Theorem). T. Jech, Set..., Twierdzenie 13.4.
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Operacje G ,..., Gyo z powyzszego twierdzenia nosza nazwe operacji Godlowskich.™®
Zatézmy, ze X to zbidr. Wtedy c/(X) to domknigcie zbioru X ze wzglgdu na operacje
Godlowskie. Teraz mozna okresli¢ klase OD wszystkich porzqdkowo definiowalnych
zbioréw w nastepujacy sposob:™

oD= |Jc{y,:B<ay.

aeOrd

Otrzymujemy wigc, ze klasa OD to domkniecie Gédla struktur {V, : o€ Ord},
czyli porzadkowo definiowalne zbiory sa konstruowalne z V, dzigki operacjom
Godlowskim. Elementy klasy OD to doktadnie zbiory definiowalne porzadkowo.
A wige dla kazdego zbioru X € OD istnieje liczba porzadkowa o € Ord taka, ze
zbiér X ma postaé X = {u : @(u, @)} gdzie @(u, ) to formuta oraz u € F().*° Klasa
OD nie musi by¢ przechodnia oraz nie musi by¢ modelem dla ZFC, poniewaz nie
musi spelnia¢ aksjomatu ekstensjonalno$ci. Zbidr nazywamy dziedzicznie porzqdko-
wo definiowalnym (ang. hereditarily ordinal definable), gdy jest on porzadkowo de-
finiowalny oraz wszystkie elementy jego przechodniego domknigcia sa porzadkowo
definiowalne. Klasa dziedzicznie definiowalnych zbioréw jest oznaczona przez
HOD. Jest ona przechodnim modelem dla ZFC z definiowalnym dobrym porzad-
kiem. Jest niesprzeczne z aksjomatami teorii mnogosci, ze wszystkie zbiory sa po-
rzadkowo definiowalne, a wiec dziedzicznie porzadkowo definiowalne. Te asercje
moga by¢ uznane za dodatkowe aksjomaty teorii mnogosci i majg one posta¢ V= OD
oraz V = HOD.®' Przy zatozeniu aksjomatu V' = OD uniwersum wszystkich zbioréw
V moze by¢ globalnie dobrze uporzadkowane, a wigc istnieje definiowalne wlozenie
(ang. injection) uniwersum w klase singletonow liczb porzadkowych.®? Dlatego tez
aksjomatyka teorii mnogosci ZF z dodatkowym aksjomatem stwierdzajacym, ze
wszystkie zbiory sg porzadkowo definiowalne, implikuje aksjomat Leibniza—Myciel-
skiego. Zachodzi wigc, ze

% Operacje te maja postaé: Gy(X, Y) = {X, Y}, Go(X, Y) =X X ¥, G5(X, Y) = &X, Y) = {(u, v) : u
€ XAve Yaue v}, GX, ) =X-¥, Gs(X, N =X " Y, Go(X) = | J X, G(X) = dom(X), Gy(X.)

={u,v):(u,v)e X}, GoX,) = {(u, v, w) : (u, w, v) € X }, Gio(X;) = {(u, v, w) : (v, w, u) € X }.
Por. T. Jech, Set..., Rozdziat 13.

%9 Por. definicje zbioréw porzadkowo definiowalnych z przyp. 50.

% Pamigtajac, ze z aksjomatéw teorii mnogosci mozna wyprowadzié twierdzenie o postaci
Vxdofx € V,] méwiace, ze dla kazdego zbioru x istnieje liczba porzadkowa « taka, ze zbidr x nale-
zy do fragmentu uniwersum mnogosciowego o postaci V,,, zakladamy, ze dla modeli o postaci (V4,
€) oznaczamy przez D, zbior elementéow z V,, ktore moga by¢ okreslone przez unarne formuty
z modelu (V,, €). Wtedy — intuicyjnie — klasa OD jest okreslona w nastgpujacy sposob: OD =

Db, Por. T. Jech, Ser..., Rozdziat 13.
aeOrd

' K. Kunen, Set theory. An introduction to idependence proofs, Studies In Logic and the Foun-
dations of Mathematics 102, Amsterdam — New York — Oxford 1980, North-Holland Publishing
Company, s. 152-163.

52 Tamze, s. 152-163.
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ZF+V=0D+LM.

Mozna wysnué przypuszczenie, ze powyzsza implikacja ma wazne konsekwen-
cje metateoretyczne, epistemologiczne jak rowniez ontologiczne. Poniewaz zakla-
dajac, ze wszystkie zbiory w uniwersum ZF sa porzadkowo definiowalne, czyli ak-
ceptujac aksjomat V' = OD jako dodatkowy pewnik teorii mnogos$ci, przyjmujemy
zarazem mocne zatozenia stwierdzajace na przyklad, ze i) istnieje binarna formula
@(x, y), ktéra dobrze porzadkuje uniwersum wszystkich zbioréw V, ii) definiowalne
elementy kazdego modelu M teorii mnogosci tworza elementarny podmodel modelu
M oraz iii) obowiazuje aksjomat regularno$ci.®** Dalej, mozna stwierdzi¢, ze po-
rzadkowa definiowalno$¢ wszystkich zbiorow w uniwersum matematycznym impli-
kuje fakt orzekajacy, ze nie istnieja dwa nieodrdznialne nieidentyczne zbiory w tym
uniwersum. Definiowalno$¢ jest pojeciem o charakterze metalogiczno-epistemolo-
gicznym ale ma fundamentalne znaczenie w badaniach ontologicznych nad identycz-
no$cig 1 nieodrdznialnoscia obiektow w uniwersum czystej matematyki. Tak jak
w czesci drugiej pracy postawiliémy hipoteze mowiaca, ze skolemizacja jezyka oraz
teoriomodelowe twierdzenie Ehrenfeuchta—Mostowskiego, ktorego wyprowadzal-
no$¢ ona umozliwia, odgrywaja w badaniach ontologicznych poréwnywalna role jak
twierdzenia Lowenheima—Skolema oraz Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy
w badaniach epistemologicznych, tak w tym miejscu mozna zaryzykowac¢ stwierdze-
nie méwiace, ze aksjomat orzekajacy, ze kazdy zbior jest porzadkowo definiowalny
ma podstawowe i dalekosiezne implikacje w dziedzinie badan ontologicznych nad
uniwersum teoriomnogosciowym. Jak zauwaza J. Mycielski — nigdy w matematyce
nie potrzebujemy zbiordw, ktore nie sa porzadkowo definiowalne, a wigc spoza klasy
OD (chociaz mozna zatozy¢ istnienie zbioru nienalezacego do klasy OD, to jego od-
krycie na pewno nie prowadzitoby do zadnej ciekawej matematyki),” czyli, ze jezeli
istnieje jaki$ zbior to nalezy on do klasy OD, a wigc — co stanowi implikacj¢ ak-
sjomatu OD na gruncie ZF — obowiazuje wzglgdem niego prawo Leibniza. Kazdy
zbidr w klasie OD jest odréznialny od innych. W uniwersum OD nie mogg istnie¢
dwa zbiory rozniace si¢ tylko i wylacznie numerycznie. Reasumujac powyzsze roz-
wazania stwierdzamy, ze dzigki metalogice oraz epistemologii otrzymujemy dowody
na pewne fakty z dziedziny ontologii.

83 dksjomat regularnosci to jeden z aksjomatéw teorii mnogosci, nazywajacy si¢ rowniez ak-
sjomatem dobrego ufundowania, majacy postaé: Vx[x # 0 — Jy[y € x A Vz[z€ y > z ¢ x]]]. Zo-
stal on wprowadzony przez Mirimanoffa (w 1917 roku) oraz przez von Neumanna (w 1925 roku)
i orzeka, ze kazdy zbior x zawiera element z roztaczny ze zbiorem x. Na podstawie tego aksjomatu
mozna dowies¢, ze zaden zbidr nie jest swoim wlasnym elementem oraz Ze nie istnieje nieskonczo-
ny ciag (a;) taki, ze a;+) jest elementem a; dla wszystkich i. A wigc, zakltadajac aksjomat regularnosci
dowodzimy, ze nie istnieja nieskonczone zstgpujace ciagi. Por. A. A. Fraenkel, Y. Bar-Hillel oraz
A. Levy, Foundations..., s. 86-102; R. Murawski, Z filozoficznych..., s. 173-203.

84 J. Mycielski, 4 system of axioms of set theory for the rationalists, ,,Notices of the American
Mathematical Society”, 2006 nr 2 (53), s. 206-213.

7. Mycielski, The axiom..., s. 208.
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5. ZAKONCZENIE

Na zakonczenie zaznaczmy, ze rozwazania podjete w tym artykule stanowia
wstep do badan nad zagadnieniem identycznosci i nieodroznialnosci w uniwersum
matematycznym. Dotychczasowe prace nad tymi zagadnieniami skupiaty si¢ gtéwnie
na dziedzinie czystej logiki i nie mialy one prostego przetozenia na uniwersum teo-
riomnogos$ciowe lub jego fragmenty (oraz ich modele).®® W powyzszej pracy zary-
sowali§my pewne koncepcje pozwalajace na wysnucie wnioskéw dotyczacych sto-
sowalno$ci prawa Leibniza wzgledem uniwersum V (oraz jego fragmentow V,) lub
wewngetrznych modeli tych dziedzin. Nie omawialiémy kwestii wazno$ci LL w roz-
szerzeniach forcingowych modeli teorii mnogosci. Podane zostaty najwazniejsze im-
plikacje natury ontologicznej wypltywajace z aksjomatu Leibniza—Mycielskiego.®’
Postawiliémy hipoteze méwiaca, ze podatnos¢ jezyka teorii mnogo$ci na skolemiza-
cje oraz obowiazywalno$¢ teoriomodelowego prawa Ehrenfeuchta—Mostowskiego
wzgledem modeli teorii mnogos$ci, bedaca rezultatem tej podatnosci, maja swoje
ontologiczne implikacje, mianowicie pozwalaja na konstruowanie modeli z dowolnie
duzymi zbiorami elementéw nieodréznialnych. Natomiast przyjecie dodatkowego
aksjomatu stwierdzajacego, ze wszystkie zbiory sa porzadkowo definiowalne (V' =
OD) pozwala na aksjomatyczne okreslenie identyczno$ci w postaci aksjomatu Leib-
niza—Mycielskiego. Pozostaje kwestia otwarta stosunek tak okreslonej identyczno$ci
do definiowalnej relacji tozsamosci w dziedzinie logik pierwszego rzgdu. Réwniez
zaznaczmy tutaj, ze trwajq badania nad teoriomodelowa charakteryzacja aksjomatu
LM jak tez jego stosowalno$cia w teorii modeli. W tym miejscu zaznaczmy tylko, ze
istnieja systemy aksjomatyczne teorii mnogo$ci z negacja prawa Leibniza. Sa to
systemy anty-Leibnizjanskie.”® Wszystkie one charakteryzuja si¢ tym, ze za jedno ze
swoich twierdzen przyjmuja zdanie ,istnieje wlasciwa klasa elementow nieodroz-
nialnych”. Oznaczmy przez ZFC(I) teori¢ w jezyku {e, I(x)}, gdzie I(x) to unarny
predykat oznaczajacy elementy nieodroznialne, ktorej aksjomatami sa ponizsze
twierdzenia:

1. ZFC plus wszystkie podstawienia aksjomatu zastgpowania w jezyku {e, I(x)},

2. I to kofinalna podklasa klasy Ord: (I c Ord) A¥x e Ord3dy e Ord(x € y € I),

3. dla kazdej n-arnej formuly ¢(vi,..., v,) w jezyku {€} zachodzi nastgpujacy
warunek: Vxi,..., X, Vyi,.., ¥, 21 X1 ,..., X)) < OV1se-es Vi)

8 J. Zygmunt oraz J. Hawranek, O identycznosci logicznej, [w:] Skionnos¢ metafizyczna, red.
M. Omyta, Warszawa 1997, Wydziat Filozofii i Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego, s. 193-203.

57 Por. P. Wilczek, Large cardinals, models of set theory and Leibniz Law, [w:] Volume of Abs-
tracts, 6™ European Congress of Analytic Philosophy, red. V. Kukushkina oraz K. Kijania-Placek,
Krakow 2008.

8 A. Enayat, Set theory and indiscernibles, IPM Logic Conference 2007, adres internctowy:
http://academic2.american.edu/~enayat/Slides%2001%20Talks/Indiscernibles.pdf



Nowy postulat teorii mnogosci — aksjomat Leibniza—Mycielskiego 103

Iterujac operacj¢ dodawania elementéw nieodrdznialnych poprzez wprowadzenie
skonczenie wielu lub przeliczalnie wielu nowych unarnych predykatéw nieodrdz-
nialnoéci otrzymujemy odpowiednio systemy aksjomatyczne oznaczane jako
ZFC(I"®) oraz ZFC(I®). Sa to teorie w jezyku {€} U {I,(x) : n € o}, gdzie I, to
unarne nowe predykaty, rozszerzajace aksjomatyke ZFC(I), ktorej twierdzenia pod-
stawowe maja posta¢ nast¢pujacych warunkow:

1. ZFC plus wszystkie podstawienia aksjomatu zastgpowania w jezyku {€} U
(L) :ne o},

2. I, to kofinalna podklasa klasy Ord,

3. I to klasa elementoéw nieodréznialnych dla (V, € ) oraz dla n = 0, I, to klasa
elementow nieodrdéznialnych dla struktury (V, €, Iy,..., 1,).

Metateoria systemow anty-Leibnizjanskich jest malo znana i dlatego wymaga
gruntownych badan.



