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Multi-temporalne struktury obliczeniowe
Indeksowane liczby naturalne w Swietle arytmetyki kognitywnej

Celem artykutu jest pokazanie tego, ze jesli przyjmiemy Kanta koncepcjg aryt-
metyki, zgodnie z ktora jej przedmiotem poznania jest aprioryczna forma czasu, to
forma ta ma struktur¢ multi-temporalng i stanowi ona model arytmetyki indeksowa-
nych liczb naturalnych.' Innymi stowy, jesli umyst posiada zakodowana apriorycznie
formg czasu (zgodnie z kognitywnym kantyzmem), to jej struktura nie jest repre-
zentowana przez dyskretna polprosta, lecz jest reprezentowana przez pek takich pol-
prostych.

Weryfikacja zaprezentowanej hipotezy powinna skutkowaé¢ zmiana modelu
akwizycji arytmetycznego systemu kompetencyjnego, akceptowanego w ramach
arytmetyki kognitywnej.” Ot6z, przyjmuje sie, ze umyst posiada kompetencje do
przeprowadzania rozmaitych obliczen. Jej rdzeniem jest tak zwany ,,zmyst liczebno-
$ci” (number sense, numerosity sense), manifestujacy si¢ w czynnosciach intuicyjne-
go ujmowania wielu, aczkolwiek ,,prostych”, faktow arytmetycznych.’ Funkcjonuje

! Arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych jest przedstawiona w pracy [Krysztofiak 2008].

% Arytmetyka kognitywna stanowi dzial psychologii poznawczej czy tez nauk kognitywnych,
ktorego celem jest rekonstrukcja rozmaitych systemow reprezentacji liczbowych warunkujacych
czynnosci obliczeniowe umyshu. Zgodnie z podstawowym zalozeniem badan kognitywno-arytme-
tycznych, aktywowanie si¢ w umysle okreslonych reprezentacji arytmetycznych stanowi warunek
wykonywania przez umyst rozmaitych czynnosci obliczeniowych. W szczegolnosci arytmetyka ko-
gnitywna zajmuje si¢ zagadnieniem akwizycji przez umyst tych reprezentacji. Na gruncie rozma-
itych modeli probuje si¢ rowniez wyjasnic¢ fakty rozmaitych deficytow cztowieka w obszarze postu-
giwania si¢ liczbami — okreslanych jako dyskalkulia [zob. Ashcraft 1992, Butterworth 2005].
Wspolczesnie arytmetyka kognitywna stanowi niezwykle szybko rozwijajaca sig¢ dyscypling badawcza.

? Na zmyst liczebnosci sktadaja sig, dla przyktadu, takie oto nasze umiejetnosci: wiemy, iz po-
migdzy 3 1 6 sg jeszcze dwie liczby naturalne; wiemy, ze 999 jest wigksze od 9, ze liczba 271 jest
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on w umysle dopiero wowczas, kiedy zostanie w nim zakodowana podstawowa re-
prezentacja arytmetyczna, okre$lana jako lista liczebnikéw lub liniowa reprezentacja
liczb. Wskazuje si¢ jednak, ze nie w kazdym jezyku wystepuja zasoby leksykalne
umozliwiajace umystowi jego odniesienie do dowolnych elementow tej listy (liczb).
Co wigcej, zwraca si¢ uwagg na to, ze cho¢ w pewnych jezykach wystepuja jedynie
dwa badz trzy liczebniki, to takie spolecznosci jezykowe potrafity wytworzy¢ nielin-
gwistyczne techniki liczenia za pomoca kamykoéow, karbow czy tez patyczkéw
(wykorzystujace zasade¢ odpowiednio$ci: jeden-jeden). Oznacza to, ze uzytkownicy
takiego jezyka, cho¢ nie licza symbolicznie (przy pomocy stéw), to jednak sa w sta-
nie opanowaé podstawowe umiejetnosci obliczania.* Praktyka obliczeniowa jako
system czynnosciowy podmiotu jest wowczas wyjasniana jako system algorytmow
okreslajacych efektywne dziatania na owej podstawowej reprezentacji.” Arytmetycy
kognitywni rdznig si¢ jednak w opisie etiologii owej listy liczebnikoéw. Wspolczesnie
akceptowane sa co najmniej trzy konkurencyjne modele akwizycji liniowej repre-
zentacji liczb. Sa one weryfikowane lub falsyfikowane w oparciu o badania ekspe-
rymentalne nad praktykami obliczeniowymi zwierzat oraz niemowlat i dzieci.’

pomigdzy 200 i 300 i ze dodanie dowolnej liczby naturalnej do danej liczby naturalnej zawsze daje
liczbg wigksza, czy tez ze 12 + 15 nie moze by¢ rowne 96. Tego rodzaju wiedzg, nawiazujac do
Russella, Giaquinto okresla jako bezposrednia znajomos¢ liczb i ich wilasnosci. Odréznia ja od
arytmetycznej wiedzy przez opis. Wedlug tego autora, nasza bezposrednia znajomo$é z liczbami
kardynalnymi (reprezentacjami liczno$ci) ma charakter wrodzony (,,There is evidence that we have
an innately given magnitude representation of rough cardinal size, or numerosity, with a neural basis
in the interior parietal lobes”) [Giaquinto 2001, s. 10]. Dehaene z kolei tg¢ zdolnos¢ okresla jako
zmyst liczby (the number sense), ktory jest biologicznie i ewolucyjnie zdeterminowany. Tak, jak
zdrowy czlowiek nie moze uniknaé¢ widzenia przedmiotéw w kolorze, tak tez i nie moze unikna¢ ich
liczenia [zob. Dehaene 2001, s. 16-36].

* Taka grupa jezykowa jest wspotczesne plemig Mundurku z Amazonii. W ich jezyku wyste-
puja jedynie stowa stanowiace odpowiedniki trzech pierwszych liczebnikow. Mimo to przedstawi-
ciele tego plemienia wykazuja umiejgtnosci odrézniania wielkich liczebnosci, a nawet potrafia do-
dawac 1 odejmowac je w sposob przyblizony, co nie odroznia ich od przedszkolnych, amerykan-
skich dzieci [zob. Spelke, Kindler 2007, s. 89-96], [zob. Pica, Lemer, Izard, Dehaene 2004, s. 499-
503]. Etnolodzy i podroznicy (Tylor, Hunt, Dobrizhoffer i inni) opisuja wiele ,,dzikich” ludéw
(Botokudowie z Brazylii, tubylcy z wysp Murray, z wysp Cie$niny Torresa czy Abiponowie), kto-
rych jezyki wykorzystuja jedynie trzy liczebniki: jeden, dwa, duzo [zob. Ifrah 2006, s. 46-48].

* Dehaene uwaza, ze podstawowa lista liczebnikow jest derywowana w trakcie rozwoju dziec-
ka z analogowego systemu reprezentujacego wielko$¢ (system ten jest wspolny ludziom i wielu
zwierzg¢tom) [zob. Dehaene, 2001, s. 16-36]. Carey nie zgadza si¢ z takim stanowiskiem. Autorka ta
twierdzi, ze podstawowa lista reprezentacji liczbowych nie posiada charakteru analogowego, ze nie
jest rdzennym systemem reprezentowania $wiata oraz ze jest kulturowa konstrukcja [zob. Carey
2001, s. 37-55]. Giaquinto rowniez wyraza rezerwg wzgledem ,,analogowe]j koncepcji” nabywania
umiej¢tnoscei liczenia [zob. Giaquinto 2001b, s. 56-68].

® Kazdy z tych modeli zbudowany jest na gruncie schematu uznajacego istnienie systeméw
wiedzy rdzennej (core knowledge) [na temat wiedzy rdzennej, zob. Spelke, Kindler 2007a, s. 89-96;
Spelke, Kindler 2007b, s. 257-264]. Zaktada sig, Ze liniowa reprezentacja liczb naturalnych jest wy-
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W artykule prébuje si¢ pokazaé, ze zakladany schemat rozwoju kompetencji
arytmetycznej, zgodnie z ktérym istnieja dwie makro-fazy tego rozwoju (okres do
zakodowania zintegrowanej listy liczebnikoéw oraz okres rekurencyjnego konstru-
owania ztozonych algorytméw i technik obliczeniowych w oparciu o t¢ listg liczeb-
nikéw)’, jest bledny, gdyz nie da si¢ wyjasnié wielu arytmetycznych dziecigcych
umiejetnosci obliczeniowych jako technik derywowanych z systemu owej zintegro-
wanej listy liczebnikdw. W niniejszej pracy stawia si¢ hipoteze konkurencyjna, mia-
nowicie, ze punktem wyj$cia w rekurencyjnym generowaniu wyrafinowanych algo-
rytméw obliczeniowych przez ,,dojrzaly” umyst jest akwizycja przezen systemu zin-
tegrowanego peku list liczebnikéw (a nie: jednej listy). Teorig tego systemu jest wia-
$nie arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych.

Hipoteza, ze dojrzaly matematycznie umyst ludzki, zdolny do rozwiazywania
prostych zadan z treScia na dodawanie i mnozenie, postuguje si¢ pgkiem list liczeb-
nikow, a nie jedna taka lista, wymaga empirycznej weryfikacji w postaci odpowied-
nio skonstruowanego eksperymentu. Taki eksperyment powinien dodatkowo falsyfi-
kowac¢ hipoteze konkurencyjna, wedtug ktorej umyst postuguje si¢ zawsze jedna lista

generowana z jednego lub kilku takich systemoéw. Model analogowy zaklada, ze umyst ludzki, a takze
umysly wielu gatunkow zwierzat, posiadaja zdolnos¢ do analogowego i przyblizonego reprezento-
wania liczno$ci do$wiadczanych zbioréw, kolekeji czy tez zbiorowisk. Dzigki tej zdolnosci umyst
jest w stanie porzadkowaé pod wzgledem liczno$ci rozmaite zbiory czy zbiorowiska obiektow. Tak
jak w wypadku wszystkich zmystow, liczacy umyst ludzki podlega prawu Fechnera—Webera, okre-
$lajacemu nasze zdolnosci dyskryminacyjne wzgledem bodzcow, a w tym wypadku — liczbowych
(im wyzsze poziomy licznoéci tym trudniej rozdzieli¢ te liczno$ci, przy danej roéznicy w licznosci
zbiorowisk). Poprzez praktyke w estymowaniu przyblizonych licznosci, umyst koduje w sobie re-
prezentacj¢ skompresowanej listy przyblizonych liczb naturalnych. Z niej nastgpnie generuje stan-
dardowa reprezentacjg listy ,,doktadnych” liczb naturalnych, ktéra stanowi podstawg dojrzatego
mys$lenia arytmetycznego [zob. Dehaene 2001, s. 16-36], [zob. Gelman, Gallistel 2004, s. 441-443].
Wedlug innej teorii, podpadajacej pod pierwszy paradygmat, lista doktadnych liczb naturalnych jest
kodowana na gruncie reprezentacji przyblizonych liczb naturalnych oraz schematu implikatury
skalarnej Grice’a [zob. Barner, Bachrach 2010, s. 40-62]. Drugi model bazuje na systemie wyzna-
czajacym zdolnosci umystu do tworzenia zdygitalizowanych, liniowych porzadkéw. Takimi porzad-
kami sg na przyklad stowa oznaczajace kolejne dni tygodnia. Zdolnos¢ ta umozliwia umystowi
dziecka wytworzenie liniowego porzadku liczebnikow (stow stuzacych liczeniu), ktory nastgpnie
jest uzywany w procesie oszacowywania liczno$ci doswiadczanych zbiorowisk. Dzigki temu nastg-
puje w umysle zwiazanie go z reprezentacjami rozmaitych obiektow. W ten sposob dochodzi do
ukonstytuowania si¢ w umysle reprezentacji liczb naturalnych [zob. Carey 2001, s. 37-55]. Trzeci
model zaktada, ze zar6wno analogowa reprezentacja przyblizonych licznosci, jak i czysto syntaktyczne
reprezentacje liniowych porzadkow stow (liczebnikdéw) stanowia podstawowe systemy uczestnicza-
ce W wygenerowaniu reprezentacji liczb naturalnych [zob. Condry, Spelke 2008, s. 22-28].

7 Pierwsza faza rozwoju umiejetnosci obliczeniowych jest jeszcze rozcztonkowywana na okre-
sy opanowywania przez dziecko podstawowych liczebnikow: jeden, dwa, trzy, cztery. Znaczenie
liczebnika jeden dziecko opanowuje w wieku od 6-go do 12-go miesiaca. Wynn podaje precyzyjne
kryterium eksperymentalne rozstrzygania tego, czy dziecko jest kompetentnym uzytkownikiem da-
nego liczebnika [zob. Wynn 1990, s. 155-193], [zob. Wynn 1992, s. 220-251].
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liczebnikow w trakcie rozwiazywania prostych zadan arytmetycznych. Dotychczas
jednak nie skonstruowano zadnego eksperymentu, ktéry weryfikowatby hipoteze
o0 jednej zintegrowanej liscie liczebnikoéw zakodowanej w umysle. Hipoteza ta funk-
cjonuje w badaniach z zakresu arytmetyki kognitywnej jako dogmat.®

Pierwsza czgs¢ artykulu jest poswigcona konstrukeji klasycznego modelu czyn-
no$ci poznawczych aktywowanych przez umyst dziecka przy rozwigzywaniu pew-
nego typu arytmetycznych zadan. Model ten jest poddany krytyce, gdyz wymaga on od
dziecka stosowania bardzo wyrafinowanych operacji teoriomnogosciowych. W dru-
giej czgsci jest naszkicowane wyjasnienie tego, ze umyst jest w stanie wykona¢ czyn-
no$ci poznawcze, potrzebne do rozwiazania zaprezentowanego typu zadan arytme-
tycznych bez odwotywania si¢ do wyrafinowanych operacji teoriomnogosciowych.
Takie wyjasnienie sprowadza si¢ do wykazania tego, ze umyst dziecka, rozwiazujac
zaprezentowany typ zadan, wykorzystuje struktury formalne generowane przez
arytmetyke indeksowanych liczb naturalnych. W trzeciej czgsci jest zaprezentowana
aksjomatyka indeksowanych liczb naturalnych, na gruncie ktérej ,,umyst oblicze-
niowy” dziecka konstruuje multi-temporalny (wieloosiowy) model arytmetyczny,
umozliwiajacy wygenerowanie reprezentacji obliczeniowych wymaganych do roz-
wiazania prostych zadan arytmetycznych ,,na dodawanie”. W ten sposob wskazana
rowniez zostanie dziedzina aplikacji arytmetyki indeksowanych liczb naturalnych.

1. MODEL KLASYCZNY CZYNNOSCI OBLICZENIOWYCH:
ZADANIA ARYTMETYCZNE

W badaniach empirycznych z zakresu pedagogiki matematyki probuje si¢ rekon-
struowa¢ rozmaite modele technik poznawczych wykorzystywanych przez umyst
podczas rozwigzywania rozmaitych typow prostych zadan matematycznych. W szcze-
gblnosci opracowywane sa techniki wizualizacyjne. Jedna z pierwszych prac na ten
temat jest ksiazka [Sawyer 1964, w ktorej autor probuje konstruowaé rozmaite wi-
zualizacyjne modele dla utamkéw, liczb ujemnych i operacji dokonywanych na tych
kategoriach liczbowych.

Modele czynnosci obliczeniowych wykonywanych przez umyst w trakcie rozwia-
zywania matematycznych zadan z trescig sa konstruowane na gruncie rozmaitych kon-
cepcji kognitywistycznych, zaktadajacych istnienie kompetencji obliczeniowej. Mo-

¥ W zadnym z komentarzy (w liczbie trzydziestu jeden, ktorych autorami sa niekiedy dwie lub
trzy osoby) do artykutu [Rips, Bloomfield, Asmuth 2008], napisanych przez najwazniejszych bada-
czy zajmujacych si¢ arytmetyka kognitywna, nie wystgpuje nawet sugestia, ktéra moglaby sygnali-
zowac to, ze podstawa szkolnej arytmetyki nie jest zintegrowana liczba doktadnych liczebnikow,
lecz catkowicie odmienna struktura arytmetyczna. W komentarzu [Halberda, Feigenson 2008] zasu-
gerowane jest to, ze nabycie pojgcia liczby naturalnej wymaga dodatkowo innej rdzennej zdolnosci
— mianowicie zdolnos$ci do postugiwania si¢ pojgciem zbioru, manifestujacej si¢ w ,,spajaniu in-
dywiduow w zbiory”.
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dele te maja funkcjonowac analogicznie, jak programy eksperckie rozwiazujace okres-
lone problemy [Briars, Larkin 1984, s. 247-249]. Wedhug klasycznego modelu, proces
rozwigzywania zadania przebiega w dwoch fazach. Na pierwsza faze sktada si¢ sze-
reg uporzadkowanych czynnosci, sktadajacych si¢ na analiz¢ semantycznag tekstu zada-
nia [Riley, Greeno, Heller 1983]. Podmiot rozwiazujacy zadanie na mocy tych czynno-
$ci generuje reprezentacj¢ arytmetyczng zadania, ktora jest jaka$ formula ze zmienna
wolna. W drugiej fazie, na mocy przeksztalcen reprezentacji na wejsciu, podmiot
dochodzi do sformutowania rozwiazania zadania. Sukces zasadniczo zalezy od pozio-
mu kompetencji podmiotu w zakresie jego analizy semantycznej. W tej fazie podmiot
analizuje kazde stowo tekstu zadania i przyporzadkowuje mu okre$lony byt arytme-
tyczno-teoriomnogosciowy.” To klasyczne podejscie do modelowania czynnosci po-
znawczych wykonywanych w trakcie rozwiazywania prostych, arytmetycznych zadan
z trescia presuponuje koncepcje dwumodutowosci podstawowej kompetencji arytme-
tycznej. Na pierwszy modut skladaja si¢ struktury arytmetyczno-teoriomnogosciowe,
ktore mozna opisaé na gruncie jezyka arytmetyki i teorii mnogosci.'® Ten modut jest
odpowiedzialny za generowanie wiasnie takich struktur arytmetyczno-teoriomnogos-
ciowych. Moze on funkcjonowaé w umystach na rozmaitych poziomach kompeten-
cyjnych. Jesli na przyklad dziecko nie rozumie operacji mnozenia, to jego modut
arytmetyczno-teoriomnogosciowy nie wygeneruje struktur o postaci: A - B = ? Drugi
modut jest odpowiedzialny za konstruowanie schematéw przekladu tresci zadan
arytmetycznych na struktury generowane przez pierwszy modut. Wspoélczesne bada-
nia kognitywistyczne w zakresie modelowania strategii rozwiazywania zadan aryt-
metycznych sa skoncentrowane na rekonstruowaniu rozmaitych programow ,,transla-
torskich” sktadajacych sig na ten whasnie modut."

Przez klasyczny model wyjasniajacy zdolnosci dziecka do rozwiazywania pro-
stych zadan arytmetycznych rozumiemy model, w mysl ktdrego proces rozwiazywa-
nia zadania arytmetycznego jest dwufazowy: najpierw umyst generuje — za pomoca
pierwszego modulu — potencjalne reprezentacje (struktury) arytmetyczno-teorio-
mnogosciowe, nastgpnie za pomoca ktérego$ z programow skladajacych sig na drugi
modut ,,dopasowuje” ktoras z aktywowanych struktur do tresci zadania. W niniejszej

° W pracy [Riley, Greeno, Heller 1983] analizowane jest takie oto zadanie: Joe miaf pie¢ kloc-
kow. Nastepnie Tom dal mu trzy klocki. lle Joe ma teraz klockow? Na mocy analizy semantycznej,
podmiot rozwigzujacy zadanie nazwom wilasnym przyporzadkowuje okreslone zbiory. Czasownik
mial zinterpretuje jako przyporzadkujacy liczno$¢ pierwszemu ze zbiorow. Z kolei czasownikowi
dat przyporzadkuje operacj¢ powigkszenia pierwszego ze zbioré6w o okreslong ilos¢ klockow z dru-
giego ze zbiorow. Ostatecznie podmiot formatuje reprezentacj¢ zadania jako rownanie: A + B =?

' Wielu autoréw podkresla fakt, Ze w procesach rozwiazywania zadan z trescia dzieci angazuja
umiejetnos¢ identyfikowania wielu relacji teoriomnogosciowych (zob. na ten temat [Cummins 1991]).

"W pracy [Briars, Larkin 1984] jest zrekonstruowany taki program (model) — nazwany przez
autorow jako CHEAPS (concrete human-like inferential problem solver) — ktory pozwala symulo-
wac strategie rozwigzywania prostych zadan arytmetycznych kilku typéw (autorzy klasyfikuja na-
wet te typy zadan).
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pracy kwestionowany jest wlasnie klasyczny sposéb rozumienia pierwszego z mo-
dutow. Umyst siedmioletniego dziecka, aby rozwiaza¢ wyszczegdlnione ponizej za-
dania z trescia, musiatby — za pomoca pierwszego z modutéw — generowac ,,mie-
szane” (hybrydowe) struktury teoriomnogos$ciowo-arytmetyczne o wysokim stopniu
ztozonosci. W $wietle proponowanego w pracy ujecia pierwszego z modutow, umyst
dziecka przy rozwiazywaniu analizowanych zadan nie musi generowaé tak zlozo-
nych reprezentacji i co wigcej — nie musi syntetyzowac hybryd arytmetyczno-
teoriomnogosciowych.

Standardowo rozwinigty intelektualnie siedmiolatek jest w stanie rozwiazaé na-
stepujace zadania arytmetyczne:

) Jas mial trzy jabtka, przyszta mama z pracy i data Jasiowi dwie grusz-
ki. Ile Jas ma owocow?

2) Jas miat dwie sliwki. Przyszed? tata z pracy i dat Jasiowi dwa jabtka.
Potem mama data Jasiowi jeszcze trzy cukierki. Ile Jas ma owocow?

3) Jas mial dwa jabtka. Mama data Jasiowi trzy cukierki. Przyszedi tata
i dat Jasiowi jeszcze dwa batony. Siostra Jasia, Malgosia miala dwie
gruszki i dwa cukierki. Ile owocow razem mieli Jas i Malgosia?

Aby opisa¢ to, jakie czynnosci poznawcze umyst dziecka wykonuje przy rozwia-
zywaniu zaprezentowanych zadan, nalezy najpierw dokona¢ opisu ich struktury for-
malno-arytmetycznej. Szkicowo, mozna przypisa¢ nastgpujace struktury formalno-
arytmetyczne wymienionym zadaniom:

(1) 3;+2,=?
@) 2e+2) +3.=?
3) [2j+3) + 2] + 450 =?

Przedstawione rownosci nalezy rozumie¢ w taki sposob, ze ich lewe strony stanowia
opis operacji formalnych, jakie umyst dziecka wykonuje, aby uzyska¢ wynik symbo-
lizowany indeksowana zmienna po prawej stronie (znakiem zapytania). We wszyst-
kich opisach operacji wykonywanych przez umyst, wystepuja indeksowane cyfry.
Jaki typ struktur one reprezentuja? Mozna zrekonstruowaé struktury formalne opi-
sywane przez wyszczegolnione rownosci na gruncie teorii liczb kardynalnych.
Zanalizujmy z tego punktu widzenia pierwsza z réwnosci. Indeksowane cyfry
mozna pojmowac jako ztozone predykaty, ktérych argumentami sa nazwy zbioréw.
Nazwijmy je predykatami licznosci kategorialnej, czyli predykatami z uwagi na ka-
tegorig obiektow. W analizowanym wypadku, wyrazenia: ,,3;”, ,,2,”, moga by¢ czy-
tane: trdj-jabtkowosc, dwoj-gruszkowosé. Przyjmijmy nastgpujaca definicje predy-
katéw liczno$ci kategorialnej. Niech ,,x” bedzie zmienna liczebnikowa arytmetyki
liczb kardynalnych; niech ,,A”, ,,B” beda zmiennymi przebiegajacymi zbior potggo-
wy zbioru uniwersalnego indywidudéw; i w koncu niech ,,L” bedzie stala funkcyjna
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oznaczajaca funkcje¢ liczno$ci (mocy zbioru) okreslona na zbiorach i przyporzadko-
wujacg im liczby kardynalne.

(Df 1) xaB)=L(B)=xABcA

Definicja (Df 1) pokazuje sposéb konstrukeji predykatow liczno$ci kategorialnej,
ktoérymi operuje dziecko przy rozwiazywaniu wyszczegolnionych zadan.

Dziecko rozwiazujac pierwsze zadanie operuje wigc trzema zbiorami na wejsciu:
troj-jablkowym zbiorem A, czyli takim, ze 3;(A), dwoj-gruszkowym zbiorem B,
czyli takim, ze 24(B) oraz suma zbioréw A i B. Zadanie ma wigc posta¢ znalezienia
stalej liczebnikowej, ktora wstawiona w miejsce zmiennej w wyznaczonej funkcji
zdaniowej daje zdanie prawdziwe. Postaé tej funkcji zdaniowej mozna zapisa¢ na-

stepujaco:
3i(A) A 24(B) = x,(A U B).

Rozwiazaniem zadania jest zdanie o postaci: (1) 3;(A) A 24(B) — 5,(A U B). Umyst
dziecka rozwiazujacego analizowane zadanie musi przestanke: 3;(A) A 24(B), prze-
ksztatci¢ na wniosek: 5,(A U B). Stosujac do (1) definicj¢ (DF 1), otrzymujemy na-
stepujace zdanie:

2) (LA)=3AACj)A(LB)=2rBcg) > (LAUB)=5AAUBCo)

Jest oczywiste, ze zdania (2) nie da si¢ udowodni¢ bez dodatkowych zalozen
(danych). Umyst musi dodatkowo, analizujac tre$¢ zadania, wyekstrahowaé z niej
nastepujace zalozenia: (3) j € o; (4) g < 0; (5) A N B = . Ostatecznie wigc, umyst
dziecka rozwiazujacy zadanie pierwsze, przeprowadza inferencjg o postaci:

(6) [fco,gco, AnB=0, L(A)=3,Acj,L(B)=2,Bcg]|+[L(AU
B)=5AAUBCo]

Przyjmijmy nast¢pujacy warunek definicyjny dla funkcji licznosci:
(DF 2) ANB=J — [L(A)+L(B)=L(A U B)]

Inferencja (6), na gruncie (DF 2), jest poprawng logicznie inferencja. Z danych na
wejsciu: (i) j C o, (i) g C o, (iii) A C j, (iv) B g, umyst dziecka wyprowadza struktu-
r¢: A U B C o. Natomiast z danych: (v) A N B =, (vi) L(A) = 3, (vii) L(B) = 2, na
mocy reprezentacji wyznaczonej przez definicj¢ (DF 2), dziecko generuje reprezen-
tacje: L(A U B) = 5. Opisane procesy wymagaja kompetencji w inferencyjnym ope-
rowaniu: zbiorem pustym, relacja inkluzji oraz operacjami: sumy oraz iloczynu zbio-
row, a takze funkcja licznosci (mocy zbiorow) wraz z arytmetyczna operacja doda-
wania. Zaprezentowana analiza pokazuje, ze aby rozwigza¢ zadanie pierwsze umyst
dziecka musi ,,wykroczy¢” poza kompetencje obliczeniowe arytmetyki liczb natural-
nych; musi dodatkowo by¢ biegly w przeksztalcaniu wielu reprezentacji teoriomno-
gosciowych. Czy standardowo rozwinigty siedmiolatek operuje takimi strukturami teo-
riomnogosciowymi? Zanim odpowiemy na to pytanie, przeanalizujmy drugie zadanie.
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Drugie zadanie mozna skonceptualizowa¢ jako generujace reprezentacije: (2s+ 2;) +
3. = X,. Pomimo formalnego podobienstwa z zadaniem pierwszym, ujawniajacego
si¢ w zapisie, rozwigzanie drugiego zadania wymaga umiej¢tnosci postugiwania sig
dodatkowymi strukturami teoriomnogos$ciowymi. Gdyby dziecko postgpowalo
w analogiczny sposob, jak w pierwszym zadaniu, musiatoby podaé falszywa odpo-
wiedz: 7 owocow. Zwykle jednak podaje prawdziwa odpowiedz: cztery owoce. Roz-
nica migdzy zadaniem pierwszym i drugim dotyczy tego, ze w pierwszym z nich
umyst dziecka postuguje si¢ operacja sumy zbioréw, w drugim za$ z nich — postu-
guje si¢ indeksowana z uwagi na kategori¢ suma zbioréw. Definicja tego operatora
jest nastepujaca:

(DF 3) xe AucB=(xe AnCvxe BNnO)

Zgodnie z (DF 3) jesli ze zbiorem jabtek zostanie zsumowany z uwagi na kategori¢
owocow zbior cukierkow, to w wyniku tej operacji otrzymamy dany na wejciu zbior
jabtek, gdyz kazdy zbior cukierkdéw jest rozltaczny z dowolnym zbiorem owocow.
Rozwigzanie drugiego zadania mozna reprezentowac¢ jako dowod nastepujacej infe-
rencji:

I12) [sco,jco,Acs,BCj,L(A)=2,LB)=2,AnB=QJ,Ccc,cn
0= +[L(AUB)U,C)=4 A ((AUB)U,C) Co]

Whiosek w (I 2) mozna zredukowa¢ do formuty: 4,((A U B) U, C). Udowodnienie (I 2)
wymaga poshugiwania si¢ procedura obliczania liczno$ci dla struktur teoriomnogo-
sciowych ksztaltu: A Uc B. Na mocy definicji (Df 3) mozna udowodni¢ réwnos¢:
(T1) Auc B=(Au B) " C.Namocy (T 1) zachodzi réwnos¢: (T 2) ((Au B) U, C) =
(A U B UC) N o. Licznos$¢ zbioru po lewej stronie rownosci (T2) jest identyczna
z liczno$cia zbioru po prawej stronie (T2): (T 3) L(Aw B) U, C) =L((A U B U C)
M o). Na mocy zalozen inferencji (I 2), umyst rozwiazujacy zadanie drugie generuje
réwnosé: (A U B U C) N o= A U B (tak jest, gdyz: C n o= oraz A U B C o).
Woéwecezas wnioskuje: skoro L(A U B) = 4 (te informacj¢ generuje z przestanek: A N
B=O,L(A)=2,LB)=2,to L((A w B uUC) N o) =4. Kompetencja logiczna wa-
runkujaca rozwiazanie zadania drugiego wymaga wigc dodatkowo od umystu dziec-
ka — w poréwnaniu z umiej¢tno$ciami potrzebnymi do rozwiazania zadania pierw-
szego — umiejetnosci generowania indeksowanych operacji teoriomnogo$ciowych.
W wypadku analizowanego zadania sumowanie arytmetyczne poszczegoélnych licz-
no$ci zbiorow datoby wynik fatszywy. Umyst dziecka musi wigc posiadaé takie
zdolno$ci, aby struktura funkcyjna o postaci: L(A U B U C), byla przezen klasyfi-
kowana jako niewlasciwa dla rozwiazania zadania drugiego. W tym celu umyst musi
wygenerowac operacj¢ indeksowanej sumy zbiordw, aby postuzy¢ si¢ nig zgodnie
z opisanym mechanizmem inferencyjnym, w celu rozwiazania zadania.

Kompetencje teoriomnogosciowe wymagane dla rozwiazania zadania trzeciego
sa jeszcze bardziej ztozone. W tym zadaniu dane sa na wejsciu cztery zbiory obiek-
tow, ktore sa pod wzgledem swojej liczebnosci okreslone. Celem zadania jest wyzna-
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czenie licznosci piatego zbioru, uzyskanego w wyniku zastosowania operacji teorio-
mnogos$ciowych do zbioréw na wejsciu. Strukturg logiczno-arytmetyczna zadania trze-
ciego mozna przedstawi¢ nastepujaco: 2j(A) A 3¢(B) A 25(C) A 44u(D) A 2(D N s)—
X,[[(A U, B) U, C] U, D]. Oczywiscie, przeksztalcenie poprzednika na nastgpnik
w wyroznionej implikacji dokonuje si¢ na gruncie relacji teoriomnogosciowych, kto-
re zachodza pomiedzy kategoriami liczonych obiektow w zadaniu. Relacje te sa na-
stepujace: (1) ANB=F, ) (AUB) NC=,3)(AuBUC)ND=,4)jcCo,
B)sco,(6)Bno=G,(7)Cno=0, (8) c no=3. Unyst rozwiazujacy zadanie
trzecie musi te zaleznos$ci wyczytac z tresci zadania oraz ze swojej zmagazynowanej
wiedzy na temat relacji zachodzacych pomigdzy stodyczami i owocami. Dodatkowa
trudnos$¢ analizowanego zadania, w poréwnaniu z zadaniem drugim, dotyczy zlozo-
no$ci predykatu licznosci kategorialnej w wyrazeniu ,,4,,.(D)”. Rozwiazanie anali-
zowanego zadania wymaga wigc posiadania przez umyst dodatkowej kompetencji
(w poréwnaniu z wczesniejszymi zadaniami), manifestujacej si¢ w umiejetnosci ge-
nerowania zlozonych predykatow licznosci kategorialnej z uwagi na ztozonos¢ teo-
riomnogosciowa indeksu.

To, ze typowy siedmiolatek jest w stanie bez trudu rozwigza¢ analizowane zada-
nia, mozna prébowaé wyjasni¢ poprzez odwotanie si¢ do ich zrekonstruowanych
struktur logiczno-arytmetycznych. Umyst dziecka musiatby podczas proceséw obli-
czeniowych wykonywaé, dodatkowo, wyszczegodlnione operacje teoriomnogoscio-
we; przede wszystkim musialby poshugiwac si¢ zbiorem pustym, operacjami: sumy,
iloczynu, relacja inkluzji, funkcja liczby kardynalnej, prostymi predykatami liczno$ci
kategorialnej oraz zlozonymi predykatami licznosci kategorialnej. Bez watpienia,
wyszczegblnione kompetencje oraz teoriomnogosciowa wiedze umyst siedmiolatka
musialby stosowaé w sposob nieswiadomy. Nie jest on bowiem w stanie opisac tego,
co jego umyst ,,robi” podczas rozwiazywania analizowanych zadan. Takie wyjasnie-
nie wymuszatoby wigc akceptacje¢ stwierdzenia, ze podstawowe kategorie pojgciowe
teorii mnogosci, sa przez umyst rozwijane autonomicznie, a nie poprzez praktyke
uczenia si¢ na wszelkich etapach edukacji. Wiedza w zakresie teorii mnogos$ci mu-
sialaby by¢ traktowana jako nalezaca do tak zwanych rdzennych systemow wiedzy,
a nie — jako ten rodzaj wiedzy, ktory posiada kulturowg etiologig.

Zwraca si¢ uwage na fakt, ze siedmioletnie dzieci postuguja si¢ w swoim mysle-
niu rozmaitymi strukturami klasyfikacyjnymi'?; jednakze nie oznacza to wcale tego,
ze w tym wieku umyst opanowuje w sposéb wszechstronny operacje: sumy, iloczy-
nu, relacje inkluzji czy w koncu — ze jest w stanie operowac zbiorem pustym. Co
wigcej, w Swietle najnowszych koncepcji, rozwoj pojeciowy umystu bazuje na poje-

'2 Piaget twierdzi, ze umiejetnosei klasyfikacyjne pojawiaja si¢ u dzieci dosy¢ wezesnie w ich
rozwoju, mianowicie w okresie wczesnego dziecinstwa. Jednakze dopiero okoto 6smego roku zycia
dziecko przejawia umiejgtnosci klasyfikowania operacyjnego (obejmujacego hierarchizacjg zbiorow
i podzbioréw, stosowanie wielu kryteriow, poshugiwanie si¢ tablicami czy w koncu macierzami)
[zob. Piaget, Inhelder 1993, s. 99-100].
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ciach czy tez kategoriach rozmytych (prototypowych)."” Wobec tego, zdolnosci po-
shugiwania si¢ kategoriami precyzyjnymi (ekstensjonalnymi) powinny uzewngtrznia¢
si¢ dopiero w okresie nauki szkolnej dzieci. Doswiadczenia dydaktyczne nauczycieli
logiki pokazuja, ze opanowanie przez studenta rachunku zbiorow, w ktérym jest
wymagane operowanie na kategoriach precyzyjnych, wymaga niezwyktego wysitku.
Gdyby bowiem zdolnos$ci operowania na zbiorach stanowity pewien rodzaj rdzennej
wiedzy, wowczas nauczanie rachunku zbioréw stanowitoby proces ,,wydobywania”
z umystow studentéw nieuswiadomionej, wrodzonej wiedzy. Pozytywne efekty dy-
daktyczne nauczania rachunku zbioréw powinny by¢ tatwo osiagalne. Fakty spo-
teczno-dydaktyczne temu jednak przecza.

W jaki wigc sposob dzieci rozwiazuja zaprezentowane zadania? Aby odpowie-
dzie¢ na postawione pytanie, przeanalizujmy jeszcze jedno zadanie z trescia:

“4) Jas mial trzy jabtka, przyszia mama z pracy i data Jasiowi dwa jabtka.
1le Jas ma jablek?

Roéwnanie, ktore dziecko napisze (lub wypowie), aby rozwiazaé zadanie (4), ma po-
sta¢ nastepujaca: 2 + 3 = ? W wyniku procesu wydobywania z pamigci faktu aryt-
metycznego'!, poda poprawny wynik. Réznica migdzy zadaniem (4) a zadaniami
wczesniejszymi, polega na tym, ze w wypadku (4), w odréznieniu od pozostatych
zadan, nie jest wymagana, w celu uzyskania poprawnego wyniku, zadna wiedza do-
tyczaca relacji zachodzacych migdzy zbiorami (kategoriami) ani nie sa wymagane
umiejetnosci operowania na zbiorach. Umyst postuguje si¢ tu wytacznie liczebniko-
wa reprezentacja liczb naturalnych i operacyjnymi umiejetnosciami dziatania na li-
czebnikach (tabliczke dodawania).

Pomigdzy zadaniem (4) a zadaniami (2) i (3) zachodzi jeszcze jedna roznica.
Ot6z, w arytmetycznych reprezentacjach zadan: (2) (2,+2;) +3.=72; 3) [(2;+30) +
2y] + 440 = 2, wystepuje ,,slepe” dodawanie. W (2) fraza: + 3. oraz w (3) frazy: + 3,
i+ 2y, sa nierelewantne. Umyst traktuje je jako synonimiczne z arytmetyczna fraza:
+ 0. Innymi stowy, operacje: + 3. oraz + 3. i + 2}, sa przez umyst uniewazniane
W procesie rozwigzywania zadan. Na pytania: Dlaczego w zadaniu (2), a takze w za-
daniu (3) wyszlo ci 47, dziecko odpowiada: Poniewaz cukierki oraz batony nie sq
owocami. Odpowiedz taka wskazuje, ze czynno$¢ uniewazniania operacji dodawania
w obu zadaniach, jest zdeterminowana niewspdtmiernoscia kategorialng pomigdzy
zbiorami cukierkéw i batondow a obliczana liczebnoscia zbioru owocow. Jesli umyst
siedmioletniego dziecka nie postuguje si¢ teoria mnogos$ci skonczonych liczb kardy-
nalnych, to jak jest on w stanie dokona¢ operacji uniewaznienia dodawania w anali-
zowanych zadaniach na podstawie zauwazonej niewspotmiernosci kategorialnej?

"> Na temat E. Rosch teorii prototypéw [zob. Necka, Orzechowski, Szymura 2007, s. 112-125].

14 Zob. [Butterworth 2005, s. 3-18], [Temple, Sherwood 2002, s. 733-752]. Autorzy ci zwracaja
uwagg na to, ze deficyty w umiejetnosciach obliczeniowych (dyskalkulia) nie sa skorelowane z de-
ficytami w wydobywaniu rozmaitych reprezentacji z pamigci.
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Wobec przedstawionych modeli proceséw obliczeniowych, dokonywanych przez
umyst siedmiolatka, mozna by wytoczy¢ nastepujacy zarzut: ,.filtrowanie kategorial-
ne zdan zachodzi na etapie przedobliczeniowym”", zatem w celu sformatowania re-
prezentacji arytmetycznych analizowanych zadan nie trzeba uzywaé indeksowanych
liczebnikow. Latwo zauwazy¢, ze w $wietle tej propozycji modul umyshu odpowie-
dzialny za analiz¢ semantyczna tre$ci zadania posiadalby kompetencj¢ do operowa-
nia strukturami teoriomnogosciowymi. W wypadku pierwszego zadania, umyst in-
terpretowaltby operacj¢ dodania do zbioru trzech jabtek zbioru dwdch gruszek jako
sumg teoriomnogos$ciowa dwodch roztacznych zbiorow. Uzycie w zadaniu stowa
»owoce” stanowiloby oznaczenie nowego zbioru, uzyskanego w wyniku operacji
sumowania dwoch zbiorow. Jednakze na fakt takiego uzycia stowa ,,owoce” nie
wskazuje to, ze w zadaniu stowo to nie bylo uzyte dla zbioré6w na wejsciu. Tres¢
stowa ,,owoce” determinuje to, ze jest ono przez umyst rozwiazujacy zadanie inter-
pretowane jako oznaczenie nowego zbioru. Gdyby w zadaniu pierwszym zamienié
stowo ,,owoce” stowem ,,cukierki” woéwczas nowy zbidr nie mogtby by¢ interpreto-
wany jako powstaly z sumowania zbiorow jablek i gruszek. Nawet wigc jesli filtro-
wanie zdan w zadaniu dokonuje si¢ na tak zwanym etapie przedobliczeniowym, to
reprezentacje sformatowane w wyniku tego filtrowania stanowia sktadniki ciagéw
inferencyjnych, w ktérych sa przetwarzane na reprezentacj¢ rozwiazania zadania.
Wada modelu klasycznego jest wlasnie to, ze nie da si¢ przeprowadzié wyraznego
kryterium demarkacji pomigdzy ,,praca mentalng” modulu semantycznego a ,,praca
mentalng” modutu arytmetyczno-teoriomnogosciowego. Innymi stowy, niektore fazy
filtrowania kategorialnego w wielu wypadkach zadan arytmetycznych musza stano-
wi¢ integralne sktadniki proceséw obliczeniowych (rekurencyjnych). Natomiast w wy-
padku wieloosiowych modeli obliczeniowych, proponowanych w niniejszej pracy,
taka lini¢ demarkacyjna pomigdzy analiza semantyczna tresci zadania a procesem
obliczeniowym mozna w sposob $cisty przeprowadzi¢. Co wigcej, analiza seman-
tyczna tres$ci zadania nie musi angazowa¢ w wypadku prostych zadan tak skompli-
kowanych , filtrow kategorialnych”, ktore sa wymagane na gruncie modeli klasycz-
nych. Tre$¢ zadania, w $§wietle prezentowanej propozycji, stanowi czynnik determi-
nujacy wybor peku osi liczbowych o okreslonej ich liczbie oraz czynnik, na mocy
ktérego umyst narzuca na 6w pek okreslone relacje osiagalnosci migdzyosiowe;.

2. PEK OSI LICZBOWYCH
JAKO PODSTAWOWA REPREZENTACJA LICZBOWA

Umyst siedmioletniego dziecka, ktdre potrafi rozwiazaé analizowane zadania, nie
musi umie¢ odpowiedzie¢ na pytania typu: Co majq wspolnego trzy kaczki i trzy ba-
tony? Wymaga to bowiem umiej¢tnosci abstrahowania i operowania na reprezenta-
cjach symbolicznych. Dziecko najpierw dokonuje obliczen na tak zwanych ,.konkret-

15 Uwagg taka formutuje anonimowy recenzent niniejszej pracy.
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nych zbiorach”, a dopiero w pozniejszej fazie rozwoju traktuje te same obliczenia
jako stosujace do wielu rozmaitych kategorii. Dla dziecka cztery kaczuszki sa czyms$
innym niz cztery zajaczki. Na mocy umiejetnos$ci szeregowania, umyst dziecka jest
w stanie wytworzy¢ sobie reprezentacje szeregujace rozmaite kategorie obiektow.
Posiadajac zakodowana reprezentacje lingwistyczna liczebnikow, umyst jest w stanie
numerowaé obiekty szeregowanych kategorii. Poniewaz dla umystu siedmioletniego
dziecka zero kaczuszek i zero zajgczkow jest tym samym, owe reprezentacje liczbowe
szeregowanych kategorii tworza struktur¢ o wspdlnym poczatku. Strukture taka
mozna graficznie przedstawic¢ jako pek potprostych (osi) o wspdlnym poczatku:

0

oS wyrozniona o indeksie 0

So S; Sj Sk S

O$ S, stanowi reprezentacje liczebnikéw: zero, jeden, dwa, trzy itd. Pozostale osie
stanowia reprezentacje kategorii obiektow, ktore umyst moze liczy¢. Podczas roz-
wiazywania zadan obliczeniowych — takich na przyklad jak zadania (1)-(4) —
umyst dziecka aktywuje odpowiednie struktury reprezentacyjne. I tak w wypadku
zadania (4), umyst aktywuje reprezentacj¢ dwuosiowa, zbudowana z osi Sy i S;, gdzie
j stanowi uszeregowana kategori¢ jabtek. W wypadku zdania (1), umyst aktywuje
strukturg reprezentacyjna zbudowana z czterech osi: wyr6znionej, osi jablek, osi gru-
szek oraz osi owocow. Rozwiazanie zadania (2) wymaga aktywacji struktury pigcio-
osiowej. Obok osi wyrdznionej, osi §liwek, osi jabtek oraz osi owocow, w aktywo-
wanej strukturze wystepuje dodatkowo o§ cukierkéw. Zadanie (3) jest uwiktane
w strukture sze$cioosiowa. W dowolnej takiej strukturze reprezentacyjnej, kazda o$
pozostaje w relacji osiagalnosci do osi wyrdznionej. Osiaggalno$¢ ta polega na tym,
ze kolejne obiekty na niewyrédznionych osiach sa jedno-jednoznacznie przyporzad-
kowywane elementom osi wyréznionej.'® Mozna relacje osiagalnoci objasnié meta-
forycznie nastgpujaco: O$ wyrdzniona etykietuje za pomoca cyfr (liczebnikéw) re-
prezentacje obiektow przynalezacych do osi niewyrdznionych. To, ze o§ kaczuszek

' Warto zwrécié¢ uwage na fakt, ze umiejetnos¢ jedno-jednoznacznego przyporzadkowywania
obiektow innym obiektom, ujawnia si¢ we wczesnej fazie rozwoju poznawczego dziecka. Co wig-
cej, arytmetycy kognitywni podkreslaja, ze aby liczy¢, dziecko musi umie¢ wigzaé liczebniki relacja
jedno-jednoznaczna z obiektami liczonymi. W poczatkowych fazach nabywania umiejgtnosci licze-
nia, dzieci sa w stanie, na przyktad, obdzieli¢ kazda osob¢ w pomieszczeniu jednym cukierkiem
(tylko jeden raz w danym ciagu obdzielania takociami) czy tez sa w stanie kazda osobg w pokoju
nazwac i pokazac tylko jeden raz [zob. Potter, Levy 1968, s. 265-272].



Multi-temporalne struktury obliczeniowe 35

jest osiagalna z osi wyr6znionej, znaczy to, ze umyst generuje strukturg o postaci:
<zero, zadnych kaczuszek>, <jeden, kaczuszka pierwsza>, <dwa, kaczuszka druga>,
<trzy, kaczuszka trzecia> itd. Struktury tego rodzaju mozna nazwa¢ indeksowanymi
liczbami naturalnymi. Czynno$¢ mentalna generowania indeksowanych liczb natu-
ralnych manifestuje si¢ cho¢by w umiejgtnosci numerowania obiektéw danej katego-
rii przez dziecko. Kazdy standardowo rozwini¢ty siedmiolatek jest w stanie ponume-
rowaé obrazki kolejnych kaczuszek w zeszycie. Takie indeksowane liczby naturalne
sa uzywane przez umysl nie tylko do zaznaczania pozycji obiektu w liniowym po-
rzadku okreslonym na danej kategorii, ale réwniez do przyporzadkowywania liczno-
$ci zbiorom okre§lonym na danej kategorii. Na przyktad, indeksowana liczba katego-
rialna o postaci: <trzy, kaczuszka trzecia> moze by¢ uzyta (poprawnie lub niepo-
prawnie) do oznaczenia trdjelementowosci dowolnego zbioru kaczuszek.

Miedzy niewyrdéznionymi osiami rowniez moze zachodzi¢ relacja osiagalno$ci.
Jednakze w wielu strukturach wieloosiowych taka relacja nie musi zachodzi¢ pomig-
dzy niektérymi osiami. Jesli wigc pomigdzy dwoma zbiorami obliczanych kategorii
zachodzi relacja niewspdtmiernos$ci obliczeniowej, to wowczas fakt taki mozna wy-
jasni¢ tym, ze pomigdzy odpowiadajacymi im osiami w arytmetycznej strukturze re-
prezentacyjnej nie zachodzi relacja osiagalnosci. I tak dla zadania (1), pomigdzy osia
jablek i osia owocodw, a takze pomigdzy osia gruszek i owocéw, zachodzi relacja
osiagalnosci. W strukturze reprezentacyjnej dla zadania (2), relacja osiagalnos$ci nie
zachodzi pomigdzy osia cukierkéw a osia owocow; relacja ta zachodzi jednak po-
miedzy osia §liwek i osia owocow, a takze pomigdzy osig jabtek i osia owocow. Po-
dobnie dla zadania (3), relacja osiagalnosci nie zachodzi pomigdzy osia cukierkdéw
i owocow, a takze pomigdzy osig batonéw i owocow.

Na gruncie zaprezentowanej struktury reprezentacyjnej mozna opisaé to, jakie
czynnosci obliczeniowe siedmiolatek wykonuje podczas rozwiazywania analizowa-
nych zadan z tre$cia. Podczas rozwigzywania kazdego z zadan umyst siedmiolatka
dokonuje przyporzadkowania liczebnikdw osi wyrdznionej obiektom pozostalych
osi. W ten sposob tworzy indeksowane nazwami kategorii liczebniki. Poniewaz li-
czebniki osi wyrdznionej sa rozumiane przez umyst jako reprezentacje licznosci,
wigc indeksowane liczebniki sa rozumiane przez umyst jako reprezentacje liczno$ci
zbiordw zawartych w poszczeg6lnych kategoriach.

Rozwiazanie zadania (1) bazuje wigc na aktywacji trzech niewyr6znionych osi
indeksowanych liczebnikow: dla osi jabtek, dla osi gruszek oraz dla osi owocoéw. Na
przyktad, liczebnik 3; bedzie rozumiany jako #rdj-jabtkowosé, liczebnik 5, za$ jako
piecio-owocowosc. W kolejnej fazie rozwiazywania zadania (1) umyst tworzy repre-
zentacje formalna zadania o postaci rownosci: 3;+ 2, = X,. Rozwiazanie tego rowna-
nia wymaga znalezienia przez umyst odpowiednikow liczebnikow 3;1 2, na osi owo-
cow. Umyst bowiem musi dokona¢ dodania: 3;+ 24, na osi owocow. W obrebie tresci
zadania (1) mozliwe jest jeszcze dokonanie innych operacji dodawania: dodawanie
na osi jabtek, dodawanie na osi gruszek. Umyst dziecka dokonuje wigc selekcji ope-
racji dodawania sposrod zbioru mozliwych operacji dodawania na gruncie struktury
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reprezentacyjnej zadania (1). T¢ czynnos$¢ poznawcza mozna ujac jako transformacje
réwnosci: 3j + 24 = X,, na ro6Wnos¢: 3;+, 2, = X,. W kolejnym kroku umyst, w celu
znalezienia odpowiednikéw liczebnikéw 3;i 2, na osi owocow, musi stwierdzi¢ to,
czy 0§ owocoOw jest osiagalna z osi jabtek oraz osi gruszek. Na mocy tego, ze kazde
jabtko oraz kazda gruszka jest owocem, umyst aktywuje relacj¢ osiagalnosci
w strukturze reprezentacyjnej zadania. Rzutuje nast¢pnie osie: jablek oraz gruszek,
na o$ owocow. W ten sposob znajduje odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczna pomigdzy
,,jablkowymi liczebnikami” oraz ,,owocowymi liczebnikami” oraz pomigdzy ,,grusz-
kowymi liczebnikami” i ,,owocowymi liczebnikami”. T¢ czynno$¢ mozna ujac jako
przeksztalcenie struktury: 3; +, 2, na: 3, +, 2,. Nastepng czynnoscig jest wydobycie
z pamigci faktu arytmetycznego, ze na kazdej osi: 2 + 3 = 5 i potraktowanie go jako
wzorca obliczeniowego. W ostatnim kroku umyst dokonuje obliczenia: 3,+, 2,=5,.

Rozwiazanie zadania (2) wymaga aktywacji czterech niewyr6znionych osi indek-
sowanych liczebnikow. Poza osiami: §liwek, jablek, owocdw, umyst dziecka rowniez
aktywuje o$ cukierkow. Generuje nastgpnie reprezentacje formalna zadania: (2, + 2;)
+ 3. = Xx,. Tres¢ zadania wyznacza uniwersum operacji dodawania wykonywanych
na wszystkich niewyréznionych osiach: +, +j, +¢, +o. Mozna liczy¢ to, ile Ja§ ma ja-
btek, sliwek, cukierkéw oraz owocow. Pytanie sformulowane w zadaniu (2) determi-
nuje wybor osi owocow, na ktorej umyst dziecka ma wykona¢ dodawanie. Struktura:
25+ 2)) + 3. = x, jest wigc przeksztatcana na strukture: (25+, 2;) +o 3c = X,. W kolejnej
fazie umyst aktywuje relacje: osiagalno$ci oraz nieosiagalno$ci, pomigdzy osiami:
sliwek, jablek, cukierkow a owocow. Poniewaz z osi §liwek oraz osi jabtek jest osia-
galna o$ owocdw, umyst formutuje nastepujace rownosci wyrazajace odpowiednios$ci
pomigdzy tymi osiami: Cor(2,) = 2, Cor(2;) = 2,. Poniewaz 0§ owocow jest trakto-
wana jako nieosiagalna z osi cukierkéw, umyst siedmiolatka dokonuje utozsamienia:
Cor(3.) = 0,. Nastepnie umyst przeksztalca reprezentacje: (2, +, 2;) o 3c = X,, Na re-
prezentacje o postaci: (2, +, 2,) +, 0, = X,. Wydobywajac z pamigci wzorce oblicze-
niowe, ostatecznie umyst generuje obliczenie o postaci: (2,4, 2,) +o 0, = 4.

Proces rozwiazywania zadania (3) przebiega rowniez wedlug analogicznych faz,
jak podczas rozwiazywania zadan (1) i (2). Tre$¢ zadania wyznacza nast¢pujace nie-
wyrdznione osie liczbowe: jabtek, gruszek, cukierkéw, batondw i owocow. Z osiami
tymi skorelowany jest piecioelementowy zbidr operacji dodawania: +j, +4, +¢, +, *o.
Polecenie zadania uruchamia wybor osi owocow, na ktorej umyst przeprowadza ope-
racje +,. Reprezentacja formalna zadania ma wigc nastgpujaca postac: [(2j+, 3¢) +o
2] +o [24+6 2c] = X,. Nastepnie umyst aktywuje relacje: osiagalnosci z osi j oraz g na
0§ o, a takze nieosiagalnosci z osi ¢ oraz b na o$ o. Poprzez ukonstytuowanie odpo-
wiedniosci pomigdzy osiami, umyst generuje nastgpujace ich reprezentacje identycz-
nosciowe: Cor(2j) = 2, Cor(2g) = 2,, Cor(3.) = 0,, Cor(2y) = 0,, Cor(2;) = 0,. Stosu-
jac owe identyczno$ci do formalnej reprezentacji zadania, umyst generuje strukture
ksztattu: [(2, +o 0,) +o 0,] +o [20 o 0,] = X,. Wydobywajac z pamigci odpowiednie
wzorce obliczeniowe, ostatecznie umyst formutuje rozwiazanie: [(2, +, 0,) +, 0o] +o
[26F0 0o] = 4.
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Zaprezentowany, na gruncie arytmetyki indeksowanych liczb naturalnych, model
rozwiazywania przez siedmiolatka analizowanych zadan arytmetycznych posiada wy-
razng ,,przewage”’ nad modelem klasycznym (teoriomnogosciowym) wyjasniajacym
kognitywne mechanizmy rozwiazywania zadan arytmetycznych. Otdz, w §wietle mo-
delu klasycznego zadanie (4) wymaga dla swego rozwiazania aktywacji w umysle je-
dynie osi liczebnikowej. Umyst dziecka nie musi dokonywa¢ zadnych operacji teorio-
mnogosciowych na obliczanej licznosci klasy jabtek w posiadaniu Jasia. Wyciagnaé
nalezy wniosek, ze zadanie (4) jest calkowicie odmiennego typu obliczeniowego niz
zadania od (1) do (3), gdyz angazuje jedynie dla swego rozwiazania znajomos¢
»tabliczki dodawania”. Zadania od (1) do (3), jak zostalo to pokazane, angazuja
umyst dziecka w wykonywanie ztozonych operacji teoriomnogosciowych. Na grun-
cie modelu indeksowanych liczb naturalnych, zadanie (4) jest tego samego typu co
zadania (1) — (3). Rozwiazujac to zadanie, umyst dziecka aktywuje strukture dwu-
osiowa: z wyrdzniona osia liczebnikdw i osia jablek. Z ta struktura skorelowana jest
tylko jedna operacja dodawania, mianowicie: +;. Poniewaz relacja osiagalno$ci mig-
dzyosiowej jest zwrotna, umyst dziecka nie musi dokonywaé zadnych przektadow
indeksowanych liczebnikow z jednej osi na indeksowane liczebniki innej osi. Stad
formalna reprezentacja zadania posiada ksztatt: 2; +; 3; = x;. Wydobywajac z pamigci
wzorzec obliczeniowy, dziecko formutuje odpowiedz o postaci: 2; +; 3; =5;.

Przedstawi¢ mozna jeszcze inny argument na rzecz ,,wyzszosci” modelu indek-
sowanych liczb naturalnych nad klasycznym modelem. Na gruncie drugiego modelu
nie mozna wyjasni¢ w sposob satysfakcjonujacy konfuzji poznawczej, doswiadcza-
nej przez dziecko podczas recepcji ,,bezsensownych” zadan arytmetycznych. Niech
przyktadem takiego konfudujacego zadania bedzie takie oto:

) Jas mial trzy jabtka, przyszia mama z pracy i data Jasiowi dwa jabtka.
lle Jas ma cukierkow?

Oto6z, kazdy siedmiolatek bedzie skonfundowany stuchajac takiego zadania. Nie be-
dzie zadania rozumiat albo niepewnie odpowie — co cze$ciej zdarza si¢ — ze Ja$ nie
ma zadnych cukierkdéw. Jaki jest wobec tego mechanizm mentalny uruchamiajacy
w umys$le dziecka poczucie konfuzji poznawczej?

Zgodnie z modelem klasycznym, reprezentacj¢ formalna zadania (5) opisuje na-
stepujaca formuta: L(A) =3 AL(B)=2A (AUB) N C=Q — L(C) = ? Zgodnie
z tym modelem, niezrozumienie zadania przez ucznia mozna wyjasni¢ jako wylacz-
nie warunkowane procesem mentalnym ,.blokujacym” inferencje dowolnego pod-
stawienia nast¢pnika powyzszej implikacji z jej poprzednika. Innymi stowy, z powo-
du niezaleznosci inferencyjnej struktur: L(A) =3 ALB)=2A(AUB) NC=0
oraz dowolnego podstawienia L(C) = ?, w umysle siedmiolatka zostaja zablokowane
procesy inferencyjno-generatywne. Takie wyjasnienie nie jest satysfakcjonujace,
gdyz blokada tych proceséw w umystach dzieci pojawia si¢ rowniez podczas roz-
wiazywania ,,sensownych” zadan arytmetycznych; woéwczas dzieci nie sa najzwy-
czajniej w stanie rozwigza¢ zadania, pomimo iz jest ono sensowne. Przedstawione
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wyjasnienie konfuzji obliczeniowej redukuje je do stanu nieumiej¢tnosci rozwiaza-
nia zadania. Ten drugi stan jest jednak zupelnie innego typu, gdyz wskazuje na defi-
cyty logiczne umyshu. Konfuzja poznawcza podczas rozwiazywania zadania (5) po-
jawia si¢ w umyslach siedmiolatkow, niezaleznie od tego, czy przejawiaja one jakie$
deficyty mys$lenia logicznego.

Jesli dziecko jednak odpowie na pytanie w zadaniu, ze Ja$ nie ma zadnych cu-
kierkéw, to wowczas reprezentacje formalna takiej odpowiedzi opisuje nastgpujaca
formuta: LA)=3 ALB)=2A(AUuB)NC=0 — L(C) = 0. Formula ta nie jest
dowodliwa, gdyz nast¢pnik implikacji nie wynika logicznie, na gruncie teorii mno-
gosci, z jej poprzednika. Zatem odpowiedz siedmiolatka, ze Ja$ nie ma zadnych cu-
kierkoéw, bedzie w takiej sytuacji btedna. Dlaczego wigc niemal kazdy siedmiolatek
jest w stanie poprawnie rozwiaza¢ zadanie (1) oraz (2) przy réwnoczesnym popel-
nieniu bledu logicznego w odniesieniu do zadania (5)? T¢ sytuacj¢ mozna by wyja-
$ni¢ w taki sposob, ze w wypadku poprawnego rozwigzania zadania (1) oraz (2) sto-
sowane sa przez umyst dziecka logiczne reguly inferencji, podczas gdy w zadaniu
(5) umyst dziecka stosuje nielogiczne reguly inferencji. To jednak rodzi kolejny
problem. Co powoduje, ze w sytuacjach zadaniowych (1) i (2) umyst dziecka akty-
wuje mechanizm logicznego przetwarzania informacji, a w sytuacji zadaniowej (5)
aktywacja tego mechanizmu jest blokowana?

Na gruncie klasycznego modelu mozna jednak skonstruowac taka formalna re-
prezentacje zadania (5), ze odpowiedz dziecka, ze Ja$ nie ma zadnego cukierka, jest
poprawna logicznie. Formuta przedstawiajaca taka reprezentacje jest nastgpujaca:
LCO)=0ALA)=3ALB)=2AAUB)NC=FACcecoL(AUB)U.C)=0.
Takie wyjasnienie posiada jednak pewna wadg. Ot6z, polecenie zadania nie dotyczy
licznosci zbioru cukierkdéw uzyskanego po dodaniu do pustego zbioru cukierkow po-
czatkowego zbioru jablek Jasia oraz zbioru jabtek otrzymanych od mamy. Poza tym
tre$¢ zadania nie upowaznia do przyj¢cia zatozenia, ze na wejsciu liczebnos¢ zbioru
cukierkéw Jasia wynosi zero (L(C) = 0).

Na gruncie modelu indeksowanych liczb naturalnych mozna wyja$ni¢ popraw-
no$¢ rozwiazania zadania (5), ze Jasio nie ma zadnych cukierkéw. W umysle sied-
miolatka aktywuje si¢ trdjosiowa struktura indeksowanych liczb naturalnych z osia
wyrdzniong oraz osiami: jabtek i cukierkow. Z ta struktura sa skoordynowane dwie
operacje dodawania: +; oraz +.. Tre$¢ zadania uruchamia wybor osi cukierkéw, na
ktorej ma zosta¢ wykonane dodawanie +.. Reprezentacj¢ formalna zadania mozna
przedstawi¢ w postaci nastgpujacej formuly: 3; +. 2; = x.. Aby wykona¢ obliczenie:
3; +¢ 2;, umyst musi znalez¢ odpowiedniki indeksowanych liczebnikéw 3; i 2 na osi
cukierkéw c¢. Poniewaz umyst konceptualizuje o$ cukierkéw jako nieosiagalna z osi
jablek, aktywuje on struktury reprezentowane przez roéwnosci o postaci: Cor(3;) = 0,
Cor(2;) = 0. (trzy jabtka to tyle samo, co zero cukierkéw i podobnie jest z dwoma
jabtkami). Dzigki temu umyst przeksztatca strukture: 3;+. 2; = x,, na strukturg o po-
staci: 0.+ 0. = x.. Wykonujac obliczenie: 0.+, 0., otrzymuje wynik: 0.
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Jesli dziecko rozwiazujac zadanie (5), stwierdzi, ze jest ono niezrozumiatle, to 6w
fakt konfuzji rowniez mozna wyjasni¢ na gruncie modelu indeksowanych liczb natu-
ralnych. Na gruncie trdjosiowej struktury, aktywowanej poprzez recepcj¢ tresci za-
dania (5) w umysle dziecka, 0§ cukierkow, na ktérej ma zosta¢ wykonane obliczenie,
jest nieosiagalna z zadnych osi liczbowych, ktoérych dotycza dane na wejsciu w za-
daniu. W takiej sytuacji umyst dokonuje ,,$lepej” interpretacji liczebnikow 3; i 2; na
osi cukierkéw c. Jest to sytuacja niestandardowa i stad wywoluje doswiadczenie
konfuzji obliczeniowe;j.

3. GENERACJA WIELOOSIOWEGO MODELU
Z ARYTMETYKI INDEKSOWANYCH LICZB NATURALNYCH

Wyzej zaprezentowana struktura, wyjasniajaca procesy obliczeniowe towarzy-
szace umystowi dziecka przy rozwiazywaniu prostych zadan z trescia, angazujacych
operacj¢ dodawania, moze zosta¢ skonstruowana na gruncie arytmetyki indeksowa-
nych liczb naturalnych (INA), ktora jest uogdlnieniem standardowej arytmetyki Peano.

3.1. Arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych'’

Na jezyk arytmetyki INA — poza standardowymi terminami logicznymi — skta-
daja si¢ wyrazenia nastgpujacych kategorii sktadniowych: (i) zmienne indywiduowe
przebiegajace uniwersum obiektow elementarnych, oznaczane literami: x, y, z; (ii)
stata indywiduowa: 0 oraz state indywiduowe desygnujace ustalone, niewyspecyfi-
kowane obiekty uniwersum obiektow elementarnych, oznaczane literami: x, y, z; (iii)
zmienne funkcyjne (zmienne indeksowe) przebiegajace zbidr osi obliczeniowych,
oznaczane literami: i, j, k, 1, m; (iv) state funkcyjne (state indeksowe) oznaczajace
ustalone, niewyspecyfikowane osie obliczeniowe: i, j, k, 1, m; (v) predykat N wyra-
zajacy wilasno$¢ bycia indeksowana liczba naturalna; (vi) stata funkcyjna S, ktora
z wyrazeniami indeksowymi (zmiennymi lub statymi) tworzy indeksowane funkcje
nastgpnika, oznaczane literami: S;, S;, S;, S; itd; (vii) stale liczebnikowe oznaczajace
poszczegdlne indeksowane liczby naturalne ksztattu: 1;, 1;, 2;, 2;, 2 itd. (stale tego
rodzaju sa wprowadzane do systemu definicyjnie); (viii) zmienne liczebnikowe (ze
zmienng indeksowaq) o postaci: 1;, 1;, 2, 2, 2y itd. (rowniez wprowadzane definicyj-
nie do systemu); (ix) nawiasy zwykte i kwadratowe (pierwsze sa uzywane w kontek-
stach predykatywnych, drugie za§ w kontekstach funkcyjnych).

Jezyk arytmetyki INA obejmuje dwie odrgbne kategorie syntaktyczne wyrazen
indywiduowych. Pierwsza kategori¢ P tworza wyrazenia przedmiotowe typu: (i) oraz
(ii), stuzace reprezentowaniu lub oznaczaniu obiektow elementarnych. Druga kate-
gori¢ wyrazen indywiduowych tworza wyrazenia liczebnikowe L. Przy czym katego-
ria L jest wtorng kategoria syntaktyczna. Niech [/ stanowi kategori¢ wyrazen indek-

'7 Niniejszy paragraf stanowi streszczenie fragmentu pracy: [Krysztofiak 2008, s. 79-107].
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sowych, F za$ stanowi kategori¢ nieindeksowych wyrazen funkcyjnych (przy czym
kategorie: F' oraz I sa rozlaczne). Wowczas kategori¢ wyrazen L definiujemy induk-
cyjnie nastgpujaco:

(Df. L)
@) oae PAPBel—-Bla]el
(i1) o LABe F-Blaje L

Zgodnie z (Df. L) wyrazenia liczebnikowe reprezentuja lub oznaczaja obiekty
(indeksowane liczby naturalne) stanowigce warto$ci funkcji indeksowych (osi czasu
obliczeniowego) od argumentéw, ktérymi sa przedmioty oznaczane lub reprezento-
wane przez state lub zmienne kategorii P.

Aksjomatyka INA przedstawia si¢ nastgpujaco:

(A1) (Vi) (V)) i[0] = j[0]

(A2) Vi) (V) (VX)(x#0 Aiz] — i[x] #][X])

(A3) (Vi) (V)) (V%) (Vy)(i[x] =j[y] = x=y)

(A4) (Vi)( Vx) N(i[x])

(A5) (Vi) (Vx)@y) Sifi[x]] = i[y]

(A6) (Vi) (Vj) (VX)(i#j — Si[j[x]] = i[0])

(A7) (Vi)(Vx) Si[i[x]] # i[0]

(A8) (Vi) (Vx) (Vy) (Sili[x]] = Si[i[y]] = i[x] =i[y])

(A9) (VD{¥(0) A (VX)(¥(i[x]) = ¥(Sili[x]])— (Vx) Y[[xD}

Aksjomat (A1) stwierdza, ze wszystkie osie obliczeniowe posiadaja wspdlny pocza-
tek, ktorym jest liczba 0. Aksjomat (A2) stwierdza, ze z wyjatkiem liczby 0, dowolne
dwie liczby indeksowane z rdznych osi obliczeniowych sa réznymi liczbami. Na
przyklad, zgodnie z (A2) troj-gruszkowosc jest czyms roznym od troj-jabtkowosci,
gdyz o$ obliczeniowa jablek nie jest tozsama z osia obliczeniowa gruszek. Zgodnie
z (A3) jesli dwie indeksowane liczby naturalne sa identyczne, to ich podstawy przed-
miotowe (argumenty indeks6w) sa rowniez identyczne. Aksjomat (A4) wyraza to, ze
kazdy obiekt, uzyskany w wyniku stosowania dowolnej osi obliczeniowej (jako funk-
cji) do obiektu elementarnego, jest indeksowang liczba naturalna. Aksjomat (AS)
stwierdza, ze funkcja nast¢pnika na dowolnej osi obliczeniowej nie wyprowadza po-
za uniwersum indeksowanych liczb naturalnych. Aksjomat (A6) ma charakter technicz-
ny. Wyraza to, ze je$li funkcja nast¢pnika z danej osi obliczeniowej jest stosowana
do obiektu z odmiennej osi obliczeniowej, to rezultat takiej aplikacji funkcji nastepnika
daje zawsze warto$¢ w postaci liczby 0; ma to wskazywaé na niewlasciwos¢ stoso-
wania w takich kontekstach funkcji nast¢pnika. (A7) stwierdza, ze warto$cia funkcji
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nastgpnika, stosowanej we wlasciwy sposob, nigdy nie jest liczba 0. Aksjomat (AS)
stwierdza, ze jesli dwa nastgpniki danej liczby na tej samej osi obliczeniowej sa
identyczng liczba, to argumenty funkcji nastepnika sa réwniez identyczne. (A9) sta-
nowi zasad¢ indukcji dostosowana do arytmetyki indeksowanych liczb naturalnych.

Aksjomaty (A1)-(A9) mozna wzbogaci¢ o definicje rozmaitych operacji okreslo-
nych na indeksowanych liczbach naturalnych. Dla celow artykulu wprowadzmy je-
dynie definicje¢ indeksowanego dodawania, czyli dodawania na danej osi oznaczonej
odpowiednim indeksem. Przy czym, zaklada sig, ze takie dodawanie liczebnikéw
z réznych osi na danej osi, moze by¢ wykonane tylko wtedy, gdy dodawane liczeb-
niki posiadaja odpowiedniki na osi, na ktérej wykonywane jest dodawanie. Definicja
dodawania przedstawia si¢ nastepujaco'®:

(Df +)

(1) Kk[0] +x k[x]=Kk[x]

() Silk[x]] +ick[y]= Si[k[x] +i k[y]]

3) i[x] 4 jly] = Condi[x]) +x Cor(jly])

Jesli chcemy, na przyktad, doda¢ dwa jabtka i trzy gruszki na osi owocow, to nalezy
znalez¢ odpowiedniki: dwdch jabtek oraz trzech gruszek na osi owocow.

3.2. Obliczeniowe reprezentacje kognitywne

Przedstawiona wyzej aksjomatyka wyznacza teorig, na gruncie ktérej mozna ge-
nerowac réozne modele arytmetyczne poszczegoélnych obliczeniowych reprezentacji
kognitywnych. W wypadku analizowanych zadan z trescia, kazde z nich jest skore-
lowane z odmiennym modelem. Umyst, aby rozwiaza¢ dowolne z zadan, musi naj-
pierw wygenerowac z INA teori¢ opisujaca okre§lony model reprezentacji kogni-
tywnych. Warto zwréoci¢ uwage, ze reprezentacje te podpadaja pod pewna rodzing
teorii arytmetycznych wygenerowanych z INA. W modelach tych teorii istnieje wy-
rézniona o$ obliczeniowa oraz na osiach okreslona jest relacja osiagalnosci sprz¢zo-
na z funkcja odpowiednio$ci pomigdzy liczebnikami z réznych osi obliczeniowych.

Wyrbdzniona o$ liczebnikow: zero, jeden, dwa, trzy itd., mozna scharakteryzowac
za pomoca funkcji tozsamosciowej I w nastgpujacy sposob:

R1 I[x]=x
Liczebniki wyroznionej osi obliczeniowej mozna zdefiniowaé standardowo: 1 =

S{[0], 2 = S{I[1], 3 = S{I[2] itd. Poniewaz zgodnie z aksjomatyka INA zmienne in-
dywiduowe przebiegaja uniwersum przedmiotéw elementarnych, ktore sa lokowane

'® W artykule: [Krysztofiak 2008, s. 79-107], relacja indeksowanego dodawania jest sformuto-
wana dla takiego warunku, zgodnie z ktérym funkcja korelacji jest wyznaczana apriorycznie na mo-
cy tozsamosci przedmiotu: Cor(i[x]) = k[x]. Przy takim sformutowaniu funkcja Cory staje si¢ zbgdna.
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na kazdej osi obliczeniowej za pomoca funkcji nastgpnika indeksowanej dana osia,
to skoro na wyrdznionej osi I ulokowane sa standardowe liczebniki, to one rdwniez
sa ulokowane na pozostatych osiach. Aksjomatyka INA nie rozstrzyga tego, ze stan-
dardowe liczebniki na wszystkich osiach sa rozmieszczone na tych samych pozy-
cjach porzadkowych, czyli ze dowolnemu x z osi I odpowiada liczebnik o postaci x;.
Przyjmijmy nast¢pujacy sposob definiowania indeksowanych liczebnikow: 1; = S;i[0],
2i = Sll[ll], 3{ = S,1[2,] itd.

Nastegpujace warunki okreslaja relacje osiagalnosci 4 oraz funkcje indeksowanej
odpowiedniosci Cor;. Relacja A jest zwrotna i przechodnia.

(R 2) (Vi)idi

(R 3) (Vi) (Vj) (VK)[idjAjAk >i4Kk]

(R 4) (Vi) I4i

(R5) (V) (V)i 4 — (Vx)@y)Cory(i[x]) =jlyl]
R06) (VD) (V[~ 14 — (Vx)Cori(i[x]) = j[0]

Osiagalno$¢ migdzy osiami obliczeniowymi implikuje wigc, zgodnie z (R 5), ist-
nienie korelatu dla dowolnego liczebnika z danej osi w postaci jakiego$ liczebnika
na osi osiagalnej. Zwro¢my uwage, ze wyszczegdlnione warunki nie ustalaja tego, ze
z liczebnikiem o postaci x; koresponduje liczebnik o postaci x;. Oczywiscie, w pew-
nych modelach taka sytuacja moze mie¢ miejsce.

W analizowanych zadaniach z trescia, ich kognitywne reprezentacje formalne
zakladaja dodatkowo warunek:

(R7) (Vx) (i[x] = x))

Zgodnie z (R 7) otrzymujemy: (Vi) i[1] = 1;, (Vi) i[1] = 1;, (V1) i[2] = 2;, (V1) i[3] =
3; itd. Oczywiscie nie jest tak, ze w kazdej reprezentacji kognitywnej (R 7) zachodzi.
Na przyktad, jesli rozwiazujemy zadanie obliczenia liczby rak do pracy, majac do dys-
pozycji dwoch ludzi, to wowczas jednemu czlowiekowi nie odpowiada jedna reka do
pracy. Liczebnik: jeden, z wyrdznionej osi obliczeniowej, moze ujawniac si¢ na innych
osiach obliczeniowych poprzez rézne indeksowane liczebniki. Na przyklad, jeden moze
si¢ ujawniac jako jeden cztowiek, dwie rece do pracy, trzy katy w trojkqcie, cztery kola
w samochodzie czy w koncu jako pie¢ palcow u reki. Uogdlniajac, jedna sztuka czego-
kolwiek moze posiada¢ swoj obraz w postaci n-sztuk czego$ innego (jeden niewolnik
moze by¢ przeliczany na 10 workdow ryzu). Zgodnie z (R 2), jesli indeks przebiega
okreslona kategorig, zmienna indywiduowa za$ przebiega standardowe liczebniki wy-
roéznionej osi obliczeniowej, to wowczas indeksowane liczebniki mozna interpretowac
jako predykaty liczno$ci kategorialnej. Na przyktad, jesli indeks odnosi do kategorii
cukierkéw, to wyrazenie cukierki[2] mozna interpretowaé jako dwoj-cukierkowosc.
Warunek (R 7) umozliwia wygenerowanie nastgpujacej zasady, umozliwiajacej obli-
czanie odpowiednikow na osiach osiagalnych z danej osi:
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(R8) (Vi) (V)i 4 j — (Vx)(Cori(xi) = x))]

W wypadku innych zadan arytmetycznych, (R 7) i (R 8) nie beda wazne. Na
przyktad, jesli liczymy liczbg rak do pracy na podstawie liczby osob przychodzacych
na czyn spoleczny, to wowczas liczebnikowi x. (gdzie c jest osig ludzi) nie odpowia-
da liczebnik x, (gdzie r jest osig rak); trzem ludziom odpowiada szes$¢ rak.

Na gruncie zaprezentowanego modelu, mozna przedstawi¢ w sposob formalny
to, jakie operacje formalne wykonuje umyst dziecka podczas generowania rozwiazan
analizowanych zadan.

Rozwiazujac zadanie pierwsze, umyst ,,startuje” z ostatniego warunku w defini-
cji k-dodawania: (1) i[x] + j[y] = Cor(i[x]) +x Cor(j[y]).- Na mocy podstawienia za
zmienne odpowiednich statych wyznaczonych przez tre§¢ zadania, z (1) umyst gene-
ruje reprezentacje: (2) j[3]+, g[2] = Coro(j[3]) +, Cory(g[2]). Na mocy (R 7) umyst
przeksztalca reprezentacjg (2) na: (3) 3; +, 25 = Core(3;) +o Coro(2,). Z kolei korzy-
stajac z (R 8) umyst generuje z (3) reprezentacje: (4) 3; +,2, = 3, +4 2,. Wydobywa-
jac z pamigci fakt arytmetyczny, ze 5; = 3; +; 2; dla kazdej osi obliczeniowej, z (4)
umyst generuje ostateczne rozwiazanie: (4) j[3]+, g[2] = 5,.

Rozwigzanie zadania drugiego przebiega nast¢pujaco: Najpierw umyst generuje,
na podstawie definicji indeksowanego dodawania, reprezentacj¢ o postaci: (1) (s[2]
+4[2]) +o €[3] = (Cory(s[2]) +, Cory(i[2]) +o Cory(c[3]). Na mocy (R 7) umyst prze-
ksztatca (1) na reprezentacjg: (2) (2 +o 2j) +o 3¢ = (Cory(2s) +o Coro(2)) +o Core(3e).
Poniewaz w modelu wyznaczonym przez tre§¢ zadania zachodza nastgpujace relacje:
(3) s Ao;(4)j A o, umyst, na podstawie (R 8), z reprezentacji (2) generuje: (5) (2
+02j) o3¢ = (20 T 2) +o 3c. Na gruncie tresci zadania, umyst réwniez ustala to, ze
zachodzi relacja: (6) ~¢ A o. Na podstawie: (6), (R 6) i (R 7), umyst wyprowadza: (7)
Cory(3.) = 0[0]. Na podstawie (R 7), umyst z (7) inferuje: (8) Cory(3:) = 0,. Z (5)
i (8) umyst generuje reprezentacjg: (9) (25 2;) +o 3¢ = (24 +o 20) +o 0. Wydobywajac
z pamigci fakt: (10) 2, +, 2, = 4,, strukture (9) przeksztatca na: (11) (2+,2j) +43, =
4,+,0,. Nastepnie, wydobywajac z pamigci kolejny fakt arytmetyczny: (12) 4, +, 0,
= 4,, umyst generuje ostateczne rozwiazanie zadania: (13) (25+,2;) +43, = 4o.

Rozwiazanie zadania trzeciego rowniez przebiega analogicznie jak w wypadku
zadan: pierwszego i drugiego. Oczywiscie, w tym wypadku umyst przeprowadza
wigcej obliczen, gdyz tre$¢ zadania wyznacza pigcioosiowy model. Punktem wyjscia
jest wygenerowanie przez umyst nastepujacej reprezentacji: [(2j+, 3¢) +o 2] +o (24
+, 2.) = ? Najpierw umyst poszukuje na osi owocéw odpowiednikéw liczebnikdw,
kolejno, z osi: j, ¢, b, g. Nastepnie wyjsciowa reprezentacj¢ przeksztalca na: [(2,
+, 0.) +o 0,] +o (2,10 0,) = ? W ostatniej fazie, wydobywajac z pamigci odpowiednie
fakty arytmetyczne dochodzi do rozwiazania: [(2,+, 0c) +o 0,] +o (2 +, 0,) = 4.

Zadanie czwarte w poroéwnaniu z zadaniami wcze$niej zrekonstruowanymi
przejawia wigkszy stopien prostoty, gdyz do wygenerowania jego rozwigzania umyst
aktywuje dwuosiowa strukturg arytmetyczna, ztozona z osi wyrdznionej liczebnikéw
oraz z osi jabtek. Nastgpnie umyst generuje reprezentacj¢ o postaci: 2;+; 3;= ? Wy-
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dobywajac z pamigci odpowiedni fakt arytmetyczny, podaje w koficu rozwiazanie: 2;
+; 3;=5;. To, dlaczego dzieci szybciej rozwiazuja ten rodzaj zadan niz zadania typow
wczesniej analizowanych, mozna wyjasni¢ tym, ze umyst dziecka nie musi dokony-
wac czynno$ci poszukiwania odpowiednikow ,,liczebnikow jabtkowych” na innych
osiach obliczeniowych.

Zadanie piate dla swego rozwigzania wymaga wygenerowania struktury z osia-
mi: wyrdzniona, jabtek i cukierkéw. Umyst dziecka generuje reprezentacje o postaci:
3; +. 2; = ? Poniewaz 0§ cukierkow nie jest osiagalna z osi jablek, zatem na mocy
(R 6), umyst przeksztalca wyjSciowa strukture na reprezentacj¢ o postaci: 0, +. 0. = ?
Nastepnie formutuje rozwigzanie zadania: 0, +, 0.= 0...

Przedstawiony model, na gruncie ktoérego sa rekonstruowane mechanizmy obli-
czeniowe umystu podczas rozwiazywania przez dziecko zadan z trescia ,,na dodawa-
nie”, pokazuje, ze w przeciwienstwie do modelu klasycznego umyst nie musi akty-
wowac reprezentacji teoriomnogosciowych. W $wietle modelu klasycznego proces
rozwigzywania analizowanych zadan miatby posta¢ procesu modelowania seman-
tycznego ,,dosy¢ skomplikowanych” struktur teoriomnogo$ciowych w uniwersum
liczb naturalnych (lub skonczonych liczb kardynalnych). Przy czym operowanie tymi
strukturami wymagatoby teoriomnogosciowej kompetencji umystu w postugiwaniu
si¢ zbiorem pustym, iloczynem zbioréw, suma zbiorow, indeksowana kategorialnie
sumg zbiorow oraz ,,malymi” liczbami kardynalnymi. Co wigcej, umyst dziecka, aby
rozwigza¢ analizowane zadania, musi zwigza¢ odpowiednie struktury teoriomnogo-
$ciowe z dziataniami arytmetycznymi na mocy pewnych zaleznosci logicznych. Na-
tomiast w $wietle proponowanego modelu, umyst dziecka podczas rozwiazywania
przedstawionych zadan nie operuje zadnymi strukturami teoriomnogos$ciowymi; ba-
zuje jedynie na wyuczonych faktach arytmetyczno-obliczeniowych i umiejetnosci
stosowania operacji przyporzadkowywania liczebnikoéw z pewnych osi liczebnikom
z innych osi.

Rozwiagzywanie prostego zadania z trescia stanowitoby, w §wietle zaprezentowa-
nej koncepcji, proces konstrukcji (czy tez generacji) okreslonego wielo-osiowego
modelu, o skonczonej liczbie osi i z zadanymi relacjami osiagalnos$ci migdzyosiowe;.
Arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych stanowilaby narze¢dzie konstruowania
poszczegdlnych modeli. W wyniku analizy semantycznej tre$ci zadania umyst sied-
miolatka dopasowywalby skonstruowane (czy tez wygenerowane) modele do tresci
rozwigzywanego zadania.

ZAKONCZENIE

Przedstawiona w pracy koncepcja wymaga empirycznego (eksperymentalnego)
potwierdzenia — przede wszystkim w kwestii poslugiwania si¢ przez umyst wielo-
osiowymi strukturami obliczeniowymi. Wydaje sig, ze tego rodzaju weryfikacja mo-
glaby bazowac¢ na empirycznych badaniach mechanizmu percepcji cyft. Jakie opera-
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cje umyst wykonuje podczas ujmowania ze zrozumieniem cyfry 6666? Wydaje sig,
Ze ujecie ze zrozumieniem tej cyfry nie moze dokonywac sig¢ przy uzyciu przez
umyst jednoosiowych reprezentacji arytmetycznych. Latwo zauwazy¢, ze zapis:
66066, czytany jedno-osiowo, jest wieloznaczny. Symbol 6 w cyfrze 6666 na kazdej
pozycji swojego wystepowania w tej cyfrze desygnuje odmienng liczbg. Rozumienie
tej cyfry wymaga tego, aby umyst, czytajac cyfre od lewej strony do prawej, przy
pomocy pierwszej szostki odnidst si¢ do szostej liczby na osi tysiecy, nastepnie, aby
odnidst si¢ do szostej liczby na osi setek, dalej — do szdstej liczby na osi dziesiatek
iw koncu — do szdstej liczby na osi jednosci. W finalnej fazie umyst dokonuje od-
wzorowania poszczegdlnych liczb z poszczegdlnych osi na osi jednosci i w koncu
przeprowadza operacj¢ dodawania. Bardzo dlugie cyfry wymagaja postugiwania si¢
strukturami zbudowanymi z bardzo duzej liczby osi obliczeniowych. Stad, trudnosci
w recepcji takich cyfr mozna wyjasni¢ brakiem zdolno$ci umystu do aktywacji, na
przyktad, dwudziestoosiowych pekow osi obliczeniowych.

Inny rodzaj eksperymentdw, ktore moglyby potwierdzi¢ funkcjonowanie wielo-
osiowych struktur obliczeniowych w umys$le komputacyjnym, dotyczytby sposobdéw
ostensywnego zliczania licznoséci klas obiektow na podstawie uobecnionej empi-
rycznie pewnej wyjsciowej klasy innego rodzaju obiektow. Na przyktad, kiedy kasjer
liczy pieniadze ,,zapakowane” w plikach po dwadziescia sztuk danego nominatu (np.
dziesigciu zlotych), rozpoczyna od: dwiescie zlotych, czterysta, szes¢set, osiemset itd.
Kolejno wypowiedziana cyfra podczas zliczania stanowi wynik odwzorowania ko-
lejnego pakietu banknotow na osi jednosci. I tak wypowiedzenie cyfry: #ysiqc,
w takiej sytuacji bedzie manifestacja czynnosci przyporzadkowania liczby pi¢é z osi
pakietow banknotow liczbie tysiac z osi jednosci. Uogdlniajac, fakt stosowania przez
umysty rozmaitych technik zliczania obiektow sugeruje, ze wlasnie wowczas
w umystach aktywuja si¢ wielo-osiowe struktury obliczeniowe. W badaniach antro-
pologicznych nad technikami liczenia wskazuje si¢ na ich bogata réznorodnosé
w dziejach ludzkosci."”

Zaprezentowana koncepcja moze by¢ uzupetlniona w postaci ,,poglebionych” ba-
dan empirycznych, ktorych celem jest oszacowywanie dlugosci czasu potrzebnego
dziecku na rozwiazywanie zadan analizowanych typoéw. Zgodnie z zalozeniem, iz
czas rozwiazywania zadania wydluza si¢ wraz ze wzrostem stopnia jego ztozonosci
operacyjnej, zaprezentowany model przewiduje, iz z uwagi na szybko$¢ rozwiazy-
wania zadan przez umyst siedmiolatka obowiazuje nast¢pujaca kolejno$é: zadanie (4),
zadanie (5) wraz z zadaniem (1), zadanie (2) i zadanie (3). Co wigcej, zakladajac, ze
wraz ze wzrostem liczby osi wymaganych do sformatowania reprezentacji formalnej

' Na przyklad, w transakcjach barterowych w starozytnosci uzywano co najmniej dwuosiowych
systemOw obliczania wartosci towaru: ,,[...] wedlug lliady Homera «niewiasta do licznych robot
stosownay byla warta 4 woty, zbroja z brazu Glaukoma — 9 wotow [...]” [Ifrah 2006, s. 218]. Ifrah
wskazuje na wiele takich systemow obliczeniowych, stosowanych w barterowych transakcjach han-
dlowych w starozytnych kulturach.
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danego zadania, czas procesu rozwiazywania zadan powinien si¢ wydtuzaé, badania
eksperymentalne powinny przewidywacé to, ktory typ zadan bedzie szybciej rozwia-
zywany przez dzieci, a ktory typ wolniej. Zadania jednoosiowe powinny by¢ prze-
cigtnie szybciej rozwiazywane niz badania wieloosiowe.

Jesli przedstawiona koncepcja jest stuszna, to nalezy przyja¢ wniosek, ze podsta-
wowa kognitywna forma czasu obliczeniowego, jaka umyst stosuje w konceptuali-
zowaniu rozmaitych zjawisk, jest multi-temporalna forma czasu. Operowanie jedno-
osiowa forma czasu obliczeniowego stanowi, w §wietle proponowanej teorii, umie-
jetnos¢ stosowania szczegdlnego modelu, wygenerowanego z multi-temporalnej formy
czasu. Zgodnie z takim wnioskiem, umiejetnosci obliczeniowe umystu bazujace jed-
nocze$nie na reprezentacjach generowanych w arytmetyce Peano oraz reprezenta-
cjach teoriomnogo$ciowych powinny pojawi¢ si¢ w indywidualnym rozwoju po-
znawczym czlowieka na bardzo pdéznym etapie. Z uwagi na czynniki zaklocajace
rozw0j poznawczy, brak pojawienia sig¢ takich umiejgtnosci nie musi prowadzi¢ do
szkdd w postaci nieradzenia sobie przez podmiot z zadaniami analizowanych typow.
Innymi stowy, umyst nie musi posiada¢ zdolno$ci operowania na strukturach teo-
riomnogosciowych, aby méc rozwiazywac proste zadania arytmetyczne ,,na doda-
wanie”. Model klasyczny wyklucza taka sytuacjg, natomiast model indeksowanych
liczb naturalnych wyjasnia fakt polegajacy na radzeniu sobie przez umyst z prostymi
zadaniami arytmetycznymi przy jednoczesnym ,teoriomnogos$ciowym analfabety-
zmie” (czgsto spotykanym wsrod studentow).

BIBLIOGRAFIA

Ashcraft M. H. (1992), Cognitive arithmetic: A review of data and theory, ,,Cognition”, Vol. 44, No
1-2,s. 75-106.

Barner D., Bachrach A. (2010), Inference and exact numerical representation in early language de-
velopment, ,,Cognitive Psychology”, 60, s. 40-62.

Briars J. D., Larkin J. H., (1984), An Integrated Model of Skill in Solving Elementary Word Prob-
lems, ,,Cognition and Instruction”, Vol. 1(3), s. 245-296.

Butterworth B. (2005), The development of arithmetical abilities, ,,Journal of Child Psychology and
Psychiatry”, 46:1, s. 3-18.

Carey S. (2001), Cognitive Foundations of Arithmetic: Evolution and Ontogenesis, ,,Mind & Lan-
guage”, Vol. 16, No. 1, s. 37-55.

Condry K. F., Spelke E. S. (2008), The Development of Language and Abstract Concepts: The Case
of Natural Number, ,,Journal of Experimental Psychology”, Vol. 137, No.1, s. 22-28.

Cummins D. D. (1991), Childrens s Interpretations of Arithmetic Word Problems, ,,Cognition and
Instruction”, Vol. 8(3), s. 261-289.

Dehaene S. (2001), Precis of The Number Sense, ,,Mind & Language”, Vol. 16, No.1, s. 16-36.

Giaquinto M. (2001a), Knowing Numbers, ,,The Journal of Philosophy”, Vol. 98, No.1, s. 5-18.

Giaquinto M. (2001b), What Cognitive Systems Underlie Arithmetical Abilities?, ,Mind & Lan-
guage”, Vol. 16, No. 1, s. 56-68.

Ifrah G. (2006), Historia powszechna cyfr, (thum. K. Marczewska), Warszawa, Wydawnictwo W.A.B.



Multi-temporalne struktury obliczeniowe 47

Gelman R., Gallistel C. R. (2004), Language and the origin of numerical concepts, ,,Science”, 306,
s. 441-443.

Halberda J., Feigenson L. (2008), Set representations required for the acquisition of the , natural
number” concept, ,,Behavioral and Brain Sciences”, Vol. 31, s. 655-656.

Krysztofiak W. (2008), Modalna arytmetyka indeksowanych liczb naturalnych: mozliwe Swiaty
liczb, ,,Przeglad Filozoficzny — Nowa Seria”, R. 17, Nr 2 (66), s. 79-107.

Necka E., Orzechowski J., Szymura B. (2007), Psychologia poznawcza, Warszawa, Wydawnictwo
Naukowe PWN.

Piaget J., Inhelder B. (1993), Psychologia dziecka, (tham. Z. Zakrzewska), Wroctaw, Wydawnictwo
Siedmiorég.

Pica P,, Lemer C., Izard V., Dehaene S. (2004), Exact and approximate arithmetic in an Amazonian
indigene group, ,,Science”, 306, s. 499-503.

Potter M. C., Levy E. 1. (1968), Spatial enumeration without counting, ,,Child Development”, Vol.
39, 5. 265-272.

Riley M. S., Greeno J. G., Heller J. L., (1983), Development of children's problem-solving ability in
arithmetic, [w:] (Ginsberg H. P. (red.), The development of mathematical thinking, Orlando, FL:
Academic, s. 153-196).

Rips L. J., Bloomfield A., Asmuth J., (2008), From numerical concepts to concepts of number, ,,Beha-
vioral and Brain Sciences”, Vol. 31, s. 623-642.

Sawyer W. W. (1964), Vision in Elementary Mathematics, Penguin Books Ltd. Harmondsworth
Middlesex (wydanie polskie: Sawyer W. W., (1988), Myslenie obrazowe w matematyce elemen-
tarnej, (ttum. K. Mostowska, A. W. Mostowski), Warszawa, Panstwowe Wydawnictwo ,,Wiedza
Powszechna”).

Spelke E. S., Kindler K. D. (2007a), Core knowledge, ,,Developmental Science”, Vol.10, No.1, s. 89-96.

Spelke E. S., Kindler K. D. (2007b), Core systems in human cognition, [w:] Progress In Brain Re-
search, (C. von Hofsten, K. Rosander, red.),Vol. 164, s. 257-264.

Temple C. M., Sherwood S. (2002), Representation and retrieval of arithmetical facts: Develop-
mental difficulties, ,,Quarterly Journal of Experimental Psychology”, 55A, s. 733-752.

Wynn K. (1990), Children's understanding of counting, ,,Cognition”, Vol. 36, s. 155-193.

Wynn K. (1992), Children’s acquisition of number words and the counting system, ,,Cognitive Psy-
chology”, Vol. 24, s. 220-251.



