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Redukcje ontologiczne w matematyce. Czes¢ 11
Strategie argumentacyjne na rzecz realizmu

Ten tekst stanowi druga czg$¢ pracy poswigconej problemowi redukcji ontolo-
gicznych w matematyce.' Problem jest dobrze postawiony jedynie w ramach tak czy
inaczej rozumianego stanowiska realistycznego. Jednak sam termin ,,realizm mate-
matyczny” jest terminem na tyle ogdlnym i wieloznacznym, ze trudno z przyjgcia
samej tezy realizmu wyprowadzac¢ jakiekolwiek wnioski dotyczace redukcji ontolo-
gicznych. Roézne sformulowania, jak i rozne sposoby argumentacji na rzecz mate-
matycznego realizmu prowadzi¢ beda do réznych tez dotyczacych redukcji ontolo-
gicznych. Ta czgs¢ pracy zawiera prezentacjg¢ trzech wariantow stanowiska reali-
stycznego (realizmu Gdodla, realizmu Quine’a i ,,pelnokrwistego platonizmu” Bala-
guera) oraz wstgpne uwagi dotyczace analizy glownego problemu pracy z punktu
widzenia tych stanowisk (szczegotowe analizy znajduja sie w czesci 111).

1. REALIZM GODLA

Godel we wspolczesnej filozofii matematyki stanowi swoisty wzorzec platonika-
racjonalisty, przekonanego o obiektywnos$ci prawd matematycznych i o niezaleznym
od podmiotu poznajacego istnieniu obiektow matematycznych. Godel odrzuca sta-
nowisko konceptualistyczne, w mysl ktorego obiekty matematyczne maja status kon-

! Czgé¢ 1 ukazata sig jako [Wojtowicz 2008a].

? Z koniecznosci prezentacje sa tu bardzo szkicowe, ta za$ czeéé pracy ma charakter w zasadzie
jedynie uzupelniajacy. Szczegotowa prezentacje stanowiska Godla Czytelnik znajdzie w pracy [Woj-
towicz 2002] oraz w [Wojtowicz 2003]. Stanowisko Quine’a omdéwione jest i poddane szerokiej
analizie w pracy [Wojtowicz 2003], stanowisko za$ Balaguera w pracy [Wojtowicz 2003] oraz [Woj-
towicz 2008].
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strukcji mentalnych,’ odrzuca tez neopozytywistyczna koncepcje matematyki jako
sktadni jezyka nauki.* Jego zdaniem, matematyka ma pewien obiektywny przedmiot
badan, jest nim wiasnie ,,kréolestwo bytow matematycznych”.

Pojecia i klasy moga by¢ traktowane jako rzeczywiste obiekty: klasy jako 'wielosci rzeczy', zag
pojecia jako wlasnosci rzeczy i relacje migdzy rzeczami istniejace niezaleznie od naszych defi-
nicji i konstrukeji. Wydaje mi sig, ze zatozenie o istnieniu takich obiektow jest rownie uzasad-
nione jak zatozenie o istnieniu obiektow fizycznych [Godel 1944, 220].

Obiekty matematyczne sg oczywiscie obiektami abstrakcyjnymi, istnieja nieza-
leznie od $wiata fizycznego i od dziatalnosci poznawczej matematykow, sa abstrak-
cyjne, nie oddziatuja przyczynowo, nie przystuguje im lokalizacja czasoprzestrzen-
na. Prawdy matematyczne za$ dotycza poj¢¢, ktore ,,tworzq obiektywnq rzeczywi-
stos¢, ktorej nie mozemy tworzy¢ ani zmienial, ale jedynie postrzegac i opisywac”
[Godel 1951, 320].° Dlatego tez Godel odréznial matematyke obiektywna lub wia-
Sciwa — tworzaca system zdan ,prawdziwych w absolutnym sensie, bez dodatko-
wych zalozen” [Godel 1951, 305] — od matematyki subiektywnej, sktadajacej si¢ ze
zdan dowodliwych. Dowodliwo$¢ nie wyczerpuje bowiem pojecia prawdziwosci.

Godel nie przyjat oczywiscie swojego stanowiska ad hoc. Poglady Godla doty-
czace matematyki harmonizuja z jego ogdlnym $wiatopogladem filozoficznym. Go-
del bowiem twierdzit, ze zadaniem filozofii jest analiza podstawowych poje¢ metafi-
zyki i ze filozofia moze si¢ z tego zadania dobrze wywiazac. Jako optymista w tym
zakresie twierdzil, ze po dostatecznie dobrym wyjasnieniu poje¢ dyskusja filozoficz-
na bedzie mogta by¢ prowadzona z matematyczna Scistoscia [Gddel 1951, 322]. Ten
swoisty optymizm poznawczy, przekonanie o tym, ze mozliwe jest racjonalne roz-
wiazanie dobrze postawionych probleméw matematycznych, jest waznym sktadni-
kiem filozoficznego $wiatopogladu Godla.® Za wyraz tego $wiatopogladu mozna
uzna¢ wilasnie realizm w stosunku do liczb naturalnych, ktére — moéwiac swobodnie
— tkwia u prapoczatkow dziatalnosci matematycznej. Chcemy oczywiscie poznac je
w sposob mozliwie pelny. Okazuje si¢ jednak, ze sama teoria liczb nie pozwala na
rozwigzanie wszystkich probleméw dotyczacych liczb naturalnych. Musimy odwo-

? Jako ilustracje mozna przypomnie¢ stanowisko Godla w sprawie definicji niepredykatyw-
nych, ktorych prawomocnos¢ kwestionowana bylta z pozycji konstruktywistycznych, inspirowanych
intuicjonizmem. Godel jednak twierdzi, ze ,,/J]esli definiowane obiekty istniejq niezaleznie od na-
szych konstrukcji, nie ma nic absurdalnego w stwierdzeniu, ze istniejq obiekty definiowalne wylqcz-
nie w terminach ogotu obiektow, do ktorych nalezq” [Godel 1944, 219]. Odwotuje si¢ wige do zalo-
Zenia o obiektywnym, niezaleznym od nas istnieniu matematycznego uniwersum.

* Tej krytyce poswiecona jest jego praca [Gdédel 1953/59, 360].

3 Twierdzenia matematyczne [...] nie dotyczq wlasciwosci struktur fizycznych ale raczej wla-
snosci pojeé, w terminach ktorych opisujemy te struktury. To jednak pokazuje, ze wlasnosci tych
pojec sq czyms rownie obiektywnym i niezaleznym od naszego wyboru, co wlasnosci fizyczne mate-
rii.” [Godel 1953/59, 360].

® Wang okreslal stanowisko Gédla mianem | racjonalistycznego optymizmu”, ktéry dotyczyt
nie tylko probleméw matematycznych, ale takze metafizycznych.
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lywac¢ si¢ do silniejszych zalozen, ktére pozwola na odkrycie nowych prawd o licz-
bach naturalnych — takimi zatozeniami sa w szczego6lnosci zatozenia teoriomnogo-
sciowe. Tych silniejszych technik nie mozemy jednak traktowaé czysto instrumen-
talnie: zalozenia teoriomnogosciowe, ktore przyjmujemy, aby uzyska¢ nowa wiedze
dotyczaca samych liczb naturalnych, rowniez dotycza obiektywnej rzeczywisto$ci
matematycznej i sg dla uzyskania tej wiedzy niezbgdne. Techniki teorii mnogo$ci
przenikaja cala matematyke, umozliwiaja rozwiazywanie otwartych probleméw ma-
tematycznych (cho¢ oczywiscie teoria mnogosci podlega stosownym ograniczeniom
metalogicznym), unifikacj¢ matematyki i oparcie jej na jednolitym systemie pojec.
Godel odwotuje si¢ do analogii z fizyka: réwniez tam zalozenie o istnieniu ciat fi-
zycznych jest niezbedne dla sformutowania zadowalajacej teorii $wiata fizycznego.

Rozwiagzywanie wszelkich probleméw matematycznych moze odbywac si¢ wigc
z wykorzystaniem pelnego repertuaru srodkéw teorii mnogosci. Teoria mnogosci nie
jest jednak jedynie pomocniczym narzedziem rozwiazywania probleméw matema-
tycznych. Fakt, ze wykorzystujemy silne aksjomaty teorii mnogosci, aby rozwiazaé
otwarte problemy matematyczne, wiaze si¢ z uznaniem, iz opisuja one obiektywna
matematyczng rzeczywistosc.

Godel uwazal wigc teori¢ mnogos$ci za podstawowa teori¢ matematyczna, a za
podstawowe pojgcia matematyczne uwazat pojecia zbioru i nalezenia. W ramach te-
go stanowiska postulowana jest wigc tylko jedna kategoria bytow matematycznych
— jest to jednak kategoria bardzo bogata. Z punktu widzenia platonizmu Gddla pro-
blem redukcji ontologicznej matematyki ma wigc stosunkowo proste rozwiazanie:
obiekty matematyczne sg zbiorami, uniwersum matematyczne za$ to po prostu uni-
wersum teoriomnogos$ciowe. W nim znajduja si¢ wszystkie obiekty matematyczne.

Jak wyglada platonskie uniwersum Godla? Czy jest to jedno uniwersum, czy ra-
czej ,,wiazka” uniwersow? Mozna bowiem rozwazy¢ forme realizmu, w mysl ktorej
istnieja rézne (mdéwiac bardzo swobodnie — ,roéwnolegle”) uniwersa zbiordw,
w ktorych realizowane sa rézne pojecia (koncepcje) zbioru. Zadne z tych pojeé nie
byloby jednak wyrdznione i nie mozna byloby sformulowa¢ uniwersalnego pojgcia
zbioru (takie jest wlasnie jedno z zalozen stanowiska ,,pelnokrwistego platonizmu”,
ktore jest przedmiotem analiz w dalszej czesci artykutu). Tego typu maksymalistycz-
ny poglad moze wydawac si¢ atrakcyjny — zwlaszcza w §wietle wynikow dotycza-
cych relatywnej niesprzecznosci rozmaitych zdan teoriomnogosciowych.” Poglad ten
wiaze sig, z jednej strony, ze swoistego rodzaju maksymalizmem ontologicznym
(istnieja wszelkie mozliwe realizacje réznych rozumien pojecia zbioru), ale i zara-
zem z minimalizmem epistemologicznym — zadne z tych poje¢ nie jest wyrdznione.
Tym samym zastanawianie si¢ nad tym, czy np. hipoteza continuum jest prawdziwa,

7 Najbardziej znanym przyktadem takiego zdania jest hipoteza kontinuum, ktora glosi, ze moc
zbioru liczb rzeczywistych jest najmniejsza moca nieprzeliczalng. Istnieje jednak wiele innych
przyktadéw zdan niezaleznych od ZFC, dotyczacych arytmetyki liczb kardynalnych, deskryptywne;j
teorii mnogosci etc.
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czy nie, jest zajeciem pozbawionym sensu — prawdziwos¢ jest bowiem zawsze zre-
latywizowana do pewnej koncepcji zbioru, a w tym ujeciu wszystkie takie koncepcje
sa rownoprawne.”

Stanowisko Gddla jest tu zdecydowanie inne. Jest tylko jedno uniwersum mno-
gosciowe, jest tylko jedno adekwatne dla niego (zrealizowane w tym uniwersum)
pojgcie ,,zbioru”, a naszym zadaniem jest mozliwe pelne jego zrozumienie i opisanie.
Nalezy podkresli¢, ze wazna role w argumentacji Godla dotyczacej realizmu mate-
matycznego (w przypadku stanowiska Godla — teoriomnogo$ciowego) odegrato je-
go przekonanie o tym, ze problemy matematyczne sa zasadniczo rozstrzygalne. Kaz-
dy dobrze postawiony problem matematyczny moze zosta¢ rozwiazany, takze jesli
konieczne byloby wzmocnienie podstawowych zatozen. Matematyka nie da si¢ za-
mknaé¢ w jednym systemie formalnym, ma charakter niewyczerpywalny: mozna do-
dawaé do niej nowe aksjomaty, pozwalajace na rozwiazywanie otwartych proble-
moéw.” Godel twierdzil, ze nierozstrzygalno$¢ pewnych zagadnien matematycznych
ma zwiazek z niedostatecznie gleboka analiza podstawowych poje¢ matematycz-
nych, w matematyce za$ nie ma prawd zasadniczo niepoznawalnych.'® Jako przyktad
mozna wymieni¢ np. dotaczanie do teorii liczb pewnych intuicyjnie oczywistych
i prawdziwych zdan (np. zdanie Godla). Wazniejsze jednak w kontekscie problemu
redukcji jest fakt odwolywania si¢ do zatozen teoriomnogos$ciowych. Teoria mnogo-
$ci jest w takim ujgciu teorig podstawowa, do ktdrej — moéwiac obrazowo — nalezy
zwracac si¢ z prosba o rozwiazanie otwartych problemow.

¥ Wérod specjalistow nie ma zgody co do tego, czy ma sens méwienie o obicktywnym pojeciu
zbioru. Niektorzy twierdza, ze ma i ze warto poszukiwaé¢ nowych aksjomatow, ktore ten sens beda
mogly wyostrzy¢. Inni twierdza, ze w $wietle licznych wynikéw dotyczacych relatywnej nie-
sprzecznosci taki poglad nie jest zasadny i nie ma sensu mowi¢ o zadnym wyrdznionym pojeciu
zbioru (taka opini¢ wyraza np. [MacLane 1992]. Podobna opini¢ wyraza takze Mostowski, twier-
dzac, iz w przysztosci mozemy miec istotnie rozne intuicje dotyczace pojgcia zbioru i w zaleznosci
od potrzeb przyjmowaé aksjomaty odpowiadajace naszym aktualnym potrzebom i zainteresowa-
niom [Mostowski 1979]. Zauwazmy przy tym, ze nie jest w pelni jasne, jakie sa najstabsze warunki
naktadane na obiekty, aby mozna je byto uzna¢ za zbiory (lub — innymi stowy — za obiekty utwo-
rzone za pomoca operacji teoriomnogosciowych). Czy musi np. obowiazywa¢ pewnik wyboru?
Schemat aksjomatdéw zastgpowania? Aksjomat regularnosci?

? Oczywiscie, na mocy twierdzenia Géodla o niezupelnoéci, wiemy, ze zaden taki system nie
dostarczy ostatecznych odpowiedzi na wszystkie stawiane pytania. Mozemy jednak poszukiwaé no-
wych aksjomatow, ktorych przyjecie poszerzy nasza wiedzg (por. [Wojtowicz 2002]). Warto przy-
pomnie¢, ze o istnieniu zdan niezaleznych od arytmetyki PA wiedziano juz od 1931, ale pierwszy
przykiad takiego zdania o konkretnej treSci matematycznej podali dopiero Paris i Harrington w 1977
([Paris, Harrington 1977]).

' Przychodzi tu na mysl stynne stwierdzenie Hilberta, iz w matematyce nie ma zadnego igno-
rabimus.
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2. QUASI-EMPIRYZM QUINE’A

Quine deklaruje si¢ jako naturalista: analizy filozoficzne winny by¢ uprawiane
w kontekscie wynikow nauk szczegétowych.'' Tak tez jest w przypadku filozofii
matematyki — argumentacja Quine’a na rzecz realizmu matematycznego w silny
sposob zalezy od analiz dotyczacych roli matematyki w naukach empirycznych.

Punktem wyj$cia argumentacji Quine’a jest analiza roli matematyki w naukach
empirycznych. Zajmuje tu stanowisko zdecydowanie rézne niz neopozytywisci, zda-
niem ktorych zdania matematyczne maja czysto analityczny charakter i stanowia je-
dynie zbiér konwencji dotyczacych jezyka nauki, pozbawionych pozajezykowego
odniesienia. Quine odrzuca podziatl zdan na analityczne i syntetyczne, ktéry stanowi
podstawe tej tezy.'> Quine odrzuca rowniez teze (ktéra okresla mianem ,,drugiego
dogmatu empiryzmu”), ze dobrze okreslong tres¢ empiryczna (czyli metod¢ empi-
rycznej weryfikacji) mozna przypisa¢ poszczegdlnym zdaniom teorii naukowe;.
Zdaniem Quine’a nie ma metody weryfikacji pojedynczych zdan, sens empiryczny
za$ jest przypisywany zdaniom naukowym w kontekscie catej teorii.” Jednostka
sensu empirycznego staje si¢ wigc — w holistycznym ujeciu Quine’a — cala teoria,
wlacznie z instrumentarium matematycznym i logicznym. "

Teoria naukowa tworzy wigc swoista sie¢ przekonan, w sktad ktorej wchodza nie
tylko zdania obserwacyjne i teoretyczne, ale rdbwniez matematyczne. Prawdy mate-
matyczne nie rdznig si¢ wigc zasadniczo od prawd empirycznych, gdyz ulokowane

" Quine jest zwolennikiem metafilozoficznej tezy naturalizmu i, jego zdaniem, argumentacja
filozoficzna winna uwzglednia¢ wyniki nauk szczegoétowych i analiz metanaukowych, dotyczacych
naszej wiedzy (w szczegolnosci wiedzy naukowej). Filozofia, w opinii Quine’a, nie ma uprzywile-
jowanego statusu poznawczego, Quine odrzuca wigc roszczenia filozofii o charakterze fundacjoni-
stycznym. Filozofia nie poprzedza z teoretycznego punktu widzenia nauk szczegélowych, raczej
odwotuje si¢ do ich wynikow, wiaczajac je w pewien szerszy kontekst, swoisty obraz $wiata. Wi-
doczne jest tu takze przekonanie Quine’a, ze brak jest wyraznej granicy migdzy wiedza naukowa
a filozoficzna, wlaczone sa one bowiem w nasz system (,,sie¢”’) przekonan o §wiecie.

12 [Uestesmy sklonni zakladaé ogélnie, ze prawdziwosé zdah daje sie rozlozyé na komponent
Jjezykowy i komponent faktualny. Przy tym zafozeniu wydaje si¢ racjonalne sqdzié¢, ze w przypadku
pewnych zdan ow komponent faktualny powinien by¢ zerowy: bylyby to wlasnie zdania analityczne.
Lecz przy calej apriorycznej racjonalnosci tego pomystu linia graniczna pomiedzy zdaniami anali-
tycznymi i syntetycznymi po prostu nie zostala poprowadzona. Przekonanie, ze rozroznienie to jest
w ogole wykonalne jest nieempirycznym dogmatem empirystow, ich metafizycznym arktykutem wia-
ry”. [Quine 1953, 57-58].

13 Zadne poszczegdlne swiadectwo doswiadczenia nie jest zwiqzanie z jakim$ okreslonym zda-
niem z wnetrza pola; zwiqzek ten ma co najwyzej charakter posredni, za sprawq réownowagi pola
Jjako calosci.” [Quine 1953, 65]. Quine postuguje sig¢ metafora pola sity, aby ukaza¢ holistyczny cha-
rakter weryfikacji teorii empirycznej i istnienie zwiazkéw migdzy wszystkimi fragmentami teorii.

' Nauka jest strukturq jednolitq i w zasadzie ta struktura jako calo$é, nie zas jej zdania skla-
dowe z osobna, jest tym, co doswiadczenie potwierdza lub podwaza”. [Quine 1951, 171].
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sa w naszej calosciowej siatce przekonan."> Pytania o istnienie obiektow fizycznych,
teoretycznych i abstrakcyjnych sa pytaniami tej samej klasy.'®

Holistyczne ujgcie Quine’a implikuje, Ze nie jest uzasadniony czg$ciowy realizm,
w mysl ktoérego korelaty ontologiczne posiadaja tylko niektore terminy wystepujace
W teorii empirycznej (a mianowicie terminy odnoszace si¢ do obiektow fizycznych),
natomiast terminy matematyczne wystepujace w teorii fizycznej sa pozbawione in-
terpretacji. Tym samym, konsekwentne jest uznanie istnienia wszystkich obiektow,
o ktérych méwi dana teoria empiryczna (a wigc — by¢ moze — takze i matematycz-
nych, jesli o nich w tej teorii jest mowa). To naktada na nas obowiazek podania kry-
terium, ktore pozwalatoby na stwierdzenie, kiedy teoria odnosi si¢ do obiektow da-
nego typu. Prima facie bowiem ontologia lezaca u podloza pewnego systemu prze-
konan nie musi by¢ wyraznie okres$lona. ,,Ontologia zwyklego czlowieka jest nieja-
sna i nieporzqdna pod dwoma wzgledami. Obejmuje ona wiele domniemanych
przedmiotow, ktore sq niejasno lub nieadekwatnie okreslone. Ale co wazniejsze, nie
Jjest jasny jej zakres, nie sposob nawet ogdlnie stwierdzié, ktore z tych niejasno okre-
slonych przedmiotow wolno w ogole przypisacé ontologii danego czlowieka, co trak-
towac jako rzeczy przez niego przyjmowane” [Quine 1981, 38]. Podobna trudno$¢ ze
zidentyfikowaniem ontologii pojawia si¢ w wypadku teorii naukowych: musimy bo-
wiem rozstrzygnad, kiedy uzywane przez nas zwroty faktycznie maja przedmiotowe
odniesienie, a kiedy maja charakter jedynie pomocniczy. Rozwiazanie tej trudnosci
stanowi kryterium, w mysl ktérego swoistym wskaznikiem istnienia jest kwantyfika-
cja (por. np. [Quine 19697)."

Sam fakt, ze teorie fizyczne odwoluja si¢ do instrumentarium matematycznego,
nie stanowi jeszcze rozstrzygajacego argumentu na rzecz matematycznego realizmu.
Jednak podstawe argumentacji Quine’a na rzecz matematycznego realizmu stanowi
obserwacja, ze matematyka stanowi zasadnicza, nieusuwalna czgs$¢ teorii fizycznych.
Skoro jednak matematyka stanowi nieusuwalng czg$¢ teorii fizycznych, wigc przyj-

15 Caloksztalt naszej tzw. wiedzy czy tez przekonan, od najbardziej przypadkowych prawd geo-
grafii i historii az po najglebsze prawa fizyki atomistycznej, a nawet czystej matematyki i logiki for-
malnej, jest tworem czlowieka i styka sie z doswiadczeniem tylko wzdtuz swoich krawedzi. Mowiqc
inaczej, nauka jako calos¢ podobna jest do pola sily, ktorego warunkami brzegowymi jest doswiad-
czenie. Konflikt z doswiadczeniem na brzegach pola powoduje odpowiednie przystosowania w jego
wnetrzu. Niektorym ze zdan zostaje przypisana inna wartos¢ logiczna [...].” [Quine 1953, 65].

16 W granicach nauk przyrodniczych istnieje continuum pozioméw, od twierdzen, ktdre sq
sprawozdaniami z obserwacji, do tych, ktore wyrazajq podstawowe idee, powiedzmy, teorii kwantow
czy teorii wzglednosci. [ ...] twierdzenia ontologii, a nawet twierdzenia matematyki i logiki sq konty-
nuacjq tego continuum, kontynuacjq, ktora jest zapewne jeszcze bardziej odlegta od obserwacji niz
glowne zasady teorii kwantow czy teorii wzglednosci. Roznice w tej dziedzinie sq [...] jedynie rozni-
cami stopnia, a nie rodzaju.” [Quine 1951, 171].

"W tej pracy nie podejmuje¢ problemu zalozen o charakterze ,,ideologicznym”, obecnych
w koncepcji Quine’a, w szczegdlnosci zalozenia, ze niejako kanoniczng logika jest logika elemen-
tarna (zas$ ,,kanoniczng” postac teorii odkrywamy dopiero po jej przeformutowaniu do teorii w logi-
ce elementarnej.)
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mowane przez Quine’a kryterium identyfikacji zobowiazan ontologicznych naktada
na nas obowiazek uznania takze istnienia obiektéw matematycznych. Z punktu wi-
dzenia tego stanowiska, pytanie o prawdziwos¢ zdan matematycznych (nie chodzi tu
tylko o czysto formalng dowodliwos$¢!) jest rownie sensowne i dobrze postawione,
jak pytanie o prawdziwos$¢ dowolnej innej hipotezy naukowej. Argumentacja Qu-
ine’a na rzecz realizmu matematycznego skonstruowana jest wiec wedtug nastepuja-
cego schematu:

1. Matematyka jest niezb¢dna w nauce. Teorie empiryczne w nieusuwalny spo-
sob musza odwolywac¢ si¢ do matematycznego instrumentarium i mowic o obiektach
matematycznych.

2. Skoro interpretujemy teorie naukowe w sposob realistyczny, to nalezy uznaé
istnienie wszystkich obiektéw, do ktérych odnosi si¢ kwantyfikacja w danej teorii.
A zatem powinni$my w szczego6lno$ci uznac istnienie obiektow matematycznych.

Argument ten nosi nazwe ,,argumentu z niezbedno$ci” (indispensability argu-
ment).

Przyjecie stanowiska realistycznego w stosunku do teorii empirycznej naktada
wigc na nas obowiazek uznania takze zobowiazan ontologicznych tej teorii ,,w $wie-
cie obiektow matematycznych”. Quine interpretuje matematyczne zdania egzysten-
cjalne at face value, bezposrednio — a nie jako pozbawione tresci zdania pomocni-
cze (jak chcialby to czyni¢ matematyczny instrumentalista).

Nalezy tu podkresli¢, ze zasigg argumentu z niezbednosci jest ograniczony do
tych fragmentéw matematyki, ktore znajduja zastosowanie w teoriach empirycznych.
Tym samym teza realizmu matematycznego moze by¢ tak uzasadniana tylko w sto-
sunku do matematyki stosowanej (przy catej nieostrosci tego pojgcia).

Fakt ten ma podstawowe znaczenie dla analizowanego przez nas problemu re-
dukcji ontologicznej. Zgodnie bowiem z tym, co powiedzieliSmy wczesdniej, teoria
mnogosci jest teorig bardzo silng, na swdj sposéb nadwyzkowa w stosunku do zwy-
ktej praktyki matematycznej. Zdaniem Quine’a, teorie matematyki czystej moga pet-
ni¢ co najwyzej role porzadkujaca, moga stuzy¢ do upraszczania i ujednolicania teo-
rii matematyki stosowanej, poza tym stanowia jedynie systemy niezinterpretowane.
Nie bedzie wigc zasadne uznanie teorii mnogosci za adekwatna baze ontologiczna
dla matematyki stosowanej, poniewaz jej zalozenia egzystencjalne zdecydowanie
wykraczaja poza to, co jest ugruntowane na mocy argumentu z niezbgdnosci.

Pojawia si¢ wigc problem identyfikacji bazy ontologicznej dla matematyki sto-
sowanej. W tak og6lnym sformutowaniu problem ten nie jest jednak postawiony do-
statecznie jasno. W fizyce mamy bowiem do czynienia z catym spektrum teorii —
w szczegoOlnosci tez z catlym spektrum teorii matematycznych. Nalezy pamigtac
o tym, ze kryterium zobowiazan ontologicznych jest zawsze zrelatywizowane do da-
nej teorii (matematycznej, empirycznej badz jakiejkolwiek innej) i ma lokalny cha-
rakter. Kryterium to mozemy zastosowac do danej interesujacej nas teorii T, ale nie
mozemy go w prosty sposob zastosowaé do catej rodziny teorii (o ile wezesniej nie
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zostana podjete pewne zabiegi rekonstrukcyjne — czyli de facto sprowadzenie tych
teorii do pewnej teorii o fundamentalnym charakterze). Jesli wigc nasze stanowisko
realistyczne opieramy na argumencie z niezbednosci, to prowadzi nas to do formu-
lowania ,,lokalnych” argumentéw na rzecz stanowiska realistycznego w odniesieniu
do réznych teorii matematycznych.

Jednak problem realizmu matematycznego i poszukiwania bazy ontologicznej dla
matematyki nie ma charakteru lokalnego. Takie ujgcie byloby z pewnoscia sprzeczne
z praktyka matematyczng i z faktem, ze mamy poczucie jednosci matematyki jako
pewnej dyscypliny, poczucie tego, ze cata matematyka stanowi — obrazowo mowiac
— jeden gmach, a nie luzne skupisko budynkow. Pomimo faktu, iz istnieja rozne,
bardzo wyspecjalizowane i opierajace si¢ na specyficznych zalozeniach teorie mate-
matyczne, to sadzimy, ze nie opisuja one roznych, istniejacych w niezalezny od sie-
bie sposob klas obiektow, ale dotycza jednego uniwersum matematycznego. Poczu-
cie to jest bardzo naturalne w $wietle faktu, ze o niektérych obiektach matematycz-
nych, jak np. o liczbach rzeczywistych, mowa jest niemal w kazdej teorii matema-
tycznej. Pewne idee (np. pojecie ciaglosci, rozniczkowalno$ci) przenikaja niemal
cala matematyke¢ (cho¢ roézne dyscypliny matematyczne koncentrujg si¢ na réznych
aspektach i przypadkach szczeg6élnych). Poczucie swoistej jedno$ci matematyki ma-
my niezaleznie od tego, czy mamy $§wiadomo$¢ istnienia rekonstrukcji formalnej
w ramach ZFC. Co wigcej, moim zdaniem, takie poczucie jednosci matematyki jest
czym$ pierwotnym w stosunku do istnienia ewentualnej rekonstrukcji i stanowi ra-
czej motywacj¢ dla poszukiwania rekonstrukcji i unifikacji niz konsekwencj¢ jej od-
nalezienia. Naturalne jest wigc w szczegdlnosci dazenie do tego, aby narzedzia ma-
tematyczne (potrzebne w zastosowaniach) rekonstruowa¢ w mozliwie jednolitym
systemie pojec. Pozwoliloby to na znalezienie wspolnej bazy ontologicznej dla calej
matematyki, a nie wielu lokalnych baz z osobna, dla kazdej teorii matematycznej,
ktéra pojawia si¢ w zastosowaniach. Taki postulat jest zgodny zaroéwno z praktyka
matematyczna, jak i z potrzeba unifikacji aparatu pojgciowego. Pojawia sie wigc
pytanie o wspdlny dla matematyki stosowanej system pojeé. Zauwazmy, ze np.
w mechanice kwantowej stosujemy (méwiac w uproszczeniu) metody analizy funk-
cjonalnej, w kosmologii za§ geometrii rozniczkowej, czyli dyscyplin do$¢ réznych.
Chcieliby$my jednak poszukiwaé bazy ontologicznej wspdlnej dla wszystkich tych
dziedzin matematyki stosowane;.

Problem nie jest oczywiscie postawiony w sposdb w pelni precyzyjny: granica
migdzy matematyka stosowana a teoretyczng jest ptynna i nieostra. Wydaje si¢ jed-
nak, ze nienajgorszym przyblizeniem bedzie przywolywane w czgséci I rozrdznienie
na matematyke teoriomnogo$ciowq i nieteoriomnogosciowa, wyrastajaca ze zwyklej
praktyki matematycznej.'® Taki roboczy podziat uwazam za rozsadny, i mysle, Ze po-
zwoli on na lepsza identyfikacj¢ zobowiazan ontologicznych matematyki stosowane;j.

'8 Problem bardziej szczegotowo omawiam w czesci I11.
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3. , PELNOKRWISTY PLATONIZM” BALAGUERA

Koncepcja Balaguera to stanowisko radykalnego, maksymalistycznego realizmu.
Sam autor okre$la ja mianem full-blooded platonism (dalej bedg si¢ postugiwat
skrotem FBP), aby podkresli¢, ze — jego zdaniem — tylko takie stanowisko zastu-
guje na miano konsekwentnego realizmu. Wersja realizmu zaproponowana przez
Balaguera zastuguje na uwage, poniewaz w jawny sposob wyartykutowat on intuicje,
ktére podziela wielu matematykdw, a ktore odnosza si¢ do §wiata matematycznego
jako §wiata nieograniczenie bogatego. Mozna powiedzieé, ze jest to proba ujgcia —
w ramach koncepcji filozoficznej — ,,potocznego” doswiadczenia ztozonosci i bo-
gactwa matematycznego uniwersum. Tak rozumiane stanowisko ontologicznego
maksymalizmu moze jawié si¢ wigc jako ciekawa propozycja filozoficzna."” Kon-
cepcja Balaguera ma zupelnie inny charakter niz realizm Godla (ktérego zdaniem
istnieje tylko jedno uniwersum matematyczne o teoriomnogosciowym charakterze)
czy Quine’a (ktory akceptowal stanowisko realizmu ograniczonego dla bytéw mate-
matyki stosowanej). Balaguer natomiast przyjmuje zasadg ,,anty-brzytwy Ockhama”:
byty (matematyczne) nalezy mnozy¢ w miarg mozliwosci.

Podstawowa teza stanowiska FBP-realizmu glosi, ze istnieja wszystkie logicznie
mozliwe obiekty matematyczne. Swobodnie méwiac, istniejace obiekty matematycz-
ne wyczerpuja wszystkie dostgpne mozliwosci. W takim sformutowaniu teza ta nie
jest jednak zbyt precyzyjna. Balaguer uszczegotawia ja w postaci tezy, ze kazda nie-
sprzeczna teoria matematyczna odnosi si¢ do pewnego bytu matematycznego (ew.
pewnej klasy takich bytow). Swobodnie moéwiac, kazda niesprzeczna teoria mate-
matyczna opisuje pewien fragment uniwersum matematycznego. Jesli wigc o danej
teorii matematycznej wiemy, ze jest niesprzeczna, to mozemy tez stwierdzi¢, ze opi-
suje pewien fragment matematycznego Swiata (czyli dostarcza wiedzy na temat tego
fragmentu).”

Warto poswigci¢ parg stOw rozumieniu pojgcia niesprzeczno$ci przez Balaguera,
gdyz ma to znaczenie z punktu widzenia prezentowanych dalej analiz problemu re-

' Warto tu zauwazyc¢, ze realistyczna koncepcja Balaguera jest jedna z dwoch prezentowanych
w jego glownej pracy [Balaguer 1998] koncepcji. Druga jest stanowisko radykalnego antyreali-
zmu... Wydawac si¢ to moze zaskakujace, jednak koncepcja Balaguera jest sformutowana w kon-
tek$cie silnych tez metafilozoficznych. Balaguer uwaza bowiem, Ze problem istnienia obiektow
matematycznych jest zasadniczo nierozstrzygalny. Nie jest wigc mozliwe podanie dobrych argu-
mentdéw za ani przeciw matematycznemu realizmowi, mozna jedynie formutowac hipotetyczne wa-
rianty stanowiska antyrealistycznego i realistycznego. Tak rzeczywiscie robi Balaguer; tutaj przed-
miotem zainteresowania jest oczywiscie tylko jego wersja stanowiska realistycznego.

%% Odwotujac sig do tego argumentu, Balaguer stara si¢ rozwiaza¢ problem wiedzy matematycz-
nej: nie musimy wyjasnia¢, jak ,.kontaktujemy si¢ ze $wiatem abstraktow”, wystarczy wyjasnic,
skad dowiadujemy si¢ o niesprzecznosci pewnej teorii. Balaguer zaktada bowiem, ze kazda nie-
sprzeczna teoria 7' ma odniesienie pozajgzykowe, a wigc opisuje jaki§ fragment matematycznego
$wiata, eo ipso dostarcza wiedzy matematycznej.
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dukcji ontologicznych. Otéz Balaguer nie odwotuje si¢ do teoriomodelowej definicji
niesprzeczno$ci. Ta definicja ma charakter teoriomnogo$ciowy: wszystkie pojgcia
metalogiczne (poj¢cie modelu, spelniania etc.) sa definiowane w teorii mnogosci;
twierdzenia metateoretyczne (np. twierdzenie o zwartosci czy petnosci logiki ele-
mentarnej) s dowodzone w ramach teorii mnogo$ci. Balaguer uwaza, ze pojgcie
niesprzeczno$ci moze by¢ uznane za pojecie pierwotne, niezalezne od jego formal-
nej, teoriomodelowej definicji. Nawiazuje w ten sposob do koncepcji Fielda ([Field
1991)), ktérego zdaniem teoriomodelowa definicja niesprzecznosci nie stanowi ade-
kwatnej formalizacji intuicji, jakie wiazemy z tym pojeciem.”’ To, ze jeste$my
sktonni pewne teorie matematyczne uznaé za niesprzeczne nie wynika bynajmniej ze
znajomosci teoriomodelowej rekonstrukcji tych teorii. Zrodlem naszego przekonania
jest bowiem nasze preformalne, intuicyjne pojgcie niesprzecznosci. To ono jest zro-
dlem naszej wiedzy, a nie twierdzenia metalogiczne méwiace o istnieniu modeli dla
teorii.

Zwolennik stanowiska FBP przyjmuje wigc teze o istnieniu wszystkich mozli-
wych obiektow matematycznych. Teza ta nie jest w mojej ocenie sformutowana
W jasny sposob, jednak moim celem nie jest tu krytyka stanowiska FBP, ale rozwa-
zenie problemu redukcji ontologicznej z jego punktu widzenia. Z samego sformuto-
wania glownych tez FBP wynika, Ze nie istnieje zadna podstawowa dla catej mate-
matyki teoria (np. teoria mnogosci) i ze nie mozna twierdzié¢, iz wszystkie obiekty
matematyczne sa obiektami pewnego ustalonego typu (np. zbiorami). W duchu ta-
kiego maksymalizmu ontologicznego utrzymane jest przekonanie, ze ontologia dla
teorii matematycznych nie powinna zaleze¢ od tego, jaka posta¢ mozna nada¢ ich
formalnym rekonstrukcjom (w teorii mnogosci lub innej stosownej teorii). Poszuki-
wanie teorii redukujacej jest motywowane (m.in.) postulatem minimalizacji zobo-
wiazan ontologicznych, tymczasem koncepcja FBP w jawny sposob zaktada wlasnie
maksymalizacj¢ tych zatozen — kazda teoria niesprzeczna ma bowiem swoja reali-
zacje, ma pewien ontologiczny korelat matematyczny. Obiekty matematyczne, takie
jak zbiory, liczby naturalne, zespolone, rozmaitoéci rézniczkowalne, przestrzenie
probabilistyczne, przestrzenie Hilberta efc. istnieja jako niezalezne od siebie, wza-

2! Zdaniem Fielda pojecie niesprzecznoei logicznej winno byé traktowane jako pojecie pier-
wotne, ktorego sens jest niezalezny od sensu pojgcia niesprzecznosci semantycznej i niesprzeczno-
Sci syntaktycznej (a wigc ma sens niezalezny od pojg¢ teoriomodelowych i teoriodowodowych
(podobne tezy gtosi Etchemendy, zdaniem ktérego teoriomodelowa charakteryzacja pojgcia konse-
kwencji logicznej nie jest adekwatnym uchwyceniem naszego preteoretycznego rozumienia pojecia
konsekwencji, [Etchemendy 1990]). Field twierdzi, Ze niesprzecznos$¢ teorii T nie sprowadza si¢ ani
do tego, ze T ma model, ani do tego, ze nie daje si¢ w niej dowies¢ sprzecznosci. Zachodza jednak
nastgpujace zaleznosci: (i) Jesli T ma model to jest niesprzeczna w sensie Fielda; (ii) Jesli T jest
niesprzeczna w sensie Fielda, to nie da si¢ udowodni¢ w niej sprzecznosci. Oczywiscie, w przypad-
ku teorii pierwszego rzgdu mamy tu rownowaznosci (na mocy pelnosci logiki pierwszego rzgdu),
ale — zdaniem Fielda — jest to tylko przypadkowa cecha logiki pierwszego rzedu. Argumentacja
Fielda nie jest, moim zdaniem, zbyt przekonujaca; poddajg ja analizie w pracy [Wéjtowicz 2001].
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jemnie nieredukowalne byty. Teoria mnogosci nie jest niczym wyr6zniona, jest jedna
z wielu teorii matematycznych i nie ma zadnych powodow, aby nadawac jej wyroz-
niony status. Takiego statusu nie ma zreszta zadna teoria matematyczna, jednak re-
dukcja ontologii matematyki do bytdéw pewnego typu zakladalaby taki wlasnie wy-
rézniony status pewnej teorii. Tym samym, w uj¢ciu FBP problem redukeji ontolo-
gicznej winien by¢ rozwiazany negatywnie: nie ma zadnej teorii redukujacej, mamy
za to bardzo bogata klas¢ bytdéw matematycznych (stanowiacych realizacje nie-
sprzecznych teorii matematycznych).
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