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1. PARADOKS ZNAWCY I JEGO WERSJE

Paradoks znawcy, wystgpujacy w literaturze anglojezycznej pod nazwa The
Knower Paradox, pochodzi z pracy D. Kaplana i R. Montague analizujacej paradoks
kata (Kaplan, Montague 1960). Stanowi on jego szczegdlny przypadek — gdy liczba
mozliwych termindw egzekucji zostaje zredukowana do zera (wtedy postawiony
przez sedziego warunek wykonania wyroku przyjmuje postaé: skazaniec wie, ze ni-
niejszy warunek jest falszywy).' Okazato si¢ — w tym tkwi paradoks — ze nie moz-
na wyrazi¢ niesprzecznie pojgcia wiedzy, jesli tylko mamy mozliwo$¢ budowania
zdan na temat wiedzy, ktore odnosza si¢ do samych siebie, oraz przyjmujemy nastg-
pujace trzy zasady (wazne dla analizy wiedzy):

(i) Niezawodnos$¢ wiedzy: Jezeli podmiot wie, ze ¢, to o zachodzi (krétko: wiedza
implikuje prawdziwos¢).

(ii) Epistemiczna nieskromno$¢: Podmiot wie, ze (i).”

(iii) Epistemiczne domknigcie: Jezeli £ jest wyprowadzalne z « i podmiot wie, Ze ¢,
to wie on tez, ze f.

! Warto wspomnieé, ze paradoks ten przypomina 13. sofizmat J. Buridana, zamieszczony
w VIII rozdziale jego Sophismata. Jedyne zdanie napisane na $cianie brzmi: ,,Sokrates wie, ze zda-
nie napisane na $cianie budzi jego watpliwosci [sprzeciw]”. Sokrates czyta owo zdanie i zastanawia
si¢ nad jego prawdziwoscia (Hugens 1982).

? Nazywajac w ten sposob owa zasade, nawiazuje do opowiesci R. Smullyana o ,,my$lakach”
(Smullyan 1987).
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Zasada pierwsza ma swe korzenie w starozytnosci, przede wszystkim w wystepuja-
cym u Platona odroznieniu epistéme i doxa. Wedtug Platona, prawdziwo$¢ o jest wa-
runkiem koniecznym wiedzy, ze o’ Wiedze, w przeciwienstwie do wiary (mnie-
mania), cechuje niezawodno$¢. Powiedzenie przez kogos$ ,,Wiem, ze 0 = 1” natych-
miast powoduje sprzeciw z powodu falszywosci zdania ,,0 = 1”. Mozna powiedzie¢,
ze przyklady tego typu testuja zasadg (i). Z kolei, zasada druga bezposrednio dotyczy
tego, co podmiot wie, a mianowicie na jej mocy podmiot wie o niezawodnosci swej
wlasnej wiedzy. W pewnym sensie wyraza ona zdolno§¢ podmiotu do refleksji na
temat swej wlasnej wiedzy. Moze on doj$¢ do wspomnianej (meta)wiedzy na pod-
stawie introspekcji badz jakiego$ rodzaju empirycznego uogolnienia. Wreszcie zasa-
da trzecia czyni z wiedzy zbior zdan zamknigty ze wzgledu na relacj¢ wyprowadzal-
no$ci. Na jej podstawie podmiot automatycznie wie to, co daje si¢ wyprowadzié¢ za
pomoca regul wnioskowania dedukcyjnego (np. reguly modus ponens) z tego, co juz
wie. Tym samym wyraza ona dedukcyjna wszechwiedzg podmiotu (podmiot staje si¢
przez to wyidealizowany).*

Paradoks znawcy, podobnie jak antynomia ktamcy, opiera si¢ na mozliwos$ci bu-
dowania zdan odnoszacych si¢ do samych siebie. Generalnie, zdania tego rodzaju
maja forme:

S: Zdanie S ma wlasnos¢ P.

Litera S reprezentuje nazwe jednostkowa wyrazenia ,,Zdanie S ma wlasno$¢ P”.
Oczywiscie, kazde takie zdanie musi spetnia¢ nastgpujacy warunek: S jest prawdzi-
we wtw ,,Zdanie S ma wlasno$¢ P” jest prawdziwe (wtw jest tak, ze zdanie S ma
wlasno$¢ P). Przypomnijmy, u podstaw antynomii ktamcy lezy zdanie:

L: Zdanie L jest falszywe.
Natomiast paradoks znawcy zwiazany jest ze zdaniami takimi jak:
() K: Zdanie K jest niezgodne z wiedza podmiotu [= a wie, ze nie-K ].
(i) K: Zdanie K nie jest wiadome podmiotowi [= a nie wie, ze K].

Mozliwo$¢ budowania zdan odnoszacych si¢ do samych siebie daje tzw. lemat
o diagonalizacji. Stad wlasciwa rama formalizacji rozwazanego paradoksu jest aryt-
metyka liczb naturalnych (czy jaka$ teoria ja zawierajaca).” Przyjmijmy wiec, ze
jest aksjomatyzowalnym rozszerzeniem arytmetyki Robinsona Q, dla ktoérego zacho-
dzi lemat o diagonalizacji, a J(X) jezykiem owej teorii. Zaktadamy, ze w jezyku J(X)
wystepuja dwa predykaty specyficzne I(x, y) oraz K(x). Pierwszy w nich wyraza, ze

? J. Hintikka takiego rozumienia wiedzy dopatruje sig juz u Parmenidesa.

* Jest to ,,mocna” wersja zasady epistemicznego domkniccia. Wersja ,,slabsza” stanowi, iz jesli
podmiot wie, ze S daje si¢ dedukcyjnie wyprowadzi¢ z ¢, to wie on, ze S, o ile wie, ze .

* Odwolanie si¢ do lematu o diagonalizacji pozwala uniknaé dyskusji na temat dopuszczalnodci
(naturalnoéci) zdan odnoszacych sig do samych siebie.
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zdanie o kodzie y jest wyprowadzalne w teorii X ze zdania o kodzie x. Drugi nato-
miast wyraza, ze podmiot wie to, co glosi zdanie o kodzie x. Dla wygody czytelnika
przypomne obecnie wspomniany lemat. Niech 4" oznacza liczebnik bedacy nazwa
kodu Godla formuty f. Natomiast o] skraca zdanie o("f").

Lemat o diagonalizacji. Dla dowolnej formuly a(x) jezyka J(X) z jedna zmienna
wolna x istnieje zdanie S jezyka J(X) takie, ze X - f= a[f)].

>

Skonstruowane zdanie £ ,,mowi” o sobie samym (via numeracja Godlowska), ze
spetnia warunek oz M9j kod ma wlasnos¢ a. Oto sformalizowana wersja rozwazane-
go paradoksu:

Twierdzenie 1 (Kaplan, Montague 1960, The Knower Paradox). Niech X bedzie teo-
rig scharakteryzowana jak wyzej, taka, ze dla dowolnych zdan a1 S jej jezyka spet-
nione sa nastgpujace trzy warunki:

KI. K[o] - o (epistemiczna zasada refleks;ji),
K2. K[K[a] — o] (epistemiczna nieskromnosc)
K3. Kl[o] AT, B] — K[B] (epistemiczne domknigcie).

Woéwczas teoria X jest sprzeczna.

Dowdd. Na mocy lematu o diagonalizacji, istnieje zdanie J takie, ze

1. L o=K[-0]°

2. Yo — K[-d] 1, opuszczanie roOwnowaznosci

3. X - K[—d] > —d aksjomat K1; owo uszczegodtowienie K1
oznaczmy przez K1d

4. Xh0—>—0 2, 3, reguta sylogizmu hipotetycznego
5. Y=o 4, reguta Claviusa
6. X - I[K1d, —d] na podstawie krokow 3-5, gdyz I[ ¢, /),

ilekro¢ a - B (tj. Bjest wyprowadzalne w X z @)
7. Y - K[K1d] aksjomat K2
8. X+ K[K1d] A /[K1d, =0] = K[—d] aksjomat K3
9. Y K[—0] 6,7, 8, MP (modus ponens)
10, X+O 1, 9, odrywanie dla rownowazno$ci; sprzecznos¢ z 5. B

¢ Zdanie to — tzw. zdanie znawcy — jest arytmetycznym analogonem (i). Stanowi ono episte-
miczna wersj¢ zdania Jeroslowa stwierdzajacego swa wlasng obalalno$¢ w arytmetyce PA (lub wia-
sng sprzeczno$¢ z PA).
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Dygresja 1. W teorii X mozna skonstruowac predykat Prs(x), ktory reprezentuje do-
wodliwos¢ w X: Prs(x) =4 yProvs(y, x), gdzie Provs(y, x) odczytujemy: y jest do-
wodem x na gruncie X. Spetnia on warunek: jesli X+ ¢, to X+ Prg[]. To wraz
z faktem, ze dla teorii X zachodzi twierdzenie o dedukcji sprawia, iz formuta I[ ¢, ]
jest wyrazalna za pomoca formuty Prs[a— f]. Stad w zatozeniu K3 mozna zastapi¢
Ile, Bl przez Prsla— f. 1

Dygresja 2. Zatozenie o epistemicznym domknigciu, tj. K3, mozna wyrazi¢ w alter-
natywnej (stabszej) formie:

K3* Kla— pl — (K[a] = K[f)),

jesli dla teorii X zachodzi twierdzenie o dedukcji oraz obowiazuje w niej nastgpujaca
reguta:

RK. JezeliX - o, to X - K[ ].

Regute RK mozemy potraktowac jako postulat wzbogacania wiedzy oraz jako waru-
nek uzasadnienia. Generalnie, wyraza ona logiczna wszechwiedz¢ podmiotu (tj.
wszechwiedz¢ w zakresie wszystkich tez systemu). B

W artykule z roku 1963 — w zwiazku z twierdzeniem Tarskiego pokazujacym,
Ze naiwna teoria prawdy jest sprzeczna — Montague udowodnil pewne twierdzenie,
ktére odpowiednio zinterpretowane stanowi Uproszczona wersj¢ rozwazanego para-
doksu.” Oto ona:

Twierdzenie 2 (Montague 1963). Niech X bedzie aksjomatyzowalnym rozszerze-
niem arytmetyki Robinsona Q, K(x) za$ bedzie arytmetyczna formula jezyka J(X)
taka, ze dla dowolnego zdania ¢ tegoz jezyka spetnione sa nastgpujace dwa warunki:

KI. Kol - o,

RK. JezeliX - o, to X + K[ ],

Woéwczas teoria X jest sprzeczna.

Dowdd. Na mocy lematu o diagonalizacji, istnieje zdanie J takie, ze

1. L +o=—K[0]*®

2 Yo — —K[J] 1, opuszczanie rownowaznosci
3. XFK[0] >0 aksjomat K1
4 X - K[0] = =K[d] 2, 3, reguta sylogizmu hipotetycznego

7 Twierdzenie owo stanowi¢ mialo sceptyczny argument przeciwko predykatywnej koncepciji
poje¢ modalnych na korzys¢ koncepcji operatorowe;.

¥ Zdanie to jest arytmetycznym analogonem (ii); stanowi ono epistemiczna wersje zdania Godla
stwierdzajacego swa wlasna niedowodliwo$¢ w arytmetyce PA.
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5. Y - —K[J] 4, reguta Claviusa
6. XHO 1, 5, odrywanie dla rOwnowazno$ci
7. X K[0] 6, RK; sprzeczno$¢ z 5. m

Dygresja 3. Jeszcze inna wersja ma forme paradoksu Curry’ego. Niech £ bedzie do-
wolnym zdaniem jezyka J(X). Na mocy lematu o diagonalizacji, istnieje zdanie ¢ takie,
ze (*) L+ 0= (K[d] = p). W oparciu o K1 otrzymujemy X + K[d] — (K[d] — ),
a stad po zastosowaniu reguly absorpcji uzyskujemy (**) X+ K[d] — f. To wraz
z (*) daje X I~ 6. Na mocy RK uzyskujemy X ~ K[J], a stad i (**) dostajemy osta-
tecznieX - 4. |

Chociaz paradoks znawcy pierwotnie zostal sformulowany w jezyku arytmetyki
liczb naturalnych, mozna go tez sformutowaé w jezyku modalnego rachunku zdan.
Predykatowi wiedzy odpowiada wowczas wilasciwy funktor modalny stosowany bez-
posrednio do formut zdaniowych (jest on typu ,,koniecznosciowego”). Niech L bg-
dzie modalnym rachunkiem zdah zawierajacym aksjomaty klasycznego rachunku
zdan, aksjomat K (tj. L(a = f) — (Lo — L)), domknigtym na regule modus po-
nens MP 1 regul¢ ukonieczniania RG (tj. jezeli + ¢, to - L) oraz speliajacym
twierdzenie o dedukcji. Logike L rozszerzamy nastepnie do logiki L". L" zawiera
dodatkowo schemat T (tj. L& — @) oraz spelnia nastgpujacy lemat:

Lemat de Jongha-Sambina o punkcie stalym. Dla dowolnej formuly a(p, ¢ ) jezyka

logiki L, w ktérej zmienna zdaniowa p jest zmodalizowana (tj. wystepuje w zasiegu
funktora koniecznosci L), istnieje formuta S( § ) niezawierajaca zmiennej p taka, ze

L'+B(4)= a(B(q). §)°

Oto typowe przyktady modalnych formut i ich punktow statych w systemie Godla—
Loba (GL), zwanym logika dowodliwosci:

Modalna formuta a(p, q): Jej punkt staty S(q):
Lp T
—Lp L1
L—p Ll
—L—p L
Lp—gq Lg—q

® Symbol ¢ oznacza sekwencjg innych zmiennych niz p (whaczajac sekwencjg pusta). Dowod

tego lematu znajduje si¢ np. w Boolos 1993.
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Latwo zauwazy¢, ze aksjomat T jest modalnym odpowiednikiem K1. Reguta
ukonieczniania RG odpowiada regule RK. Stosujac do aksjomatu T regute RG,
otrzymujemy formul¢ L(Lo — ) bedaca modalnym odpowiednikiem zatozenia K2
(formule t¢ oznaczamy literg U). Wreszcie aksjomat K jest modalnym odpowiedni-
kiem zalozenia o epistemicznym domknigciu w postaci K3* (zob. Dygresja 2).

Twierdzenie 3 (Modalny wariant paradoksu znawcy). Niech L" bedzie modalna lo-
gika zdaniowa scharakteryzowana jak wyzej. Wowczas L jest sprzeczna.

Dowdd tego twierdzenia w zasadzie powtarza kroki dowodu Twierdzenia 2.

Interesujaca wersj¢ paradoksu znawcy przedstawit C. B. Cross (Cross 2001).
Sposréd zasad charakteryzujacych wiedze najwigcej watpliwosci budzi zasada epi-
stemicznego domknigcia wyrazajaca — jak powiedziano wyzej — dedukcyjna
wszechwiedze podmiotu.'® Na jej mocy w sktad wiedzy podmiotu wchodza wszyst-
kie jej konsekwencje, nawet te najdalsze (co wydaje si¢ zbyt daleko idaca idealiza-
cja). Cross pokazal, ze mozemy otrzymacé sprzeczno$¢ réwniez bez owej zasady,
a nawet bez reguly RK wyrazajacej logiczna wszechwiedzg podmiotu. W tym celu
zdefiniowatl on nowy predykat wiedzy K’ za pomoca predykatow K oraz I:

(DK”) K'(x) =4t IKQ) A Ly, X))

Zakres predykatu K’ stanowi zbior (kodow) zdan, ktore sa wyprowadzalne z tego, co
jest podmiotowi wiadome w sensie reprezentowanym przez predykat K. Jesli przyj-
miemy, ze predykat K reprezentuje wiedze aktualna (explicite) podmiotu, wtedy pre-
dykat K’ bedzie reprezentowat jego wiedzg potencjalna (implicite) (zob. Dygresja 4
ponizej). Rzecz jasna, kazde zdanie nalezace do zakresu predykatu K nalezy tez do
zakresu predykatu K, gdyz teza arytmetyki Q jest /[, &), dla dowolnego zdania ¢.
Moéwiac swobodnie, przedstawiona przez Crossa wersja paradoksu znawcy (wyste-
pujaca pod nazwa The Pardox of the Knowledge-Plus Knower) stanowi, ze jezeli
prawda jest wszystko, co daje si¢ wyprowadzi¢ (w danej teorii bazowej) z tego, co
podmiot aktualnie wie, to podmiot 6w nie moze zna¢ kazdego przypadku tego faktu,
niezaleznie od tego, czy jego wiedza aktualna speilnia warunek epistemicznego do-
mknigcia, czy tez nie."'

Dygresja 4. Roznice migdzy predykatami wiedzy K i K’ mozna wyjasni¢ za pomoca
koncepcji przekonan/wiedzy nazwanej przez R Stalnakera the sentence storage mo-

' L. Carroll (1895) napisat znakomita bajke stanowiaca argument sceptyczny w tej kwestii (.
epistemicznego domknigcia — zaréwno mocnego, jak i stabego). Ma ona form¢ rozmowy migdzy
Zotwiem i Achillesem na temat zastosowania piatego postulatu Euklidesa do pewnego konkretnego
przypadku. Achilles prébuje sprawi¢, by na podstawie przestanek, ktére Zotw juz uznal, uznat on
tez wynikajacy z nich wniosek. Jednak Zotw tego nie czyni, nawet po dowiedzeniu sig, ze wniosek
ow wynika z uznanych przez niego wczesniej przestanek. Ciagle dopytuje sig, dlaczego powinien
uzna¢ 6w wniosek.

" Dyskusja pewnych aspektow wersji Crossa znajduje si¢ w Uzquiano 2004 i Cross 2004.
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del of belief (Stalnaker 1991). W koncepcji tej zaktada sig, ze: (1) przekonania/wie-
dze¢ wyznacza pewien zbidr zdan przechowywanych przez podmiot w pamigci —
,skrzyni przekonan” (ang. belief box) oraz (2) obok przekonan/wiedzy explicite
(aktualnej) podmiot posiada przekonania/wiedze implicite (potencjalna). To wlasnie
przekonania explicite przechowywane sa w ,,skrzyni przekonan”. Wszelkie inne
przekonania, w szczego6lnosci konsekwencje przekonan explicite, tworza zbior prze-
konan implicite. Wedlug Stalnakera, warunek dedukcyjnego domknigcia zbioru
przekonan explicite (tj. zmagazynowanych w ,,skrzyni przekonan”) jest niepotrzeb-
ny, a nawet nierealny. Nastgpnie zwraca on uwage na pewna dwuznaczno$¢ pojecia
przekonania/wiedzy implicite. Zwiazana jest ona z zagadnieniem ograniczen umy-
stowych podmiotu: dostgpnosci przez podmiot do swych wlasnych przekonan (takze
tych zmagazynowanych w ,.skrzyni przekonan), znajomoscia relewantnych w da-
nym kontek$cie regul inferencyjnych itp. Przy szerszym rozumieniu, przekonania
implicite obejmuja wszelkie przekonania, do posiadania ktérych zobowiazuja
(wszystkie) przekonania zmagazynowane przez podmiot w ,.skrzyni przekonan”. Sa
one wowczas dedukcyjnie domknigte. Nawiazujac do przedstawionej koncepcji,
mozna przyjaé, ze K to predykat odnoszacy si¢ do wiedzy explicite, K’ za$ odnosi si¢
do wiedzy implicite (rozumianej szeroko). B

Prezentacj¢ wersji Crossa paradoksu znawcy poprzedze twierdzeniem pokazuja-
cym, ze je§li w zatozeniach K1 i K2 predykat K zastapimy przez K’, to uzyskana
w ten sposob teoria bedzie sprzeczna. Jest to zgodne z intuicja, gdyz K’ reprezentuje
wiedze¢ implicite, ktora — jak zostalo wyzej zasygnalizowane — jest dedukcyjnie
domknicgta.

Twierdzenie 4 (Cross 2001). Niech (jak poprzednio) X bedzie aksjomatyzowalnym
rozszerzeniem arytmetyki Q takim, ze predykat K’ — zdefiniowany przez (DK’) —
spelnia nastgpujace dwa warunki: dla dowolnych zdan i Sjgzyka J(X),

K1°. Kol - o
K2’ K'[K'[a] — al.
Woéweczas teoria X jest sprzeczna.

Dygresja 5. Aksjomat K1’ glosi, ze jezeli zdanie « jest wyprowadzalne w X z cze-
go$, co wchodzi w sktad wiedzy podmiotu, to o jest prawdziwe (jest tak, jak glosi
0). Uzasadnieniem przyjgcia K1’ jest zasada K1 (ktéra — w tym przypadku — wy-
raza niezawodno$¢ wiedzy explicite) oraz to, ze relacja wyprowadzalnosci zacho-
wuje prawde. Z kolei K2’ glosi, ze K1’ jest wyprowadzalne w X z czegos, co pod-
miot wie. Miedzy K1’ 1 K2’ istnieje $cisty zwiazek. Skoro kazde zdanie jest wypro-
wadzalne z samego siebie, K2’ jest prawdziwe, o ile podmiot wie, ze K1’. B
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Dowdd. Korzystamy z faktu, ze relacja wyprowadzalnosci spelnia warunek prze-
chodniosci, czyli VxVyVz(I(x, y) A I(y, z) — I(x, z)). Wtedy dla dowolnych zdan o
i Bjezyka J(X),

K3’ YK A, 5l = K[

Istotnie:

L. YKol =TIKQY) ALy, ) definicja (DK”)
2. YK Ao, Bl =TIWKQY) ALy, &) Alla, b)) na podstawie 1
3. YK A, Bl = IEKY) A Ly, ) przechodnio$¢ 7
4. YK A, Bl — K[ 5] definicja (DK”).

Latwo zauwazy¢, ze K1°, K2, K3’ odpowiadaja zalozeniom K1, K2, K3. Sprzecz-
no$¢ otrzymamy, powtarzajac kroki dowodu Twierdzenia 1. B

Na mocy ponizszego twierdzenia podmiot nie moze zna¢ — pod grozba sprzecznosci
— kazdego przypadku zasady K1’ (chociaz oczywiscie moze mu si¢ wydawac, ze zna).

Twierdzenie 5 (Cross 2001; The Paradox of the Knowledge-Plus Knower). Niech
teraz X bedzie aksjomatyzowalnym rozszerzeniem arytmetyki Q takim, ze predykat
K’ — zdefiniowany przez (DK’) — spelnia nast¢pujace dwa warunki: dla dowol-
nych zdah «i fjezyka J(X),

K1°. Kol - o
K2". K[K'Ta] — a.
Woéwczas teoria X jest sprzeczna.
Dygresja 6. Aksjomat K2" glosi, iz podmiot wie (explicite), ze K1’. m
Dowdd. Na mocy lematu o diagonalizacji, istnieje zdanie J takie, ze
X FJ=K'[-d]
Przyjmijmy skroty:
K1°d dla K'[—=6] > —0,
K2’d dla K'[K'[—6] = —d],
K2'd dla K[K'[-0] — —d],
Na podstawie Twierdzenia 4 mamy: K1°d, K2’d - L (symbol | oznacza stala falsum).
1. T +K2'd A [K1°d, K1°d] = K2°d na podstawie definicji (DK”)
2. X - I[K1°d, K1°d] kazde zdanie jest wyprowadzalne z samego siebie
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3. Y +K2'd—K2d na podstawie 1i2
4. -KI'dAK2'd—> L na podstawie Twierdzenia 4
5. LTHKI’dAK2'd— L na podstawie 3 i 4.

A zatem, X jest teoria sprzeczna (jesli jej twierdzeniami sa K1°d, K2°d i K2'd). m

Podsumowanie: Teoria X, bedaca aksjomatyzowalnym rozszerzeniem arytmetyki
Q, w ktorej predykat wiedzy charakteryzuja nast¢pujace zasady:

(1) KI1-K3 (Kaplan, Montague 1960)
(2) KI1,RK (Montague 1963)
(3) DK’,KI1’,K2’ (Cross 2001)
4 DK’,KI’,K2" (Cross 2001)

jest sprzeczna.

2. DIAGNOZA I ROZWIAZANIA

Przechodz¢ obecnie do omdéwienia pewnych propozycji rozwigzania paradoksu
znawcy. Po pierwsze, wiaza one wiedz¢ z dowodliwoscia — dotycza wige specy-
ficznego podmiotu, a mianowicie ,,matematycznego znawcy”. Po drugie, przyjmuja,
iz zrodlem sprzecznosci jest zalozenie K2 przypisujace podmiotowi wiedzg o tym, ze
jego wiedza jest niezawodna — moze nasza wiedza jest niezawodna (w sensie K1),
ale nie mozemy wiedzie¢ z matematyczng pewnoscia, ze tak wlasnie jest.

Generalnie, w celu rozwiazania paradoksu znawcy mozna zdystansowaé si¢ do
kazdej z zasad K1, K2 i K3, a takze mozliwosci budowania zdan odnoszacych si¢ do
samych siebie. W obronie zalozenia K1, czyli epistemicznej zasady refleksji, mozna
powiedzie¢, ze odzwierciedla ona na poziomie formalnym intuicje wiazane z pojg-
ciem wiedzy. Bez owej zasady predykat K nie bylby adekwatnym predykatem wie-
dzy (w stosunku do Platonskiego ideatu wiedzy jako prawdziwego i uzasadnionego
przekonania).'* Z kolei, zasada K3, czyli zasada epistemicznego domknigcia, mimo
7e na pierwszy rzut oka jest najbardziej watpliwym zatozeniem, nie jest niezbgdna
do wyprowadzenia sprzecznosci (z uwagi na rezultat Crossa). Ponadto jej zakwe-
stionowanie rodzi problem logicznej ignorancji: W jaki sposob odrézni¢ dedukcje,

"2 Dodatkowo, istnicje wersja paradoksu znawcy bez owej zasady przedstawiona w (Thomason
1980). Dotyczy ona przekonan, a nie wiedzy podmiotu. Natomiast w (Wolenski 2005, s. 271-274)
przedstawia si¢ pewne powody ewentualnego odrzucenia K1. Idea sprowadza si¢ — z uwagi na teo-
riomodelowa formalizacje pojgcia prawdziwosci — do odroznienia dla danego zbioru zdan (wie-
dzy) ,,modelu intencjonalnego”, zwigzanego z domniemaniami podmiotu, i ,,modelu rzeczywiste-
g0”, reprezentujacego ,,$wiat realny”. Od wiedzy w sensie episteme oczekuje sig, ze zdanie praw-
dziwe w ,,modelu intencjonalnym” bedzie tez prawdziwe w ,,modelu rzeczywistym”.
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ktére charakteryzuja wiedze explicite i ktérych brak uczyni z podmiotu logicznego
ignoranta, od tych, ktore §wiadcza o jego dedukcyjnej wszechwiedzy? Jeszcze bar-
dziej ztozony jest problem zdan odnoszacych si¢ do samych siebie. Mozna wpraw-
dzie powiedzie¢ o nich, ze sa konstrukcjami sztucznymi (np. nie posiadaja natural-
nych egzemplifikacji wérod wypowiedzi) i je wyeliminowaé, ale wydaje si¢ to za-
biegiem instrumentalnym (zeby nie rzec fanaberia). Nie kazde tego typu zdanie ma
destrukcyjne konsekwencje. Sa wérdd nich zdania samoodno$ne w sposob ,,nie-
winny” i samoodnos$ne w sposob ,,ztosliwy”. Jak zauwaza S. Kripke, nawet catkiem
normalne zdania, jesli fakty empiryczne towarzyszace ich wypowiedzeniu sa nie-
sprzyjajace, moga — niejako przez przypadek — odnosi¢ si¢ do samych siebie i ge-
nerowa¢ paradoksy (Kripke 1975). Na terenie arytmetyki zdania samoodno$ne sg
dopuszczalne via lemat o diagonalizacji (i numeracja Godlowska), a nadto petnig
istotna role w dowodach wielu waznych twierdzen.

Wycofaé zatem nalezy zatozenie K2. Pod jego adresem wysuwa si¢ rézne obiek-
cje. Jedne z nich maja charakter intuicyjny. Jezeli wiedza podmiotu spetnia jaki§ wa-
runek W, to czy mozna zasadnie zatozy¢, ze 6w podmiot wie, iz W? Odpowiedz na
tak postawione pytanie — jak to czgsto bywa — brzmi: I tak, i nie. Z jednej strony
wydaje sig, ze poprzez zdolno$¢ do introspekcji, w szczego6lnosci refleksji na temat
swej wilasnej wiedzy, uzyskujemy dostateczna ewidencje, aby odpowiedzie¢ na nie
pozytywnie, z drugiej za$§ strony mamy réwniez argumenty sktaniajace do odpowie-
dzi negatywnej. Po pierwsze, introspekcja nierzadko zwodzi. Po drugie, osiagnigcie
przez podmiot wiedzy, ze W moze zmieni¢ jego wiedz¢ w ten sposob, ze pewne do-
tyczace jej warunki, nie wykluczajac samego warunku W, zostana sfalsyfikowane.
Wyobrazmy sobie podmiot, ktérego wiedzg tworza tylko trzy zdania. Niech to bedzie
ow warunek W. Osiagniecie przez podmiot wiedzy, ze W prowadzi do falsyfikacji
owego warunku.

Inne zarzuty maja charakter formalny — odwotuja si¢ do analogii pomigdzy pre-
dykatem wiedzy K a predykatem dowodliwosci Prs (Tymoczko 1984, s. 453-456).
Gdy w warunkach K1, K2 i K3* predykat K zastapimy przez Prs, przybiora one
wowczas postac:

DI. Prs[a] — o,
D2. Pr;[Prg[(Z] — 0!],
D3. Prs[a— f] — (Prs[a] = Prs[f)).

Dygresja 7. D1 to tzw. lokalna zasada refleksji. Postuluje ona prawdziwo$¢ kazdego
zdania dowodliwego na gruncie danej teorii. Poszczegdlne jej przypadki wzigte
lacznie wyrazaja wige trafnos$¢ rozwazanej teorii. Rola jej — w przeciwienstwie do
zasady K1 — jest przedmiotem réznych polemik. B

W oparciu o D2 otrzymujemy zdanie Prg[Prs[L1] — L], ktére jest rownowazne
zdaniu Prg[—Prs[L]] (z uwagi na definicj¢ —« jako o — ). Wyraza ono, ze stwier-
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dzenie niesprzecznosci rozwazanej teorii — tj. zdanie —Prs[1l] — jest dowodliwe
w owej teorii, co z uwagi na drugie twierdzenie Gddla o niezupelnosci jest wyklu-
czone (o ile rozwazana teoria jest niesprzeczna; w teorii sprzecznej wszystko daje si¢
udowodni¢). Epistemicznym odpowiednikiem zdania Prs[—Prg[Ll]] jest zdanie
K[—K[L1]]. Glosi ono, ze podmiot wie o swej wlasnej niesprzecznosci (co mozna
uzna¢ za objaw nieskromnos$ci). Gdyby wigc podmiot byl typu K2 (czyli nieskrom-
ny), wtedy wiedzialby o swej wlasnej niesprzeczno$ci. Analogia mi¢dzy predykata-
mi K i Pry sugeruje, ze jest to niemozliwe, o ile podmiot jest niesprzeczny (czyli gdy
jego wiedza, ze —ar implikuje niewiedze, ze ¢, dla dowolnego zdania )."

2.1. Epistemiczna interpretacja logiki dowodliwoS$ci

Logika dowodliwosci jest modalnym systemem zdaniowym, motywowanym
metamatematycznymi wynikami K. Godla. Jej powstanie wiaze si¢ z modalng inter-
pretacja warunkow charakteryzujacych predykat dowodliwosci Prpa(x) (tj. w logice
tej funktor koniecznosci L odpowiada predykatowi dowodliwosci w arytmetyce
PA)." Podstawowy system GL powstaje z systemu K4 przez dodanie jako aksjo-
matu modalnego odpowiednika twierdzenia Loba, a mianowicie formuty:

G. Llla— a)—> L

Intuicyjny zwiazek pomigdzy GL a arytmetyka PA daje si¢ uchwyci¢ formalnie
przez pokazanie, ze GL jest zarazem arytmetycznie adekwatna i petna, czyli wszyst-
ko, co w arytmetyce PA mozna udowodni¢ na temat jej wlasnego predykatu do-
wodliwoséci mozna tez udowodni¢ w GL i na odwrét. Wymaga to wprowadzenia
pewnej funkcji ¢, zwanej realizacjq (PA-realizacjq), przyporzadkowujacej formutom
danego jezyka modalnego zdania jezyka arytmetyki PA zgodnie z nast¢pujacymi wa-
runkami:

t(p;) = zdanie J(PA), gdzie p; jest zmienna zdaniowa,
(=1,

Ha® p)=ta) ® ((f), gdzie ® jest jakim§ dwuargumentowym spdjni-
kiem,

HLo) = PrpAlt( @)].

' Oczywiscie podmiot zapytany o wlasna niesprzeczno$é moze odpowiedzie¢ twierdzaco
(i zwykle tak czyni), ale to nie oznacza jeszcze, ze wie on o swej wlasnej niesprzeczno$ci — udziela
jej bowiem na podstawie jakiego$ rodzaju samoobserwacji (cho¢by wczucia si¢ w swoj umyst), lecz
przeciez moze si¢ mylic.

' Logiki modalne sa wygodnym narzedziem analizy pewnych pojeé wystepujacych w jezykach
pierwszego rzgdu, chocby z uwagi na to, ze sa rozstrzygalne. Tworza one jednak istna wiezg Babel,
co stanowi pewien kiopot w takim ich wykorzystaniu.
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Arytmetyczna adekwatnos¢ i pelnos¢ logiki GL wyraza nast¢pujace twierdzenie
udowodnione przez R. Solovaya: Dla dowolnej formuly « jezyka logiki modalne;j,
GL + awtw dla kazdej realizacji ¢, PA + #(0)."

Gdybys$my chcieli interpretowaé wyrazenie Lo jako odpowiadajace zwrotowi
»Wiadomo, ze ¢ (a nie ,,& jest dowodliwe w PA”), powinniSmy przyja¢ aksjomat T,
czyli schemat Lo — . Okazuje sig jednak, ze aksjomat 6w nie jest twierdzeniem
logiki GL, a nawet jego dodanie usprzecznia 6w system.'® Logika dowodliwosci,
ktoéra lepiej niz GL nadaje si¢ na logike wiedzy jest system GLS. GLS, w przeci-
wienstwie do GL, nie jest systemem normalnym (nie jest on bowiem zamknigty na
regule ukonieczniania). Otrzymuje si¢ go przez dodanie schematu T do wszystkich
tez systemu GL i domknigcie jedynie na regule modus ponens."” Zwiazek miedzy
nim a arytmetyka PA okresla tzw. drugie twierdzenie Solovaya, w mysl ktérego sys-
tem GLS ujmuje wszystko, co jest prawda o predykacie Prpa W standardowym mo-
delu N arytmetyki PA. Doktadniej: Dla dowolnej formuly « jezyka logiki modalnej,
GLS + o wtw dla kazdej realizacji t, N = #(¢?). Waznym faktem na temat tego syste-
mu — z interesujacego tu nas punktu widzenia — jest tez to, ze spetnia on lemat
o punkcie statym.

Sprobujmy teraz nada¢ systemowi GLS interpretacj¢ epistemiczna, tj. uznaé¢ go
za logike wiedzy jakiego§ wyidealizowanego matematyka. Z punktu widzenia GLS
wiedza owego matematyka ma nastgpujace wilasnosci. Po pierwsze, zawiera ona
(modulo realizacja ) tylko prawdy arytmetyczne. Po drugie, obowiazywanie sche-
matu T przesadza o jej niezawodnosci. Po trzecie, wystgpowanie wsrdd tez GLS
wszystkich zdan powstajacych ze schematu K gwarantuje jej domknigcie na regule
modus ponens. Po czwarte, spetniona jest zasada pozytywnej introspekcji, w mysl
ktorej jezeli podmiot co$ wie, to takze wie, ze owo co$ wie. Jest tak, gdyz tezami
GLS sa wszystkie zdania powstajace ze schematu 4, tj. Lar — LLo. Wreszcie po
piate, z uwagi na wystgpowanie wsrod tez GLS wszystkich zdan powstajacych ze
schematu G, podmiot jest skromny wzgledem kazdego zdania ¢, czyli wie on, ze ¢,
o ile wie on, iz jego wiedza, ze o implikuje ¢.'"® W szczegolnosci, GLS + L—L 1 —
L 1. Gdyby wiec podmiot wiedzial o swej wlasnej niesprzeczno$ci, to popadiby
w sprzecznos¢. Przez kontrapozycje uzyskujemy GLS+ —L 1L — —L—-L L. Oznacza
to, ze jesli podmiot jest niesprzeczny, to nie moze wiedzie¢ o swej wlasnej nie-

'3 W kwestii dowodu tego twierdzenia zob. np. Boolos 1993.

' W Smullyan 1987 przedstawiono doksastyczna (zwiazana z pojeciem wiary) interpretacje
systemu GL. Inne wazne zasady, ktore charakteryzuja wiedzg, lecz nie sa twierdzeniami GL to:
L-La— —Lo (zawsze, gdy podmiot wyklucza, iz wie, ze o, nie wie, ze @) oraz Laa— —L—«
(niesprzeczno$¢ wiedzy).

'" Dodajmy, Ze logika GLS, inaczej niz GL, jest zamknigta na regute Arystotelesa, tj. uznawa-
nia za mozliwe tego, co uznane.

'® Réwniez to okreslenie zapozyczylem od Smullyana (Smullyan 1987). Zauwazmy przy okazji,
ze zinterpretowany epistemicznie schemat G — w przeciwienstwie do zasady K2 — nie dotyczy
bezposrednio tego, co podmiot wie. Ma on bowiem posta¢ warunkowa.
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sprzecznosci. Poniewaz GLS L1 — 1, czyli GLS - —L.1, wigc ostatecznie GLS
—L—L1, a takze GLS i L—LL." To daje, ze podmiot nie wie o swej wiasnej nie-
sprzecznosci (mowiac inaczej, nie wyklucza on swej wlasnej sprzecznosci).

Brak wsrod tez systemu GLS schematu U, bedacego modalnym odpowiednikiem
zatozenia K2, blokuje powstanie paradoksu znawcy.

2.2. Rozwiazanie C. A. Andersona

Propozycj¢ Andersona rozwiazania paradoksu znawcy mozna okresli¢ mianem
hierarchicznej, gdyz odwoluje si¢ do odrdznienia pozioméw poznania/wiedzy — pa-
radoks znawcy ujawnia ukryta hierarchiczna struktur¢ wiedzy (Anderson 1983).
Opiera si¢ ona na zatozeniu, ze potoczny zwrot ,,wiem, ze” jest systematycznie wie-
loznaczny w tym sensie, ze jego ,,stopien” w konkretnym wystapieniu jest wyzna-
czony przez kontekst wypowiedzi, a przez to ustalony.”” Zdaniem Andersona predy-
kat wiedzy K wystgpujacy na zewnatrz w schemacie K[K[ o] — o] reprezentuje wyz-
szy poziom poznania niz predykat K wystgpujacy wewnatrz owego schematu.

Niech J(Q), bedzie jezykiem powstatym z jgzyka arytmetyki Robinsona J(Q)
przez dodanie do niego nieskonczenie wielu predykatow wiedzy i wyprowadzalno$ci
indeksowanych liczbami naturalnymi: Ko, K, K5, ..., Iy, I, I, ... . Obejmuje on jako
swe czesci wszystkie jezyki J(Q), J(Q)o, J(Q)1, J(Q)a, ..., gdzie J(Q), = J(Q) U {K,,
Ky, ..., K, Io, I, ..., I,,}.*' Idea Andersona jest nastepujaca. Niech Alfa bedzie pew-
nym szczeg6lnym matematykiem, takim ze jego wiedzg cechuje niezawodnos¢, epi-
stemiczne domknigcie oraz etapowo$¢. Przyjmijmy, ze K, jest rekurencyjnie przeli-
czalnym zbiorem zdan jgzyka J(Q), reprezentujacym wyjsciowa wiedzg owego ma-
tematyka. Buduje on teraz teorig¢ Q’ (rozszerzajaca arytmetyke Q), zawierajaca jako
tezy wszystkie zdania wyprowadzalne z aksjomatow arytmetyki Q i zdan ze zbioru
K. Oczywiscie, teoria Q’ jest niesprzeczna, gdyz wszystkie aksjomaty Q sa praw-
dziwe w standardowym modelu, zdania ze zbioru K, jako tworzace wiedz¢ Alfy, tez
sa prawdziwe oraz reguly inferencyjne zachowuja prawdziwos¢. Niech teraz Beta
bgdzie drugim matematykiem, ktory zamierza scharakteryzowaé wiedzg Alfy. Ko-
rzystajac z lematu o diagonalizacji, konstruuje on zdanie Godla dla Q’, tj. zdanie &
takie, ze Q’ 0= —Pry[d]. Przeprowadzajac stosowne rozumowanie, dochodzi na-
stepnie do wniosku, Ze zdanie J jest prawdziwe (w modelu dla Q’) wtw nie jest ono

' Zdanie #(L—LL) (= Prea[~Prea[L]]) wyraza dowodliwosé (stwierdzenia) niesprzecznosci PA
w PA. Gdyby GLS + L-L1, wtedy zdanie #(L—LL) byloby prawdziwe w standardowym modelu aryt-
metyki PA (na mocy drugiego twierdzenia Solovaya). Z drugiej strony, drugie twierdzenie Godla
o niezupetnosci wyklucza dowodliwo$¢ niesprzecznoéci PA w niej same;j.

? Istnieje analogia pomiedzy ta propozycja a Quine’a modyfikacja teorii prawdy Tarskiego,
uznajacej predykat prawdy jako systematycznie wieloznaczny (Quine 1992, 136-139).

*! Nalezy zauwazyc¢, Ze nie zakazuje si¢ budowania zdan postaci K,[a(K.,)], np. Ko[Vx(Ko(x) v
—Ko(x))]-
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dowodliwe w Q’. Znaczy to, ze badz (1) zdanie O jest prawdziwe, ale nie jest do-
wodliwe, badz (2) zdanie J nie jest prawdziwe, ale jest dowodliwe. Zakladajac, ze
teoria Q’ jest poprawna (tj. kazde zdanie w niej dowodliwe jest prawdziwe oraz zad-
ne zdanie obalane nie jest prawdziwe), ewentualno$¢ (2) nalezy wykluczy¢. Zdanie
0, chociaz prawdziwe, nie nalezy do zbioru Ky, gdyz w przeciwnym razie byloby
dowodliwe w Q’. Oznacza to, ze Alfa nie wie, ze J. Z drugiej strony, skoro Beta
ustalit, ze Jjest niedowodliwe w Q’, wiec wie on, ze O. Znaczy to, ze 0 mozna wia-
czyé do zbioru K, reprezentujacego wiedze Bety.”” Przyjmijmy teraz, ze Alfa i Beta
nie sa ré6znymi osobami. Woéwczas — argumentuje Anderson — nalezy odr6znic to,
co Beta wie na poziomie K, od tego, co wie on na poziomie K. W analogiczny spo-
sob mozna wyrdzni¢ dalsze poziomy wiedzy Ky, K, ... .

Przedstawiona wyzej ide¢ Anderson formalizuje nastgpujaco. Etapowos$¢ wiedzy
uzyskuje reprezentacje w postaci hierarchii teorii {X,: n € @} niesprzecznie rozsze-

rzajacych arytmetyke Q:
Lo =Qu {Ko[a] = &, Kol A Lol e, Bl = Kol Bl; &, B J(Q)o}

2"n+1 = Z'n (% {Kn+ l[Ol] — O, Kn+l[Kn[0l] 4 0[]’ Kn+1[a] /\In+l[a’ ﬂ]
= K, 1lA; & fe JQ)o}

Semantyczny opis tych teorii przedstawia si¢ nastgpujaco. Niech J(Q), = U{J(Q),:
ne o}, gdzie JQ) = JQ) U (Ko, o}, Q)+ 1 = JQ)y U {Ky s 1, L, 1 1}. Przez
g(J(Q),) oznaczamy zbidr kodow zdan jezyka J(Q),. Niech dalej V;, bedzie standar-
dowa interpretacja jezyka J(Q). Definiujemy hierarchig interpretacji {V,: n € o} dla
jezykéw tworzacych hierarchig {J(Q),: n € ®}:

(1) Vo jestinterpretacja jezyka J(Q), rozszerzajaca interpretacje V.

(2)  V,+ jest interpretacja jezyka J(Q), - | rozszerzajaca interpretacje V.

(3)  Dladowolnego n € w, V,(K,) € g(J(Q)), za$ Vi(T,) < g(J(Q)o) X 2((Q)0).
4) V=U{V, ne o} jest interpretacja jezyka J(Q),,.

Hierarchia interpretacji {V,: n € o} jest spdjna, jesli spetnia ponizsze warunki:

(5) Vn(Kn) c Vn+ l(Kn+ 1)-

*2 Nalezy wyraznie powiedzie¢, ze wniosek Bety o prawdziwosci zdania & nie pochodzi z for-
malnych wnioskowan przeprowadzonych wewnatrz teorii Q’, ktorej owo zdanie dotyczy, lecz jest
,»Z zewnatrz systemu” (chociaz fakty potrzebne do wyciagnigcia tego wniosku o ¢ daja si¢ wyrazi¢
i udowodni¢ w Q). Zdanie ¢ jest nierozstrzygalne w Q’. Oznacza to, ze teoria, ktora postuguje si¢
Beta, rozstrzygajac zdanie ¢ dla Q’, musi by¢ silniejsza od teorii Q’. Korzysta on bowiem z prze-
stanki, ze Q’ jest poprawna (ewentualnie, ze Q’ jest niesprzeczna — poprawnos¢ implikuje nie-
sprzecznosc). Na fakt, ze kwestia wiedzy na temat prawdziwosci zdania Godla dla danej teorii
sprowadza si¢ do kwestii, czy wiemy, ze rozwazana teoria jest niesprzeczna, zwrocit uwage H. Put-
nam (Putnam 1960; zob. tez Krajewski 2003, s. 119-120).
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6) Vi) < Vaiildys1).

(7)  Jezelig(a) € V,(K,), to istnieje m = n takie, ze V, () = 1.

®)  Jezeli (g(@), g(P)) € V,(I,), to istnieje m > n takie, ze V,(a— P) = 1.
©)  Jezelig() € V(Ky) i (g(a), g(B) € Vill), 1o g(B) € VilK.):

Warunki (5) i (6) gwarantuja transmisj¢ wiedzy i wyprowadzalno$ci z poziomu niz-
szego na poziom wyzszy. Warunek (7) gwarantuje niezawodno$¢ wiedzy: to, co
podmiot wie na danym poziomie, musi by¢ prawdziwe na tym samym lub jakim$ na-
stepnym poziomie. Warunek (8) jest semantycznym analogonem twierdzenia o de-
dukcji (dla kazdego I,). Wreszcie warunek (9) jest semantycznym odpowiednikiem
epistemicznego domknigcia.

Interpretacje V, sa wartoSciowaniami logicznymi formul jezyka J(Q),, przy
czym naktada si¢ na nie nastgpujace warunki:

Vo(Kolo]) = 1 wtw Q + ¢,

Vi 1(Ky1[a]) =1 wtw X, - @,
Volloleo, B)) =1 wtw Q - a— B,
Viiriilys1[os f)=1wtw Z, - a— f3

Warunki owe gwarantuja spojno$¢ rozwazanej hierarchii interpretacji. Przez V"
oznaczmy interpretacje zbudowana nad spojna hierarchia interpretacji Vo, Vo, Vi, ... .
Zdaniami jezyka J(Q), prawdziwymi w kazdej interpretacji V*”* sa m.in. zdania po-
wstajace z nastgpujacych schematow (n € w):

K.[o] = ¢,
K.l A Lle, Bl — K[/,
K, [K,[o] — ]

Zablokowanie paradoksu znawcy opiera si¢ na fakcie, ze schemat: K,[K,[0] — ]
posiada falszywe konkretyzacje; otrzymujemy z niego fatsz w przypadku zdania J
takiego, ze X, - 0 = K,,[—=J]. W ten sposob zablokowany zostaje krok 7 w dowodzie
Twierdzenia 1 i ostatni krok w dowodzie Twierdzenia 2. Przeciwko tej propozycji
mozna wysunac¢ zarzut, ze zdanie ,,Podmiot a (np. Bog) wie, ze na kazdym poziomie
jego wiedzg cechuje niezawodno$¢” nie jest prawdziwe na zadnym poziomie przed-
stawionej hierarchii, gdyz dotyczy ono kazdego poziomu owej hierarchii.

Dygresja 7. Interpretacja V reprezentuje n-doskonaty podmiot epistemiczny, jesli
V(K,[a]) = 1, dla kazdego zdania o jezyka J(Q),, ktore jest prawdziwe w kazdej in-
terpretacji /*". Zdanie ¢ jest n-transcendentne, jesli —K,[c] jest prawdziwe w kaz-
dej interpretacji V**", zdanie —K,, . [ 0] za$ nie jest. Anderson dowodzi, ze: (1) zadna
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interpretacja nie reprezentuje n-doskonalego podmiotu epistemicznego, dla dowol-
nego n € ; (2) dla kazdego n €  istnieje zdanie, ktore jest n-trancendentne. B

2.3. Rozwiazanie P. Egré’ego

Wiaze ono dwa poprzednie rozwiazania. Zdaniem Egré’ego, istnieje odpowied-
nio$¢ pomiedzy systemem GLS a teoria X, hierarchii Andersona. Tez¢ swa opiera na
dwdch przestankach. Pierwsza postuluje odpowiednios¢ GLS i teorii PA" = PA U
{Preal0] — oz o e J(PA)}, tj. teorii powstatej z arytmetyki Peano przez dodanie lo-
kalnej zasady refleksji. Druga postuluje odpowiednioéé PA™ i teorii X,. Wybér teorii
PA" jako tacznika pomiedzy GLS i X, uzasadniony jest tym, ze daje sie w niej udo-
wodni¢ niesprzeczno$é arytmetyki PA. Teza Egré’ego, choé interesujaca, nie ma jed-
nak zadnego formalnego potwierdzenia. Nie przedstawil on bowiem zadnej realizacji
przyporzadkowujacej formutom jezyka logiki GLS zdania jezyka J(PA") oraz jakie-
go$ analogonu twierdzen Solovaya, ustalajacego rodzaj odpowiedniosci pomigdzy
GLS i PA". Watpliwosci budzi tez odpowiednio$¢ teorii PA™ i X,. PA" zawiera
(modulo realizacja 7) arytmetyczne odpowiedniki schematow K, 4 i G. Tymczasem
X, nie zawiera odpowiednikdw owych schematow.

3. ZAKONCZENIE

Glowna staboscia przedstawionych powyzej rozwiazan jest odwotanie si¢ do po-
dobienstwa pomigdzy predykatem (funktorem) wiedzy a predykatem (funktorem)
dowodliwo$ci. Argument ten ma wprawdzie duza moc perswazyjng, mozna nato-
miast powatpiewaé¢ w jego moc uzasadniajaca odrzucenie zatozenia K2. Wiasciwie
w odwotaniu si¢ do owego podobienstwa zawarta jest sugestia, ze umyst ludzki od-
powiada systemowi formalnemu, a dochodzenie przez podmiot do wiedzy korespon-
duje z produkowaniem twierdzen w danym systemie formalnym.

Istnieja jeszcze inne propozycje rozwigzania paradoksu znawcy. Jedne z nich
nawiazuja — w sposob mniej lub bardziej wyrafinowany — do teorii S. Kripkego
modelujacej proces stopniowego poznawania ekstensji i antyekstensji predykatu
prawdy (zob. np. Horsten 1998). U ich podstaw lezy zatozenie, ze posiadanie przez
podmiot wiedzy nie ma charakteru statycznego, lecz dynamiczny, oraz ze istnieje
tylko jeden predykat wiedzy, ale — podobnie jak predykat prawdy — jest on czast-
kowy (tzn. jego ekstensja i antyekstensja nie wyczerpuja zbioru wszystkich zdan
rozwazanego jezyka). Wiedza podmiotu na zadnym etapie poznawania nie jest zu-
petna, czyli zawsze oprdcz tego, co podmiot wie (czyli nalezy do ekstensji predykatu
wiedzy), i tego, co wyklucza (czyli nalezy do antyekstensji predykatu wiedzy), ist-
nieje jeszcze to, co nierozstrzygnigte. Zdaniem ,absolutnie” nierozstrzygalnym
(nieokreslonym w kazdym punkcie statym dookreslania predykatu wiedzy) — i dla-
tego paradoksalnym — jest zdanie znawcy.
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Z kolei, inne rozwiazania nawiazuja do rewizyjnej teorii definicji A. Gupty
i N. Belnapa. Opieraja si¢ one na zalozeniu, ze pojecie wiedzy jest koliste, tzn. defi-
nicja predykatu okres$lajacego wiedze¢ jako uzasadnione przekonanie prawdziwe, jest
istotnie kolista. Istnieja bowiem zdania (np. zdanie znawcy), ktérych warunkéw
przynaleznosci do ekstensji predykatu wiedzy nie daje si¢ okresli¢ bez postuzenia si¢
pojeciem wiedzy.

Nawiazmy do tej propozycji i przyjmijmy, ze pojgcie wiedzy jest definiowane za
pomoca nieskonczonego zbioru definicji czastkowych, ktére podpadaja pod nastg-
pujacy schemat:

(TB) Kla] =4 an Blal,

gdzie o reprezentuje zdania rozwazanego jezyka wzbogaconego o predykat wiedzy
K(x) i predykat uzasadnionego przekonania B(x). Schemat (TB), mozna powiedzie¢,
stanowi regule uzycia predykatu wiedzy. Jak kazda definicja, ma on na celu ustalenie
ekstensji definiowanego wyrazenia. Zdania bedace jego uszczegdtowieniami tworza
lacznie (intensjonalnie) adekwatna definicj¢ pojecia wiedzy. Schemat 6w zastosowa-
ny do zdania zawierajacego predykat wiedzy daje definicj¢ kolista (tj. w ktorej pre-
dykat definiowany wystepuje w definiensie). W przeciwienstwie do teorii opartych
na propozycji Kripkego zadna korekta ukierunkowana na ustalenie ekstensji predy-
katu wiedzy nie ma charakteru kumulatywnego. Jest tak, poniewaz ekstensja i anty-
ekstensja predykatu wiedzy nie tylko sa zbiorami roztacznymi, ale rowniez si¢ do-
petniaja. Powoduje to, ze zadna procedura rewizyjna, majaca na celu ustalenie eks-
tensji owego predykatu, nie zaczyna si¢ od ,,pustej” interpretacji oraz pewne zdania
zachowuja si¢ patologicznie, czyli w wyniku kolejnych rewizji zmieniaja swa lokali-
zacje. Innymi stowy, ich przynalezno$¢ do ekstensji predykatu wiedzy nie stabilizuje
si¢. Zdaniem takim jest m.in. zdanie znawcy 6. Przez «y oznaczmy regulg rewizyjna
dla predykatu wiedzy (gdzie M jest modelem wyjsciowym, tj. modelem K-wolnego
fragmentu rozwazanego jezyka). Jej dziatanie opisuje nast¢pujacy warunek: dla do-
wolnego zbioru E (kodoéw zdan rozwazanego jezyka) jako hipotezy dotyczacej eks-
tensji predykatu K,

w(E) = {g(a): M+ E = a A Bla]}.

Tak wigc, zdanie bedace uzasadnionym przekonaniem prawdziwym na jednym eta-
pie rewidowania determinuje ekstensj¢ predykatu wiedzy K na etapie nastgpnym.
W zwiazku ze zdaniem O proste rozumowanie pokazuje, ze: (1) jezeli g(d) € E, to
g(9) ¢ xy(E); (2) jezeli g(0) ¢ E, to g(0) € xu(E). Oznaczajac przez E, ekstensje
predykatu wiedzy na o etapie rewidowania (gdzie o jest liczba porzadkowa) oraz
przyjmujac hipoteze, ze g(0) € E,, otrzymujemy nastepujaca sekwencje rewizyjna:

g(0)e Ep, g(0) ¢ Ei, g(d) € Es, g() 2 Es, ...
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Analogicznie, gdy na poczatku przyjmiemy, ze g(d) ¢ E,. Zdanie O jest wigc niesta-
bilne dla dowolnej hipotezy wyjsciowej w dowolnej sekwencji rewizyjnej, co jest
zrédlem jego paradoksalnosci.

Rowniez te rozwiazania maja swoje wady. Obiekcje dotycza m.in. indukcyjnego
charakteru procesu dochodzenia do wiedzy. Modeluje si¢ go za pomoca indukcji po-
zaskonczonej. Stad mozna watpi¢ w empiryczng adekwatnos$¢ dostarczonych modeli.
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