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Poglady Kanta na matematyke a konstruktywizm'

W potocznej $wiadomosci ogdtu filozofow, jak rowniez w bardziej specjali-
stycznych kregach filozofow matematyki, zwlaszcza tych zainteresowanych historia
swej dyscypliny, utarto si¢ myslenie o réznych dawnych filozofiach matematyki,
w tym o filozofii matematyki Kanta. Warto jednak zauwazyc¢, ze méwiac o ,,filozofii
matematyki” Kanta, i odnoszac to, co tak nazywamy, do dwudziestowiecznych nur-
tow w rodzaju logicyzmu, konstruktywizmu czy formalizmu, dopuszczamy si¢
dwoch naduzyé¢, a w kazdym razie dwoch ewidentnych anachronizméw. Po pierw-
sze, sugerujemy, ze Kant posiadat jakakolwiek filozofi¢ matematyki w sensie po-
rownywalnym do Brouwera czy Hilberta, tj. ze filozofi¢ matematyki uprawial i ze
zajmowal jakie$ stanowisko przynajmniej w czgsci wlasciwych dla niej zagadnien.
Po drugie, zestawiamy Kantowskie uwagi o matematyce z nurtami w filozoficznych
podstawach matematyki, ktorych korzeni — nawet przy najbardziej liberalnym po-
dejséciu do kwestii historycznych — nie sposob szukaé wczesniej niz w ostatnich de-
kadach XIX wieku. Co wigcej, jak si¢ zdaje, Kant nie mogl nawet zna¢ matematycz-
nych, filozoficznych i historycznych przestanek powstania intuicjonizmu i innych
dwudziestowiecznych stanowisk w filozofii matematyki, przestanki te bowiem miaty
si¢ dopiero wytoni¢ w toku rozwoju dziewigtnastowiecznej matematyki i filozofii.
Nie mogt zatem, niejako zawczasu, zajac¢ zadnego z tych stanowisk ani wzia¢ udziatu
w toczacych si¢ migdzy nimi sporach, tak jak mogli to juz czyni¢ Frege, Cantor czy
Hilbert.

! Tezy zawarte w niniejszym artykule mialem okazje prezentowaé na sympozjum ,,Jmmanuel
Kant — ontologia i teoria poznania” (Krakow, 4 czerwca 2011 r.). Ostateczna wersja tekstu wiele
zawdzigcza uwagom anonimowego recenzenta ,,Filozofii Nauki”, za ktore przy tej sposobnosci ser-
decznie dzigkujg.
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Mozna oczywiscie mowi¢ o Kantowskiej filozofii matematyki w sensie ogdlniej-
szym i mniej technicznym, w jakim méwi si¢ np. o filozofii matematyki Platona,
a nawet Hume’a. Nie wydaje si¢ jednak, by dawato to pole do jakichs ciekawych do-
ciekan nad relacja mysli Kanta do wspoétczesnych dyskusji w filozofii matematyki,
chyba ze na podobnej zasadzie, na jakiej np. dostrzega si¢ pokrewienstwa migdzy
koncepcja idei Platona a logicyzmem w podstawach matematyki, co jest niewiele
moéwiacym sloganem, w dodatku mylacym, gdyz przedmiotéw matematyki Platon
nie umieszczat w sferze idei. Nalezy w ogole z wielka ostroznoscia traktowaé wszel-
kie rozwazania na temat tych dawnych filozofii matematyki, przewaznie sa one pro-
jekcja wspodtczesnych zagadnien w przesziosé, tak wige 6w ogolniejszy sens, w ja-
kim méwimy o filozofii matematyki, jest wtéorny wobec wezszego i bardziej tech-
nicznego sensu wspotczesnego.

Sprawg dodatkowo pogarsza nastgpujaca okolicznosé. Otéz Kant nie uprawiat
filozofii matematyki nie tylko dlatego, ze nie mdgl jej uprawiaé z racji historycz-
nych, lecz takze dlatego, ze nawet gdyby mogt, uprawia¢ by jej pewnie nie chcial —
matematyka nigdy, ani w okresie przedkrytycznym, ani w réznych fazach okresu
krytycznego, nie stanowita dlan samoistnego przedmiotu namyshi. O matematyce
Kant zwykt moéwi¢ w dwoch podstawowych kontekstach. Po pierwsze — zaréwno
w okresie przedkrytycznym, jak i krytycznym — prébujac odpowiedzie¢ na pytanie
o nature i wlasciwa metode poznania filozoficznego. Uwazal bowiem, ze dogodnym
sposobem dotarcia do owej natury i metody jest skontrastowanie poznania filozo-
ficznego z matematycznym. Po drugie, to juz gtdéwnie w Krytyce czystego rozumu,
argumentujac na rzecz swej koncepcji przestrzeni i czasu jako stanowiacej istotny
sktadnik wlasciwego wytlumaczenia apriorycznosci, a zarazem syntetycznosci twier-
dzen matematyki.

W obu przypadkach matematyka zostata przez Kanta potraktowana raczej in-
strumentalnie. W pierwszym, gdzie chodzi o jej przeciwstawienie filozofii, Kant
zmaga si¢ przede wszystkim z pewna koncepcja metafilozoficzng lezaca u podstaw
nowozytnych prob wzorowania filozofii na matematyce. Kant wykazuje, ze takie
proby sa z przyczyn zasadniczych skazane na niepowodzenie, gdyz nie respektuja
odmiennosci poje¢ wystepujacych w obu dyscyplinach. Matematyk, powiada Kant,
konstruuje swe pojecia w naocznosci, tzn. w pewnym sensie dopiero je tworzy, tym-
czasem filozof operuje na pojeciach zastanych, o ustalonym poza filozofia znacze-
niu, ktéore moze, a nawet powinien, precyzowaé, nie moze go jednak zasadniczo
zmieni¢ ani od podstaw ustanowi¢. Zadaniem filozofa jest dociekanie natury tego, do
czego owe pojecia si¢ odnosza.” W sformutowaniach tych kryje si¢ bardzo powazna
problematyka, o ktorej bede tu jeszcze méwié, gdyz teza o konstrukcji poje¢ w na-

2 Zob. 1. Kant, Rozprawa o wyraznosci zasad naczelnych teologii naturalnej i filozofii moral-
nej, thum. K. Rak, w: 1. Kant, Pisma przedkrytyczne, Wydawnictwo Rolewski, Torun 1999, s. 56-59.
Por. I. Kant, Krytyka czystego rozumu, A712-717, B740-745. Tu i w dalszym ciagu Krytyke czyste-
go rozumu cytujg, podajac strony I i I wydania oryginalnego.
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oczno$ci wyraznie podsuwa skojarzenia z intuicjonizmem i konstruktywizmem. Za-
nim jednak rozwaze, na ile skojarzenia te sa trafne, chciatlbym zauwazy¢, ze wszyst-
ko, co we wskazanych, metateoretycznych kontekstach Kant méwi o matematyce, to
o wiele za mato, by mu jakakolwiek filozofi¢ matematyki przypisac, zbyt wiele kwe-
stii dotyczacych samej matematyki zaktada on tu jako bezdyskusyjnie oczywistych.
Moze to banat, ale warto o nim pamigta¢: Kant nalezy do epoki, w ktorej naprawde
jeszcze nie wiedziano, jak problematyczna moze by¢ matematyka, i nawet nie podej-
rzewano, jak zasadnicze kwestie, rowniez filozoficzne, trzeba bedzie kiedys pod jej
adresem postawic.

W drugim z wymienionych przypadkow, tj. w kontek$cie argumentowania na
rzecz swej koncepcji przestrzeni i czasu, Kant nie dodaje w zasadzie niczego do
wspomnianych juz uwag o roli konstrukcji w matematyce. Mogloby si¢ wprawdzie
wydawac, ze takim dodatkiem jest teza o apriorycznym, a zarazem syntetycznym
charakterze twierdzen matematyki. Jednak sposob, w jaki Kant teze t¢ uzasadnia,
o ile mozna tu w ogdle méwic¢ o uzasadnieniu, wyraznie sugeruje, ze ona po prostu
wynika logicznie z rozwazan o konstrukcji, a wigc niczego do nich nie wnosi.> Jesli
chodzi natomiast o transcendentalng idealnos¢ czasu i przestrzeni, to nie jest ona
przez Kanta pomyslana jako specjalne rozwiazanie na uzytek dociekan nad podsta-
wami matematyki, lecz stanowi pewna globalna koncepcjg¢ ontologiczna i epistemo-
logiczna, wyrosta przede wszystkim z refleksji nad natura przestrzeni i czasu, w od-
powiedzi m.in. na dyskusje na pograniczu filozofii i fizyki. Dyskusje te byly inte-
gralng czgscia rozwoju nowozytnej fizyki, a Kant byl pod szczegdlnym wrazeniem
sporéw prowadzonych wokot koncepcji Newtona, w ktérych jak wiadomo sam brat
udziat i juz w okresie przedkrytycznym proponowat rozwigzania majace w zalozeniu
jako$ pogodzi¢ strony tych sporow.* Koncepcja z De mundi sensibilis... legta u pod-
staw poOzniejszej teorii przestrzeni i czasu w Krytyce czystego rozumu, tyle ze tutaj
Kant obudowat ja nowa teoria poznania, w tym zwlaszcza jego aspektow dyskur-
sywnych, zwigzanych z sadzeniem. Teoria przestrzeni i czasu jako form ogladania
promieniuje na wszystkie obszary epistemologii i ontologii Kantowskiej okresu
krytycznego, w tym na jego koncepcje matematyki, gdzie zdaniem filozofa znajduje

* Kantowskie uzasadnienie tezy o apriorycznej syntetyczno$ci twierdzeh matematyki sktada sie
z dwoch krokow: (1) deklaracji, ze zadne takie twierdzenie nie jest analityczne, tj. — zgodnie
z Kantowskim pojmowaniem analityczno$ci — nie wynika logicznie z rozbioru zawartych w nim
poje¢; deklaracji tej Kant nie dowodzi w ogolnosci, lecz ilustruje ja kilkoma przyktadami z ele-
mentarnej arytmetyki i geometrii, oraz (2) scenariusza opisujacego to, jak dochodzimy do poznania
koniecznej prawdziwosci twierdzen matematycznych. To wlasnie ten krok jest wyraznie zalezny od
koncepcji matematyki jako konstrukcji — z jednej strony wynika z niej logicznie, z drugiej za$ bez
jej zatozenia staje si¢ wysoce nieoczywisty. Zob. 1. Kant, Krytyka czystego rozumu, B14-17.

* Czynit to m.in. w pracach Monadologia physica z 1756 r. (wyd. polskie w: L. Kant, Dziela
zebrane, Wydawnictwo UMK, Torun 2010, t. I, ttum. A. Pacholik-Zuromska, s. 437-454), zwlasz-
cza tw. VI-VIII oraz De mundi sensibilis atque intelligibilis forma et principiis, wyd. pol. w: Pisma
przedkrytyczne, op. cit., thum. A. Banaszkiewicz, s 155-166.
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szczegblne potwierdzenie. Wydaje si¢ zatem, ze refleksja nad matematyka byla nie
tyle punktem wyjs$cia Kantowskiej reinterpretacji przestrzeni i czasu, ile raczej jed-
nym z jej punktéw dojscia, czy moze lepiej zastosowan, cho¢ nie jest dla mnie w pelni
jasne, czy wskutek zastosowania tej koncepcji do matematyki Kant uzyskat jakie$
nowe wglady w naturg tej ostatniej, wykraczajace poza wyznawany juz wczesniej
poglad o roli konstrukcji w poznaniu matematycznym, czy tez ograniczyt si¢ po pro-
stu do uzyskania w matematyce wsparcia dla koncepcji epistemologicznej o znacznie
szerszym zasiggu.

Skoro juz padlo tu okreslenie ,,refleksja nad matematyka”, pozwolg sobie na mata
dygresje dotyczaca kwestii rzadko poruszanej, a majacej w moim przekonaniu fun-
damentalne znaczenie dla zrozumienia roli, jaka matematyka odegrata w ksztattowa-
niu si¢ mysli Kanta. Ot6z uderzajace jest to, ze gdy Kant mierzy si¢ z filozoficznymi
problemami podstaw matematyki, analizuje przyktady matematyki skrajnie elementar-
nej — elementarnej geometrii i arytmetyki. Strategia taka moze by¢ racjonalna, o ile
stoi za nig uzasadnione przekonanie, ze matematyka wtasciwa, a wigc to wszystko,
co zaczyna si¢ po matematyce elementarnej, nie wnosi zadnych istotnie nowych po-
je¢ czy zalozen, ktore wymagaltyby odrgbnego filozoficznego zbadania. Z podobnym
przekonaniem mamy pdzniej do czynienia np. u Wittgensteina, ktory zar6wno w Trak-
tacie, jak i w pozniejszych pismach, stoi na stanowisku, ze wszystko, co z filozoficz-
nego punktu widzenia da si¢ istotnego powiedzie¢ o matematyce, da si¢ powiedzie¢
juz na materiale najbardziej elementarnych operacji arytmetycznych.” Osobiscie nie
podzielam tego pogladu, rozumiem jednak jako$ jego ducha, ducha na wskro$ re-
dukcjonistycznego, a redukcjonizm wszak dla kazdego filozofa ma pewien powab.

A teraz zapowiedziana dygresja: czy Kant brat w swej filozofii pod uwagg to, co
W jego czasach nie bylo matematyka elementarna, a co kojarzy si¢ z takimi choc¢by
postaciami, jak Leibniz, Johann i Jacob Bernoulli czy K. L. Euler? Ot6z sadzg, ze tak,
ize, co wigcej, wplyneto to w zasadniczy sposob na ksztalt filozofii krytycznej. To,
ze tak rzadko méwi si¢ o tym w zwiazku z tzw. Kantowska filozofia matematyki,
w niemalym stopniu przyczynialo si¢ zawsze do jej trywializacji. Ze wspoiczesnej
sobie wyzszej matematyki Kant zaczerpnat trzy pojecia, ktore staty si¢ trzema fila-
rami catej filozofii krytycznej: (1) pojecie funkcji, ktére legto u podstaw Kantow-
skiej teorii sadoéw, pojec, myslenia i podmiotowosci, (2) pojecie analitycznosci, ktore
Kant rozciagnat z funkcji analitycznych badanych w matematyce na funkcje sadze-
nia, (3) pojecie transcendentalno$ci, ktoremu Kant nadat sens zupehnie inny niz tra-
dycyjny, a wigc nie czego$ ponadkategorialnego (transcendentaliow w tym sensie
Kant nie uznawat®), lecz czego$ przekraczajacego okreslone w pewien sposob srodki
opisu czy wyrazu. W takim sensie o obiektach transcendentnych méwiono w dwcze-

° Zob. L. Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus, thum. B. Wolniewicz, PWN, Warszawa
2000, tezy 6.2-6.24. Zob. tez Uwagi o podstawach matematyki, ttum. M. Porgba, Wydawnictwo
KR, Warszawa 2000.

% Zob. Krytyka czystego rozumu, B113-116.
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snej analizie i teorii liczb. Kant dokonat tych zapozyczen pojgciowych, jak sadze,
catkiem $wiadomie, bedac pod wrazeniem niesamowitego przyspieszenia rozwoju
matematyki, przede wszystkim wskutek metodycznego zastosowania pojecia funkcji,
i zywiac nadziejg, ze moze podobny sukces przyniesie ono w filozofii. Nalezy od razu
zauwazy¢, ze takie czerpanie poje¢ z matematyki tylko pozornie stoi w sprzecznosci
z ,,hiewzruszonym” przekonaniem Kanta, iz w filozofii nie wolno (a raczej nie spo-
sob) wzorowa¢ si¢ na matematyce.” Rzecz w tym, ze pojecia rodem z matematyki
Kant wykorzystuje do analizowania poje¢ bynajmniej nie matematycznych, jak np.
»sad”, ,.pojecie”, ,kategoria”, ,,myslenie” etc., i w sposdb bynajmniej nie matema-
tyczny, a wigc nie konstruujac ich, lecz starajac sig¢ glebiej zrozumie¢ ich sens zasta-
ny. To wielka szkoda, ze prawie cala tradycja rozwazan nad Kantowska filozofig
matematyki, zarowno ta generalnie aprobatywna, jak i zdecydowanie krytyczna, nie
probuje taczy¢ tych dwoch wymiardw obecnosci matematyki w strukturze Kantow-
skiej filozofii krytycznej.

Przy czym oba wymiary nie sa bynajmniej niepowiazane ze soba. W tym bowiem,
co zwyklo si¢ okresla¢ jako Kantowska filozofi¢ matematyki, mamy do czynienia
z zastosowaniem do twierdzen i dowodow nalezacych do matematyki elementarne;j
pewnych poje¢ filozoficznych, przede wszystkim epistemologicznych, ale takze onto-
logicznych (np. pojg¢ przestrzeni i czasu), ktore to pojecia zostaty przez Kanta uprzed-
nio zanalizowane, doprecyzowane, a czgsciowo zredefiniowane, przy uzyciu pojec
zaczerpnigtych z matematyki, tyle ze tym razem nie elementarnej, lecz jak na owe
czasy niezwykle zaawansowanej. Ujmujac rzecz nieco hastowo, filozofia Kanta mu-
siala zblizy¢ si¢ do matematyki, by wyloni¢ z siebie elementy filozofii matematyki.

Wréémy teraz do tytutowej kwestii stosunku Kantowskiej koncepcji matematyki
do konstruktywizmu®. Poniewaz pytanie o konstruktywizm filozofii Kanta stawiane
bywa w bardzo ogdlny sposdb wykraczajacy nie tylko poza filozofi¢ matematyki,
lecz takze poza epistemologi¢ jako taka, m.in. w kierunku filozofii praktycznej, za-
czn¢ moze od wskazania na zwiazki migdzy tymi ogélnymi sposobami rozumienia
konstruktywizmu a jego rozumieniem w filozofii matematyki. Poniewaz zwiazki te
sa Scisle, mozna zywié¢ nadziejg, ze naswietlenie relacji migdzy filozofia matematyki
Kanta a konstruktywizmem matematycznym dostarczy tez wskazoéwek co do relacji

7 Zob. np. Rozprawa o wyraznosci zasad..., dz. cyt., s. 64-66, Krytyka czystego rozumu, A735-
738, B764-766.

¥ Intuicjonizm i nawiazujace do niego nurty konstruktywistyczne w filozofii matematyki to ob-
szerny 1 wazny rozdziat dziejow dwudziestowiecznej filozofii i matematyki. Nie podejmujg si¢ tutaj
w najmniejszym stopniu oddania catej ztozono$ci pojawiajacych si¢ tu stanowisk, do czego upraw-
nia mnie to, ze zajmuj¢ si¢ Kantem, a wigc filozofem, z perspektywy ktorego wigkszos¢ specjali-
stycznych kwestii skladajacych si¢ na wspolczesny konstruktywizm bylaby i tak niezauwazalna,
a nawet zapewne niewyrazalna w jego jezyku. Dlatego w dalszym ciagu przyjmuje pewne bardzo
ogo6lne rozumienie konstruktywizmu, dajace si¢ bez trudu zestawi¢ z mysla Kanta. Rozumienie to
jest bliskie intuicjonistycznym wersjom konstruktywizmu, z tym zastrzezeniem, ze na dalszy plan
odsuwa psychologiczna strong dowodu matematycznego.
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migdzy innymi obszarami my$li Kantowskiej a pojawiajacymi si¢ na tych obszarach
ideami konstruktywistycznymi.

Przez konstruktywizm w odniesieniu do jakiej$ dziedziny ludzkiej aktywnosci
(poznawczej i nie tylko) proponuje rozumie¢ stanowisko, zgodnie z ktérym wlasciwa
dla tej dziedziny wlasnos¢ wyrdzniona (prawdziwo§¢ w dziedzinie poznawczej, dobro
w dziedzinie etycznej, sprawiedliwo$¢ w dziedzinie prawnej itd.) sprowadza si¢ do
tego, ze posiadajacy ja stan rzeczy zostal osiagnigty czy wytworzony zgodnie z pew-
na z gory okreslona, mniej lub bardziej $cisle, procedura. Tak sformulowana teza
konstruktywizmu przeciwstawia si¢ przede wszystkim pogladowi, zgodnie z ktorym
posiadanie owej wyroznionej wartosci polega na adekwatnym odzwierciedlaniu, wy-
razaniu lub egzemplifikowaniu czegos, co jest od jakichkolwiek procedur rozstrzy-
gania niezalezne. Jak nazwac ten drugi poglad? Ot6z zaleznie od tego, na jaki jego
aspekt pragnie si¢ zwrdci¢ uwage, bywa on nazywany realizmem, obiektywizmem,
absolutyzmem, a nawet intuicjonizmem (w innym oczywiscie sensie niz intuicjonizm
w filozofii matematyki, ktory wszak sam jest pewna wersja konstruktywizmu).

Ten ogolnie rozumiany konstruktywizm ma si¢ do intuicjonizmu czy konstruk-
tywizmu w filozofii matematyki tak, ze, po pierwsze, stanowi jego uogdlnienie i roz-
ciagnigcie na inne dziedziny, po drugie za$, wiaze si¢ z opuszczeniem pewnego
istotnego warunku naktadanego w intuicjonizmie i konstruktywizmie matematycz-
nym na procedury dowodowe, a mianowicie, ze maja one by¢ konstruktywne. Przy-
ktadowo, dowodem twierdzenia egzystencjalnego ,,istnieje takie x, ze P(x)”, spel-
niajacym ten warunek, jest konstrukcja wskazujaca pewien obiekt a taki, ze praw-
dziwe (oczywiscie, w sensie konstruktywistycznym) jest zdanie P(a). Przenoszac
idee konstruktywizmu na inne dziedziny (nauki empiryczne, etyke, prawo czy filozo-
fig polityki), nie zawsze znajdziemy naturalny odpowiednik konstruktywnosci tak
rozumianej, z reguly trzeba si¢ tu zadowoli¢ wskazaniem na pewne procedury po-
zwalajace w wigkszos$ci sytuacji uzyskac jakies rozstrzygnigcie czy decyzj¢. Z reguty
nie bedzie si¢ to wigzaé z jakkolwiek rozumiang konstrukcja jakiego$ obiektu.

To akurat nie jest jednak wielkim problemem, gdy odnosimy problematyke kon-
struktywizmu do filozofii Kanta, gdyz w jego czasach nie istniata jeszcze problema-
tyka matematyczna i filozoficzna, ktéra ponad sto lat poézniej data poczatek intuicjo-
nistycznym zadaniom dowodow konstruktywnych (w naszkicowanym przed chwila
sensie). Dlatego zupelnie naturalne jest, ze zestawiajac Kantowska koncepcje¢ pod-
staw matematyki z konstruktywizmem, korzysta¢ bedziemy jedynie z jego aspektow
ogolniejszych, dzielonych przez konstruktywizm matematyczny z innymi wersjami
konstruktywizmu.

Okreslajac konstruktywizm jako teze, ze wlasno$¢ wyrdzniona w danej dziedzinie,
np. prawdziwos¢ w dziedzinie poznawczej, jest sprowadzalna do osiagalno$ci w drodze
pewnej procedury, np. odpowiednio rozumianego dowodu w matematyce, warto pa-
migta¢ o pewnej subtelnosci, ktora, przeoczana, moze prowadzi¢ do grubych nieporo-
zumien w filozofii. Otdéz owa sprowadzalno$¢ do procedury mozna rozumie¢ w dwoja-
ki sposob. Po pierwsze, jako w ostatecznym rachunku prowadzaca do pozbycia si¢
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pojgcia warto$ci wyrdznionej, np. prawdy, na rzecz pojecia osiagalnosci w drodze
zastosowania procedury. Po drugie, jako préba redefinicji warto$ci wyrdznionej.
A wigc np., w przypadku prawdy, zastapienia klasycznego rozumienia prawdziwosci,
zgodnie z ktérym prawdziwos¢ sadu polega na zajsciu jego warunkow prawdziwosci
rozumianych klasycznie, rozumieniem intuicjonistycznym, w mysl ktérego sad jest
prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jego intuicjonistycznie rozumiany do-
wod. Stanowiska te moga si¢ wydawaé bardzo podobne, a jednak maja drastycznie
odmienne konsekwencje, zwlaszcza jesli chodzi o kwestie semantyczne i logiczne.

Jak si¢ wydaje, intuicjonizm i konstruktywizm znajduja si¢ zdecydowanie po
stronie drugiej ewentualnosci: zdania matematyki maja warunki prawdziwosci, tyle
ze warunki te sa ulokowane gdzie indziej niz zwyklo si¢ tradycyjnie sadzi¢ — nie
w sferze domniemanych obiektow matematyki w rodzaju liczb czy zbiorow, lecz
w sferze naszych konstrukcji umystowych, cho¢ niekoniecznie tylko umystowych,
ktoére odgrywaja dla nas rolg dowodow tych zdan.

Tak rozumiany konstruktywizm zestawig teraz z Kantowska filozofia matematy-
ki. Nie warto bowiem traci¢ czasu na konfrontowanie Kanta z pierwsza ewentualno-
$cia, tj. proba eliminacji pojgcia prawdy na rzecz jako$ rozumianej dowodliwosci czy
innego pojgcia proceduralnego, w oczywisty sposob jest ona bowiem sprzeczna
z pogladami Kanta w kwestii pojecia prawdy. Rowniez jednak w odniesieniu do kon-
struktywizmu rozumianego jako pewna koncepcja prawdy (a nie jej eliminacja)
mozna, jak sadze, skutecznie argumentowaé, ze Kantowska koncepcja matematyki
nie ma z tak rozumianym konstruktywizmem wiele wspolnego.

Jakie racje moglyby przemawia¢ za upatrywaniem w mysli Kanta watkow zbli-
zonych jako$ do konstruktywizmu w filozofii matematyki? Przede wszystkim, mamy
wypowiedzi Kanta niedwuznacznie podkreslajace role ,,konstrukcji” w matematyce.
,Matematyka rozwaza to, co ogélne, za pomoca znakow in concreto” — tak brzmi
podstawowa bodaj metateoretyczna charakterystyka matematyki przez Kanta prze-
ciwstawiajaca ja metafizyce jako badajacej ,.to, co szczegdtowe, za pomoca znakéw
in abstracto”.’ Jako réwnowazna przytoczonej Kant podaje tez formute, iz matema-
tyka jest ,,poznaniem z konstrukcji poje¢”.'® Przyktad: mamy pojecie trojkata, ktore
jest ogolne, tj. podpadaja pod nie wszystkie trojkaty. By moc dowies¢ jakiego$ twier-
dzenia prawdziwego o wszystkich trojkatach, musimy jednak poshuzy¢ si¢ ,,znakiem
in concreto”, tj. np. rysunkiem trdjkata na tablicy, ktéry poddajemy pewnym prze-
ksztatlceniom, naocznie pokazujacym, ze musi by¢ prawda to, co glosi dane twier-
dzenie, np. ze suma jego katdéw wewngetrznych réwna jest dwom katom prostym. Otdz
to, co robimy, kreslac 6w rysunek in concreto na podstawie ogolnej definicji trojkata,
Kant nazywa wtlasnie ,.konstrukcja” pojecia, w tym przypadku pojecia trojkata.

% Zob. Rozprawa o wyraznosci zasad..., dz. cyt., s. 58. Por. Krytyka czystego rozumu, AT14,
B742.
' Tamze, A713, B741.
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Ma to niewatpliwie posmak konstruktywistyczny, zwlaszcza jesli wzia¢ pod
uwagg, iz odpowiednia konstrukcja jest tworzona przede wszystkim gwoli przepro-
wadzenia za jej pomoca dowodu jakiego$ twierdzenia matematycznego. Mozna wte-
dy Kanta rozumie¢ wrecz tak, ze jego zdaniem prawdziwos$¢ jakiegos$ twierdzenia
matematycznego polega na tym, ze zostala przeprowadzona lub jest mozliwa do
przeprowadzenia odpowiednia konstrukcja dowodowa. Miatoby to oczywiscie
wszystkie charakterystyczne dla konstruktywizmu konsekwencje, wlacznie z zawie-
szeniem metalogicznej zasady wylaczonego $rodka, a fakt, ze sam Kant konsekwen-
cji takich nie dostrzegal, mozna by thumaczy¢ ogdlnym stanem 6wczesnej refleksji
logicznej, ewentualnie tym, ze filozofi¢ matematyki Kant uprawiat jedynie jako
czgs$¢ znacznie szerszego przedsigwzigeia i nie skupiat si¢ na wyciaganiu specyficz-
nych dla niej konsekwencji.

Zgodziwszy sig, ze pewne tezy Kanta maja posmak konstruktywistyczny, zapy-
tajmy teraz, czy rzeczywiscie sa one konstruktywistyczne. Przede wszystkim, zasta-
néwmy sig, czym sa znaki in concreto, ktdre konstruujemy, i za pomoca ktérych w ma-
tematyce rozwazamy to, co ogélne. Pytanie to umieszcza nas tez od razu w centrum
Krytyki czystego rozumu, tu bowiem Kant silniej niz we wczesniejszych pracach
wskazuje na rolg naocznosci w owej konstrukcji. Konstrukcje, o ktore chodzi w ma-
tematyce, sa konstrukcjami w naocznosci, $cislej, w naocznosci czystej. W efekcie
tych konstrukcji powstaja dane naocznie znaki in concreto, ktdre nastgpnie mozna
przeksztatcaé, uzyskujac dowody twierdzen matematycznych.

Czym sa owe znaki in concreto? Wydaje sig, ze w kontekscie zajmujacej nas tu
kwestii domniemanego konstruktywizmu Kanta nalezy rozwazy¢ nastepujaca alter-
natywe: albo znaki te same sa wlasciwym przedmiotem matematyki, a matematyka
jest nauka o pewnych konstruktach danych w naocznosci (czystej), albo nie.
W pierwszym przypadku tezy Kanta nieuchronnie prowadza do konsekwencji kon-
struktywistycznych, w drugim — niekoniecznie. Czym jednak moglyby by¢ owe
znaki in concreto, jesli nie przedmiotami matematyki? I co mogtoby by¢ przedmio-
tem matematyki, jesli nie konstrukcje w czystej naocznosci?

Ze znanych mi mozliwych odpowiedzi na pierwsze pytanie najbardziej trafia mi
do przekonania ta, ze sa one reprezentacjami wlasciwych przedmiotéw matematyki,
reprezentacjami szczegdlnego rodzaju, gdyz w jaki§ sposob egzemplifikujacymi,
modelujacymi pewne wlasnosci tych przedmiotow, zwlaszcza ich wlasnosci struktu-
ralne. To wlasnie Kant moim zdaniem ma na mysli, nazywajac je znakami in concreto.
Znaki in concreto to znaki w taki sposdéb wytworzone, ze unaoczniajag one w swej
budowie wlasnos$ci swych desygnatéw. A zatem np. ,,trojkat”, kreslony w czystej na-
oczno$ci gwoli dowiedzenia czego$ na temat trojkata, to wprawdzie nie jest trojkat,
jest to jednak co$ trdjkqtnego, np. odpowiedni rysunek na piasku lub na tablicy, kto-
rego uzywamy jako reprezentacji dowolnego trojkata z racji tego, ze z dowolnym
trojkatem dzieli pewne wlasnosci strukturalne (np. posiadanie trzech bokéw i trzech
katéw). Uwagi te prowadza do pewnego fundamentalnego zastrzezenia, ktore nalezy
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poczyni¢ zawsze, gdy wprowadzamy pojecie reprezentacji lub modelu. Otéz nie
wszystkie wlasnosci modelu wolno nam przypisywac temu, co modelowane. Jesli
chodzi o modele, ktorych zdaniem Kanta uzywa matematyka, a wigc konstrukcje
W naocznosci, to najbardziej oczywista kandydatura na owe wilasnosci nalezace do
modelu, a nie nalezace do tego co modelowane, wydaje mi si¢ przestrzenno-czasowy
charakter naocznych konstrukeji, a ogoélniej, wszystkie te wlasnosci, ktére w nieroze-
rwalny sposob zwiazane sa ze zmystowym charakterem naoczno$ci, na ktdrej operuje
matematyka. Ostatnie zdania prowadza juz w gruncie rzeczy do kolejnej kwestii, za-
nim jednak do niej przejde, wskaze, w jaki sposodb zaproponowana odpowiedz na
pierwsze pytanie pozwala uniknaé¢ konsekwencji konstruktywistycznych. Mianowi-
cie przyjawszy, ze przedmiotem matematyki jest co§ innego niz konstrukcje w na-
ocznosci, ktore stuza jedynie jako reprezentacje, znaki, symbole, modele jej whasci-
wych przedmiotéw, mozemy z powodzeniem operowaé klasyczna semantyka dla
zdan matematyki, klasyczng koncepcja ich warunkéw prawdziwo$ci, pozwalajaca
méwi¢ m.in. o nierozstrzygnigtych, a nawet nierozstrzygalnych problemach mate-
matycznych, ktore mimo to maja dobrze okreslony sens i,naprawde” maja jakie$
rozwigzanie, nawet jesli my, skonczone istoty rozumne, nigdy tego rozwiazania nie
poznamy. To na dobra spraw¢ wystarczy, by oddali¢ wszelkie podejrzenia Kanta
o konstruktywizm.

Co do drugiej kwestii, dotyczacej tego, czym zatem sa owe roézne od naszych
konstrukcji przedmioty matematyki, sytuacja jest zdecydowanie bardziej skompli-
kowana. Proponuj¢ najpierw postawi¢ pytanie tatwiejsze, egzegetyczne: jakie wska-
z6wki na temat przedmiotu matematyki znajdziemy w pismach Kanta? Odpowiedz
jest prosta, cho¢ nietatwo mi bylo do niej dojs¢: zadnych. Kant mowi jedynie, ze
matematyka bada to, co ogolne. Trzeba przyznaé, ze sformutowanie to samo jest tak
ogolne, ze malo co daje si¢ z niego wywnioskowaé. Mozna by rzec, zapozyczajac
termin z Ingardenowskiej teorii literatury, ze kwestia przedmiotu matematyki nalezy
do miejsc niedookreslenia Krytyki czystego rozumu i innych pism Kanta. Zanim
sprobujemy to miejsce niedookreslenia wypekni¢, zastanowmy si¢ przez chwilg nad
tym, dlaczego Kant sam go nie wypehit. Nie mam oczywiscie wyczerpujacej odpo-
wiedzi na to pytanie, wydaje mi si¢ jednak, ze Kant po prostu §wiadom byt ztozono-
Sci tej kwestii, $wiadom byl w zarysie kontrowersji, jakie si¢ w zwiazku z nia poja-
wiaty, §wiadom byt istnienia zaréwno rozwiazan w duchu realizmu, jak i nominali-
zmu, i zgodnie ze swoja typowa strategia staral si¢ przedstawi¢ koncepcje, ktora by-
laby neutralna wzgledem tych sporéw. Cokolwiek uznamy za przedmiot matematyki
— tak zdaje si¢ argumentowa¢ Kant — musimy pamigtac, ze jedynym sposobem
dowiedzenia si¢ czego$ o nim na sposob matematyczny jest praca na jego naocznej
reprezentacji in concreto. Jest to oczywiscie interpretacja maksymalnie zyczliwa.
Mozna tez sobie wyobrazi¢, ze Kant po prostu bezrefleksyjnie akceptowatl pewien
zastany poglad, np. Leibnizjanska wersj¢ nominalizmu w kwestii matematyki, ktory
uwazal za tak oczywisty, ze niewart podkreslania. By¢ moze, cho¢ to nie bardzo
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zgodne z tym, co skadinad wiadomo o Kancie. Jednak roéwniez przy takiej interpre-
tacji zachowuje moc to, ze przedmioty matematyki sa rézne od swych reprezentacji
naocznych in concreto, co daje mozliwo§¢ uniknigcia konsekwencji konstruktywi-
stycznych.

Pozostaje pytanie najtrudniejsze: czym sa przedmioty matematyki, jesli stoimy
na stanowisku, ze twierdzenia matematyki posiadaja warunki prawdziwosci, a zara-
zem odrzucamy konstruktywistyczna interpretacje tych warunkéw w kategoriach
teoriodowodowych? To, co mowi Kant, nie pozwala na to pytanie udzieli¢ odpowie-
dzi. Sadzeg jednak, ze istnieje co$ takiego, jak duch filozofii Kantowskiej, ktory pe-
wien rodzaj odpowiedzi na to pytanie sugeruje. Nie wchodzac glebiej w kwestig,
czym jest 6w duch, chcialbym jedynie zadeklarowaé, ze za najbardziej z nim zgodne
w rozwazanej kwestii uwazam nastgpujace sformutowanie: jedyna zashugujaca na
powazne potraktowanie odpowiedzia na pytanie o przedmioty matematyki jest ma-
tematyka. Filozof, gdy probuje matematyka wyreczaé czy przewyzsza¢ w tym zada-
niu, nieuchronnie partaczy, czgsto w sposob zenujacy. Filozof moze natomiast sku-
tecznie zajmowac si¢ krytyka réoznych opacznych wyobrazen o tym, czym jest mate-
matyka i jej przedmioty, tropieniem ré6znych nieporozumien, zwlaszcza tych, w ktore
obfituje historia samej filozofii, od zarania zafascynowana matematyka, a i — przy-
znajmy to — troch¢ zakompleksiona na jej punkcie. I Kant wiele takich nieporozu-
mien rozwiewa, na czele z tymi, ktore legly u podstaw prob uprawiania filozofii na
wzOr matematyki.

Nalezy wszakze pamigtaé, ze odpowiedz, ktorej sama matematyka udziela na
pytanie o naturg jej przedmiotow, nigdy nie jest ostateczna. Matematyka si¢ zmienia,
i to zmienia bardzo gleboko. Zmieniaja si¢ jej podstawowe pojecia i metody, a wraz
z tym zmienia si¢ ogolna wizja obiektow, z ktérymi mamy w niej do czynienia. Dzi$
przewaza poglad, ze tymi obiektami sa zbiory. Z pewnoscia predzej czy pdzniej po-
glad ten ustapi miejsca jakiemu$ innemu, w ktérym pojawia si¢ nowe pojgcia, bar-
dziej wyrafinowane i glgbsze niz pojecie zbioru. Zdawali sobie z tego doskonale
sprawe ludzie tacy jak Godel."" Mrzonka bytaby jednak cheé uprzedzenia tych zmian
pojeciowych na drodze namystu filozoficznego. Efekty takich prob zawsze wypadaja
beznadziejnie. Filozof nigdy nie wyprzedzi matematyka w dociekaniach nad naturg
$wiata matematycznego.

1 Zob. np. jego wyktad Gibbsowski ,,Some basic theorems on the foundations of mathematics
and their philosophical implications” z 1951 r., w: Kurt Gddel, Unpublished Philosophical Essays,
wyd. F. A. Rodriguez-Consuegra, Birkhduser Verlag, Basel-Boston-Berlin 1995, ss. 129-157.



