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Strukturalizm a realizm obiektowy
— rzeczywisty spor?

Celem artykulu jest prezentacja podstawowych zatozen stanowiska strukturali-
stycznego, jak rowniez omowienie pewnych trudnosci w sformutowaniu owego sta-
nowiska.' Stawiam w szczegdlnoéci teze, iz pewne rdznice miedzy stanowiskiem
strukturalizmu a tradycyjnej wersji matematycznego realizmu nie sg tak glebokie, jak
to na pierwszy rzut oka wyglada. Mozna wigc powiedzie¢, ze — przynajmniej
w niektorych kwestiach — spor migdzy strukturalizmem a realizmem obiektowym
jest do pewnego stopnia sporem pozornym. Ze wzgledu na ramy artykutu prezenta-
cja ma charakter szkicowy.”

1. WSTEP

Nie ulega watpliwosci, ze pojecie struktury jest jednym z centralnych poje¢ w ma-
tematyce 1 ma charakter wregcz uniwersalny. Pojecie struktury odgrywa rowniez istotng
role w dyskusjach ontologicznych dotyczacych matematyki, stajac si¢ centralnym
pojeciem zyskujacego coraz wieksza popularno$é¢ nurtu strukturalistycznego.’

Stanowisko strukturalizmu matematycznego najczgiciej pojawia si¢ w — mo-
wiac swobodnie — towarzystwie ontologicznej tezy matematycznego realizmu. Py-

! Podstawa do napisania artykulu bylo wystapienie Strukturalizm a realizm obiektowy — rze-
czywisty spor? na III Konferencji Filozofii Matematyki w Poznaniu (17-18.10.2011). Dzigkujg Or-
ganizatorom za zaproszenie i stworzenie wspaniatej atmosfery na konferencji.

2 Podobnej problematyce poswiecone byly réwniez prace [Wojtowicz 2006, 2009] oraz frag-
menty [Wojtowicz 2003]. W niniejszym artykule wykorzystuje¢ fragmenty pierwszej z ww. prac.

? Podstawowa dla tego ujecia monografia to [Shapiro 1997], nalezy wymieni¢ tez monografie
[Resnik 1998], [Chihara 2004], w polskiej literaturze zas [Bondecka-Krzykowska 2007].
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tanie dotyczace natury bytdw matematycznych mozna jednak zada¢ dopiero po udzie-
leniu pozytywnej odpowiedzi na pytanie o ich istnienie. Dyskusja realizm-antyrealizm
w filozofii matematyki jest niezwykle bogata (w ostatnich 30 latach pojawilo si¢ sze-
reg zupetnie nowych propozycji) i referowanie jej tutaj mijatoby si¢ z celem. W ni-
niejszym artykule przyjmuj¢ wigc niejako implicite tezg matematycznego realizmu,
interpretujac spor strukturalizm versus realizm obiektowy jako spdr wewnatrz obozu
matematycznych realistow.*

2. PROBLEM NATURY OBIEKTOW MATEMATYCZNYCH

Pytanie dotyczace natury obiektéw matematycznych nie ma zbyt klarownego
sformutowania. Jego bardziej uchwytna wersja jest pytanie o kryterium identyczno-
$ci obiektow matematycznych, czy tez o to, co nadaje obiektowi matematycznemu
tozsamo$¢. Na jakiej podstawie identyfikujemy pewien obiekt matematyczny jako
np. pewna okreslona liczbe, jako ciag liczb zespolonych zbiezny do zera, jako torus
czy tez jako okre$lona przestrzen funkcyjna? Jakie kryteria identycznos$ci obowia-
Zuja: czy obiekty matematyczne maja tozsamos¢ indywidualna, niezalezna od innych
obiektow matematycznych? Czy tez jest wprost przeciwnie: ustalenie tozsamosci
obiektu matematycznego wymaga jedynie ustalenia, w jakich relacjach z innymi
obiektami matematycznymi pozostaje? W tej kwestii rysuja si¢ dwa przeciwstawne
stanowiska, podstawowa roznicg za§ migdzy nimi mozna wyrazi¢ w formie dwoch
fundamentalnych tez.

Zasadnicza teza realizmu obiektowego (RO): obiekty matematyczne maja pewne
wlasno$ci wewnetrzne, posiadaja pewna wewnetrzng tozsamosc.

Zasadnicza teza strukturalizmu (STR): Tozsamos$¢ obiektu matematycznego
jest wyznaczona jedynie przez relacje, w jakie wchodzi on z innymi obiektami.

W mysl stanowiska strukturalizmu obiekty matematyczne nie maja zatem indy-
widualnej, wewngtrznej tozsamosci, ich cechy sa bowiem jedynie cechami relacyj-
nymi. Resnik pisze o tym w nastgpujacy sposob:

obiekty matematyczne nie maja wyrdzniajacych ich cech z wyjatkiem tych, ktére maja na mocy

ich relacji do innych pozycji w strukturze, do ktorej naleza. Uwazam punkt geometryczny [...]

za paradygmatyczny obiekt matematyczny [Resnik 1996, 84].

Intuicja, ktora jest podstawowa dla tego stanowiska glosi — mowiac swobodnie —
ze $wiat matematyczny stanowi swoista ,,sie¢ relacji”. O tozsamosci obiektu mate-
matycznego decyduje miejsce w tej sieci — a nie jego wewngtrzne cechy. Liczba 5

* Nalezy jednak pamictaé, ze to zalozenie ma charakter roboczy, istnieje bowiem réwniez filo-
zoficznie bardzo ciekawa antyrealistyczna wersja strukturalizmu (mam tu na mysli modalny struktu-
ralizm Hellmana, por. [Hellman 1989]). Okazuje si¢ wigc, ze spor o naturg obiektow matematycz-
nych mozna toczy¢ nawet wowczas, gdy odrzuca sig ich istnienie.
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nie jest owa liczba per se, ale zyskuje tozsamos$¢ jedynie jako miejsce w pewnej
strukturze liczbowej (w @-ciagu).’

U podtoza stanowiska strukturalistycznego leza do§¢ — jak si¢ wydaje — jasne
intuicje. Trudno jest je jednak sprecyzowaé i wyartykutowa¢ w wyrazny sposob.
Trudno tez w jasny sposob opisaé réznice migdzy stanowiskiem strukturalistycznym
i stanowiskiem realizmu obiektowego — i w szczegdlnosci wykazaé, ze te rdznice
nie sa czysto werbalne. Trudno$¢ bierze si¢ m.in. stad, Zze naszych analiz nie mozemy
rozpocza¢ od gotowego systemu pojec, ktére miatyby ustalony, dany juz uprzednio
sens i w oparciu o ten system formutowac obie koncepcje (koncepcje strukturalistyczna
i ,,obiektowa”). Niewatpliwie najwygodniejsze bytoby zinterpretowanie obu punk-
tow widzenia w systemie poje¢ niejako zewngtrznym, neutralnym z punktu widzenia
stawianych tez i akceptowalnym dla obu stron sporu. To jednak nie wydaje si¢ moz-
liwe, poniewaz dyskutanci uwazaja swoje systemy poje¢ za podstawowe i w ramach
tychze systeméw dokonuja reinterpretacji stanowiska oponenta. Co wigcej, samo
stanowisko strukturalistyczne jest trudne do klarownego sformulowania, co przy-
znaja sami strukturali$ci. Jedna z trudno$ci stanowiska strukturalistycznego jest wigc
jego jasne wyslowienie i podanie argumentow za tym, ze faktycznie rézni si¢ ono
w istotny sposob od stanowiska realizmu obiektowego.

3. PROBLEM WIELOREDUKCJI
— MOTYWACJA DLA STRUKTURALIZMU

Poming tutaj motywacje historyczne oraz motywacje o charakterze ogdlniejszym
niz dotyczace tylko matematyki.® W ramach samej filozofii matematyki waznych
motywacji dla sformutowania stanowiska strukturalistycznego dostarcza tzw. pro-
blem wieloredukcji Benacerrafa, przedstawiony na przykladzie teoriomnogo$ciowe;j
reprezentacji liczb naturalnych [Benacerraf 1965]. Jak wiadomo, teoria liczb natural-
nych daje si¢ interpretowac¢ w teorii mnogos$ci, czyli liczby naturalne mozna trakto-
wac jako zbiory pewnego typu (zredukowac do zbioréw). W standardowe;j takiej re-
prezentacji (von Neumana) liczby naturalne sa utozsamiane po prostu ze skonczo-
nymi liczbami porzadkowymi. Funkcjg liczby 0 petni zbior pusty &, funkcejg liczby 1
— zbidr {J}, funkcje liczby 2 — zbior {J, {D}} itd. Kolejne (zbiory reprezentuja-
ce) liczby naturalne sa wigc tworzone zgodnie z zasada: n+1 = nu{n}. Ciag liczb
naturalnych (0, 1, 2, 3...) bedzie zatem reprezentowany jako ciag skonczonych liczb
porzadkowych:

5 Uwazam, ze w matematyce nie mamy do czynienia z obiektami majacymi , wewngtrzne”
wlasnosci, ktore tworza struktury — mamy jedynie struktury. Obiekty matematyczne...sq punktami
bez struktury — albo miejscami w strukturach. Jako miejsca w strukturach, nie maja one zadnej
tozsamosci, ani cech niezaleznie od struktury” [Resnik 1981, 530].

¢ Motywacji dla formutowania strukturalistycznej wizji matematyki dostarcza np. doktryna
ontologicznego relatywizmu Quine’a. Pomijam jednak te kwestie.
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G; {D}; {D,{D}}; (D, (D}, (DD} )

Ta reprezentacja ma oczywiscie liczne zalety — chociazby wiasnie tg, iz stanowi
szczegblny przypadek ogdlnej metody generowania liczb porzadkowych (liczby na-
turalne stanowia poczatkowy fragment tej hierarchii). Nie jest to jednak oczywiscie
jedyna mozliwa formalna reprezentacja liczb naturalnych w teoriomnogo$ciowym
systemie pojec. Inna — roéwnie dobra z logicznego punktu widzenia — to reprezen-
tacja liczb naturalnych jako:

G; {D}; {1} (D}

Tutaj zbior reprezentujacy kolejna liczbe naturalng definiowany jest jako: n+1 = {n}.

Pojawia si¢ naturalne pytanie: ktére zbiory to tak naprawde liczby naturalne?
Jesli bowiem jesteSmy matematycznymi realistami, przyjmujacymi przy tym ontolo-
gi¢ teoriomnogo$ciowa jako podstawowa, a zarazem twierdzimy, ze obiekty mate-
matyczne maja pewna tozsamosc¢, to pytanie to nabiera sensu i powinni$my udzieli¢
na nie odpowiedzi.

Nie jest jednak mozliwe podanie jakiekolwiek dobrego kryterium, ktére pozwo-
litoby na wskazanie ktorejkolwiek z tych redukceji jako kanonicznej (a nalezy pamigtaé,
ze mozliwych reprezentacji liczb naturalnych i operacji arytmetycznych w ramach
teorii mnogosci jest wiele). Zdaniem Benacerrafa ptynie stad wniosek, ze w ogodle
nie ma sensu utozsamianie liczb z okreslonymi zbiorami. Twierdzenie, ze liczby na-
turalne maja ustalong nature per se, niejako wewnetrznie determinujaca ich iden-
tyczno$é, staje sie twierdzeniem bezpodstawnym. Rolg liczb naturalnych moze od-
grywaé (mowiac z pewna przesada) niemal cokolwiek, mozna je bowiem identyfi-
kowa¢ jedynie przez scharakteryzowanie ich roli (miejsca) w strukturze liczb natu-
ralnych (czyli — moéwiac bardziej technicznie — w ®-ciagu). Takie ujgcie ma wyraznie
strukturalistyczny charakter: liczby naturalne sa tu sprowadzone do miejsca w pewne;j
strukturze, nie sa za$ traktowane jako obiekty majace wewngetrzng tozsamos$¢. Intu-
icje lezace u podloza powyzszych rozwazan dotyczacych liczb strukturali$ci rozcia-
gaja na cala matematyke, twierdzac, ze charakteryzowanie obiektow matematycz-
nych jest mozliwe jedynie przez opis ich cech relacyjnych.

4. STRUKTURALIZM W WERSJI ANTE REM

Strukturali$ci odwotuja si¢ do obrazowych poréwnan — mowia na przyktad
o tym, ze funkcja prezydenta jest czym$ innym niz osoba prezydenta (funkcja prezy-
denta jest okreslona przez stosowna sie¢ relacji z innymi podmiotami zycia publicz-
nego, to zas, kto aktualnie t¢ funkcje¢ piastuje, nie ma znaczenia). Podobnie — zda-
niem strukturalistow — przedstawia si¢ sprawa z obiektami matematycznymi. Mo-
wiac swobodnie, o tozsamosci obiektu matematycznego decyduje jedynie odgrywana
przez niego rola. Zgodnie z podstawowymi intuicjami strukturalisty pierwotne sa
struktury. Jaka jest ontyczna relacja miedzy owymi strukturami a obiektami mate-
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matycznymi? Shapiro ([Shapiro 1997]) wyroznia w tej kwestii dwa podstawowe
punkty widzenia, ktére okresla jako places-are-offices oraz jako places-are-objects:

1. Places-are-offices: dana jest pewna pierwotna ontologia (background ontology
— nazwg ja ,,ontologia tla”), ktora jest zrodlem obiektow matematycznych. Obiekty
te sa zatem dane uprzednio i to one odgrywaja odpowiednie role w strukturach.

2. Places-are-objects: pierwotne sg struktury, natomiast ich ewentualne egzem-
plifikacje odgrywaja rol¢ wtdrna. Pojgcie miejsca w strukturze jest — méowiac swo-
bodnie — pierwotne wobec obiektu zajmujacego to miejsce. Nie mamy zatem na
mysli zadnej danej uprzednio i pierwotnej wobec struktur ontologii.

Shapiro odwotuje si¢ do tych dwoch perspektyw, rozwazajac trzy rdézne wersje
stanowiska strukturalistycznego. Sa to:

1. Strukturalizm eliminacyjny,
2. Strukturalizm modalny,
3. Strukturalizm ante rem.

Strukturalizm w wersji eliminacyjnej jest stanowiskiem w pewnym sensie hybry-
dowym, zakladajacym istnienie ,,ontologii tta”, z ktérej pochodza obiekty matema-
tyczne. Ta ontologia nie ma jednak charakteru czysto strukturalistycznego. Poming
wigc 6w wariant; nie bede tu przedstawial tez modalnej wersji strukturalizmu.” Sam
Shapiro przyjmuje wersj¢ ante rem strukturalizmu, w ramach ktoérego zaktada si¢
samoistne istnienie struktur jako bytow per se — bez koniecznosci przyjmowania
ontologii tta”.* Wazne pojecia, ktore pojawiaja si¢ w tej koncepcji to pojecia struk-
tury oraz systemu, gdzie system rozumiany jest jako odpowiedni zespot miejsc
w strukturze z okreslonymi na nim relacjami i funkcjami. Zachodzi migdzy nimi
istotna réznica: moga bowiem istnie¢ dwa systemy rozne, ktore sa izomorficzne (np.
dwa izomorficzne w-systemy: (a) 1, 3, 5...; (b) 2, 4, 6...., sa zbudowane z réznych
miejsc w strukturze liczbowej), w wypadku struktur jest jednak inaczej: izomorfizm
struktur stanowi jednocze$nie kryterium ich identyczno$ci. Kryteria identycznosci
struktur i systemow sa wigc odmienne.

Koncepcja Shapiro jest wzorowana na teorii mnogosci, nie znaczy jednak, ze si¢
do niej sprowadza. Shapiro traktuje bowiem pojgcie struktury jako pierwotne i po-
daje odpowiednia aksjomatyzacj¢ — teoria mnogosci jest za$ traktowana jako jedna
z wielu dyscyplin matematycznych, a nie dyscyplina wyrézniona. Przytoczg kilka
przyktadéw, przedstawiajac je w wersji uproszczonej — ukaze to ogdlna ideg’:

7 Analize tych stanowisk mozna znalez¢ w pracy [Wojtowicz 2003].

¥ Struktury istnieja niezaleznie od tego, czy sa egzemplifikowane w pewnym niestrukturalnym
‘krolestwie’, czy nie” [Shapiro 1997, 89].

? Prezentacjg tych wersji aksjomatow Shapiro zaczerpnatem z pracy [Wojtowicz 2009].
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(1) Aksjomat nieskonczonoSci: Istnieje co najmniej jedna struktura majaca nie-
skonczenie wiele miejsc.'

(2) Aksjomat odejmowania (subtraction): Niech S bedzie struktura, a R relacja
z S. Istnieje wowczas struktura S* izomorficzna z systemem sktadajacym si¢ z miejsc
i relacji okreslonych na strukturze S, z wyjatkiem relacji R."'

(3) Aksjomat podklasy (subclass): Niech S bedzie struktura, a ¢ podklasa
miejsc w S. Istnieje wowczas struktura S* izomorficzna z systemem skladajacym si¢
zZ c, ale bez relacji.

(4) Aksjomat dolaczania (addition): Niech S bedzie struktura, R za$ dowolng
relacja okreslona na miejscach struktury S. Istnieje wowczas struktura S* izomor-
ficzna z systemem, ktéry sklada si¢ z miejsc i relacji danych w strukturze S wraz
z dotaczona relacja R. 12

(5) Aksjomat struktury potegowej (powerstructure) stwierdza, ze istnieje struk-
tura stanowiaca ,,imitacje” zbioru potegowego danej struktury S."

Shapiro wprowadza takze dalsze aksjomaty (odpowiednik aksjomatu zastgpowa-
nia; aksjomat koherencji, wyrazajacy fakt, ze kazda spdjna teoria opisuje pewna
strukturg, oraz aksjomat refleksji). To ma zapewni¢ jego teorii struktur dostateczna
site — odpowiadajaca sile teorii mnogosci. Takie ujgcie uwalnia nas od koniecznosci
uznania pojecia nalezenia za poj¢cie podstawowe. Teoria struktur ma wigc bardziej
uniwersalny charakter i stanowi¢ to ma jej metodologiczng zaletg. Nalezy tu jednak
powiedzieé, ze sam Shapiro przyznaje, ze nie stanowi to argumentu rozstrzygajace-
go: teoria struktur i teoria mnogos$ci sa bowiem do siebie sprowadzalne. Ilustruje to
wypowiedz Shapiro dotyczaca roznych wariantow stanowiska strukturalistycznego:

W pewnym sensie wszystkie moéwia to samo, z uzyciem innych pojgé pierwotnych. Sytuacja
strukturalizmu jest podobna do sytuacji geometrii. Pierwotne moga by¢ punkty albo proste. Nie ma
to znaczenia, poniewaz w obu wypadkach opisywana jest ta sama struktura [Shapiro 1997, 97].

Te warianty mozna do siebie sprowadzi¢ (oczywiscie kosztem pewnych dodatko-
wych zalozen). Wybor jest wigc — do pewnego stopnia — kwestig gustu.

1% Jest to odpowiednik teoriomnogosciowego aksjomatu istnienia zbioru nieskonczonego.

" Idea jest prosta: (1) Mamy strukture S. (2) Pomijamy jedna relacje R. (3) To nam tworzy pe-
wien nowy system. (4) Zaktadamy, Ze istnieje struktura S* izomorficzna z tym systemem.

12 Czyli istnieje struktura $* powstajaca po wzbogaceniu struktury S o pewna relacjg.

' Formalnie: Niech S bedzie struktura, 4 za§ — klasa miejsc w tej strukturze. Istnieje struktura
P i dwuargumentowa relacja E okre$lona w P taka, ze dla dowolnego podzbioru sc4 istnieje miej-
sce x; w strukturze P takie, ze: Vz(z€s < E(z,x)). Relacja E ,,imituje” teoriomnogosciowa relacje
nalezenia.

Struktura P odgrywa niejako owa rolg zbioru potggowego. Kazdemu podzbiorowi sCA4 od-

powiada pewne miejsce x; w strukturze P. Swobodnie méwiac, to miejsce x, bgdzie odgrywac rolg
zbioru s. Relacja E' w strukturze P ma wigc imitowac relacj¢ nalezenia.
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5. GRUPA PERMUTACJI JAKO KANONICZNY PRZYKLAD

Intuicje strukturalistyczne pojawiaja si¢ w bardzo naturalny sposéb w tych dzie-
dzinach matematyki, gdzie nie mamy do czynienia z zadnym kanonicznym przykta-
dem obiektu danego typu, z zadnym — moéwiac swobodnie — modelem zamierzo-
nym, lecz w ktérych badamy cata klase¢ obiektow majacych pewne wspolne cechy
strukturalne, jak np. grupy, pierscienie, moduly, przestrzenie liniowe efc. W naturalny
sposob motywacje dla stanowiska strukturalistycznego mozemy wigc znalez¢ w al-
gebrze. Dla ilustracji rozwazmy prosty przyktad grupy permutacji n-elementowego
zbioru. Odnotujmy najpierw podstawowy fakt: jesli dwa skonczone zbiory X i Y
maja tyle samo (powiedzmy — #n) elementoéw, ale sa to rézne zbiory, to ich grupy
permutacji S (X) oraz S,(Y) takze sa rézne (jedna sklada si¢ z przeksztatcen okre-
$lonych na zbiorze X, druga — na zbiorze Y). Sa jednak izomorficzne, a zatem
z dokladnoscia do izomorfizmu istnieje tylko jedna grupa permutacji zbioru n-ele-
mentowego (oznaczmy ja przez S,).

Oznaczmy przez T, teorig, ktdra opisuje grupe permutacji zbioru n-elementowego.
Mozna zada¢ pytanie: ktory konkretnie zbior przeksztatcen S,(X) opisuje teoria T,?
Pytanie to brzmi jednak nienaturalnie i matematyk zajmujacy si¢ wlasnosciami grupy
permutacji S, uzna je za co najmniej dziwne (by nie powiedzie¢ — niemadre). Row-
niez pytanie o to, ktora konkretnie funkcja idy: X—X jest ,.tak naprawde” elemen-
tem neutralnym grupy S,, zostanie uznane za dziwaczne. Matematyk powie bowiem,
Ze nie ma najmniejszego znaczenia to, na jakim zbiorze X okreslony jest zbiodr per-
mutacji S;(X), wazne sa bowiem jedynie czysto strukturalne cechy grupy permutacji.
Doda przy tym, ze grupg permutacji postrzega jako pewna strukture S,, nie za$
zbidr konkretnych przeksztatcen zdefiniowanych na okreslonym zbiorze. Z punktu
widzenia opisu tej struktury S, wazne s3 miejsca w strukturze, a nie konkretne
funkcje (po prostu to, na jakim zbiorze X okreslone sa te funkcje, nie ma znaczenia).

Postugujac sig strukturalistyczna terminologia, fakt ten mozna wyrazi¢ w nasteg-
pujacy sposob:

(a) Istnieje jedna grupa permutacji S,,.
(b) Istnieje wiele systemow S, (X).

Z punktu widzenia stanowiska STR teoria 7, dotyczy pewnej struktury — mia-
nowicie S,. Ta struktura jest izomorficzna z kazdym z systemoéw S,(X), cho¢ od nich
rézna. Natomiast reprezentant RO bedzie opisywat te sytuacje raczej w terminach
modeli dla teorii, relacji migdzy tymi modelami efc. Powie zatem, ze zaden konkret-
ny zbior S;(X) nie jest kanonicznym modelem dla 7, natomiast wszystkie te zbiory
sa (jako modele) izomorficzne.

Réznice w stanowiskach RO i STR uwidocznig sig tez, gdy rozwazymy pytanie,
czego dotyczy termin ,,element neutralny grupy permutacji”. Tu odpowiedzi réwniez
beda si¢ istotnie rdznic:
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(RO) Termin ten nie dotyczy zadnego ustalonego obiektu. W kazdym zbio-
rze permutacji S;(X) termin ten ma swoj desygnat (idx: X—X).

(STR) Termin ten dotyczy pewnego miejsca w strukturze S, (miejsca bedace-
go elementem neutralnym struktury S,,).

Mamy wigc do czynienia z réznymi opisami tego, czym jest grupa permutacji.
Oczywiscie, roznice w stanowiskach RO i STR nie dotycza tylko grupy permutacji
czy innych grup. Strukturalizm — swobodnie méwiac — rozciaga tego typu intuicje
na cata matematyke, uwazajac przyktad teorii grup za reprezentatywny dla matema-
tyki 1 nadajac range ogdlna argumentacji dotyczacej grupy permutacji. Zdaniem
strukturalistow czysto strukturalna natur¢ maja wszystkie obiekty matematyczne, nie
tylko grupa permutacji. Nie istnieja bowiem zadne wlasno$ci przedmiotéw matema-
tycznych, ktére nie redukowatyby si¢ do relacji z innymi przedmiotami. O obiektach
matematycznych mozna za$ orzekac tylko i wylacznie ,,na tle” struktury, w ktorej te
obiekty si¢ znajduja. Myslenie o wewngtrznych cechach obiektéw matematycznych
nie ma zadnego sensu, tylko bowiem struktura nadaje obiektom tozsamos¢.

6. PROBLEM ZASIEGU INTUICJI STRUKTURALISTYCZNYCH

Nie ulega watpliwosci, ze przyktad grupy permutacji jest sugestywny i ze bar-
dziej naturalne jest myslenie o niej w kategoriach pewnej struktury niz w kategoriach
modelu zamierzonego. Jest to wyraz pewnej og6lniejszej tendencji, z jaka mamy do
czynienia w algebrze. Nie jest jednak wcale oczywiste, ze rozciaganie tych intuicji
na cala matematyke jest wlasciwe. Ogranicze si¢ tutaj do rozwazenia przyktadu po-
jecia zbioru i pojecia nalezenia (jednak podobne rozwazania mozna byloby prowa-
dzi¢ w odniesieniu do innych pojg¢ matematycznych).

Zdaniem strukturalisty stwierdzenie, ze a jest elementem zbioru b (a€b) jest
stwierdzeniem zachodzenia pewnej czysto strukturalnej zalezno$ci migdzy a i b.
Swobodnie moéwiac, w ujgciu strukturalistycznym uniwersum mnogos$ciowe mozna
wyobraza¢ sobie jako swoista sie¢, w ktorej weztach znajduja si¢ zbiory (czy raczej:
ktorej wezty odgrywaja role zbioréw).'"* W ramach takiego sposobu myslenia stwier-
dzenie, iz a nalezy do b, wyraza jedynie istnienie pewnego powiazania mi¢dzy tymi
obiektami, nie tkwi w nim jednak bynajmniej zatozenie jakiej$ ontologicznej zalez-
no$ci czy uprzednio$ci. Z punktu widzenia strukturalisty w uniwersum mnogoscio-
wym mamy do czynienia z czysto strukturalnymi zalezno$ciami. A zatem ontolo-
giczny status miejsc w strukturze, np. status obiektow takich jak:

— miejsce_w_strukturze liczba_5;
— miejsce_w_strukturze zbior_liczb_nieparzystych;

' Widoczne to jest wyraznie w przytaczanej wezesniej aksjomatyce teorii struktur podanej
przez Shapiro.
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— miejsce_w_strukturze zbior przeliczalnych_podzbiorow R,
etc.

jest taki sam. Z punktu widzenia strukturalistycznego nie ma bowiem sensu mowie-
nie o uprzedniosci elementu (miejsca) a wzgledem zbioru (miejsca) b. Nasze intuicje
sa jednak odmienne: sadzimy przeciez, ze to obiekty sa uprzednie w stosunku do
utworzonego z nich zbioru, a zbiory tworzone sa z juz dostgpnych obiektow za po-
moca pewnych operacji. Elementy zbioru sa wobec niego ontycznie pierwotne, sg —
moéwiac swobodnie — tworzywem, z ktdrego tworzone sa nowe zbiory. Jest tu wigc
wyrazna zalezno$¢ ontyczna. Taka intuicja znajduje swdj wyraz w iteracyjnej kon-
cepcji hierachii mnogosciowej, ktora postrzega si¢ jako powstajaca w kolejnych eta-
pach przez zastosowanie operacji zbioru potggowego i zastgpowania, wykonanych
z uzyciem uprzednio skonstruowanych szczebli hierarchii mnogosciowej. W takim
ujeciu, wyzsze szczeble hierarchii mnogosciowej sa zalezne od nizszych." Istotne
jest to, ze zawsze owym ,,budulcem” s juz skonstruowane uprzednio obiekty. Ta kon-
strukcja odbywa sig w sposéb iteracyjny i mozna sobie wyobrazié, ze w konstrukcji
uniwersum mnogosciowego V zatrzymali$my si¢ na pewnym poziomie V; (na przy-
ktad interesuja nas tylko zbiory dziedzicznie skonczone, a zatem operacj¢ tworzenia
kolejnych poziomoéow iterujemy tylko wzdhuz liczb naturalnych, a nie w pozaskon-
czono$¢). Natomiast wedtug strukturalistow relacja migdzy np. o i Ny czy ®
i P(w) jest relacja czysto strukturalng. Nie mozna powiedzie¢, ze np. obiekt ® (czy
scisle: miejsce w strukturze grajace rolg ) jest w jakimkolwiek sensie pierwotny czy
wczesniejszy ontycznie od miejsca w strukturze peliacego rolg P(w). Jest to nie-
zgodne z naszymi intuicjami ontologicznymi dotyczacymi hierarchii zbiorow.
Obiekcje wobec stanowiska strukturalistycznego utrzymane w tym duchu formutuje
np. Parsons:

Powazniejszy powdd traktowania strukturalizmu jako falszywego pogladu na teori¢ mnogosci
mozna wyprowadzi¢ z intuicji dotyczacych zbioréw o ogdlniejszym ontologicznym charakte-
rze. Na przykiad istnieje koncepcja zbioru jako ogoétu ,,ukonstytuowanego” przez jego elemen-
ty, a wigc czegos, co jest ontologicznie zalezne od elementow, ale nie na odwrdt. Dodaje to do
relacji nalezenia pewna nowa tres¢, ciagle bardzo abstrakcyjna, ale bgdaca w sposdb widoczny
czym$ wigcej, niz dopuscitby czysty strukturalizm [Parsons 1990, 371].

Jego zdaniem bowiem

Pojecie zbioru rozwinigte w teorii mnogosci opiera si¢ na dwu pojgciach elementarnych, z ktorych
zadne nie jest pojeciem czysto strukturalnym: na pojeciu zbioru jako ,.kolekcji” czy ,,0go6tu” jego
elementow i na pojeciu ekstensji predykatu, to znaczy na obiekcie przyporzadkowanym predy-
katowi wraz z warunkami ekstensjonalnosci jako warunkami identyfikacji. [Parsons 1990, 375].

'3 W kroku nastepnikowym, V. powstaje z poprzedniego szczebla poprzez operacje tworzenia
zbioru potegowego: Vyi1 = P(V,); w krokach A granicznych, poziom F; powstaje jako suma
U {Veo<A}.
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Pojecie nalezenia ma zatem pewna dodatkowa wymykajaca si¢ czysto strukturali-
stycznemu opisowi tresc.

7. KOSZTY ONTOLOGICZNE STANOWISKA STR

Stanowiska RO i STR sformutowane sa w dwodch réznych systemach pojeé,
mozna jednak wskazaé¢ pewne odpowiednio$ci. Sadze w szczegodlnosci, ze pojgcie
struktury, ktére jest podstawowe dla stanowiska strukturalistycznego, jest odpowied-
nikiem pojecia klasy izomorfizmu, o ktérym mozna moéwi¢ w ramach stanowiska
RO. Rozwazmy 6w problem na przyktadzie dyskusji na temat modeli dla arytmetyki
(ograniczam tutaj uwage do modeli izomorficznych z modelem standardowym, co
upraszcza prezentacje).'®

Z punktu widzenia strukturalisty méwienie o modelach dla arytmetyki jest de facto
mowieniem o réznych m-systemach. Te systemy egzemplifikuja pewna -strukturg,
ktora jest (z punktu widzenia strukturalisty) wlasciwym przedmiotem zainteresowa-
nia arytmetyki, i to wlasnie ta struktura jest pierwotna z punktu widzenia ontologicz-
nego. Z punktu widzenia realisty obiektowego (RO), takie postawienie sprawy nie
jest wlasciwe, poniewaz za baze¢ ontologiczna dla matematyki uzna on uniwersum
mnogosciowe V, ktore zawiera w szczegdlnosci wszystkie mozliwe -systemy.
Z punktu widzenia stanowiska RO strukturalista postuluje istnienie pewnych dodat-
kowych bytéw spoza tej hierarchii — czyli struktur (w szczegdlnosci postuluje ist-
nienie ®-struktury). Z punktu widzenia stanowiska RO owe ®-struktury sa po prostu
klasami izomorfizmu (ktére nie istnieja w ¥, ale o ktéorych mozna méwié¢ nieformal-
nie'”). Owe klasy izomorfizmu sa reifikowane przez strukturaliste i traktowane jako
byty per se, wprowadzane aksjomatycznie, niejako przez zadekretowanie. W ramach
stanowiska strukturalistycznego teoria mnogo$ci nie stanowi bazy dla matematyki,
ale stanowi jedna z wielu teorii. I podobnie: uniwersum mnogos$ciowe nie stanowi
»zasobnika” bytow matematycznych, ale zaledwie jedna z wielu struktur (jest to
struktura Sy), a oprocz niej istnieje wiele innych struktur. Jednak z punktu widzenia
RO te wszystkie struktury sa wtérne w stosunku do ontycznie pierwotnej struktury
mnogosciowej i na niej — mdwiac kolokwialnie — pasozytuja.

Zwolennik STR oczywiscie nie zgodzi si¢ z tym punktem widzenia, uwypuklajac
intuicjg, iz to struktury matematyczne sa ontologicznie pierwotne, struktura mnogo-
Sciowa Sy jest za$ jedynie jedna z nich. Fakt, Ze jest ona bardzo bogata i ze w jej ra-
mach daja si¢ modelowaé¢ pozostate struktury (tzn. w ramach tej struktury daja si¢

!¢ Cata dalsza dyskusja dotyczy w takim samym sensie takze modeli niestandardowych. Mozna
byloby tez sformutowaé ja w odniesieniu do arytmetyki drugiego rzedu PA’. To jednak nie jest
istotne dla przedstawienia zasadniczej idei.

' Sytuacja przypomina sytuacje z klasa wszystkich liczb porzadkowych czy klasa uniwersalna
— formalnie nie istnieja jako zbiory, ale mozna o nich méwic¢ nieformalnie jako o ekstensjach pew-
nych formut.



Strukturalizm a realizm obiektowy — rzeczywisty spor? 125

definiowac systemy izomorficzne z innymi strukturami matematycznymi, np. daje si¢
tam zdefiniowa¢ m-system izomorficzny z w-struktura), nie znaczy bynajmniej, ze
ona jest pierwotna ontycznie. Zauwazmy tutaj, ze strukturalista odwotuje si¢ do po-
jecia izomorfizmu, ktére uzna za pierwotne, poj¢cie klasy izomorfizmu realisty uzna
za$ za imitacje pojecia struktury w systemie poje¢ RO.

Mozna wigc powiedzie¢, ze z punktu widzenia stanowiska RO przyjecie stanowi-
ska strukturalistycznego wiaze si¢ z koniecznoscia zaakceptowania znacznych kosz-
tow ontologicznych. Konieczne jest bowiem oprocz zatozenia istnienia teoriomnogo-
$ciowej struktury Sy rowniez zalozenie istnienia wszystkich struktur izomorficznych
z systemami definiowalnymi na podstawie struktury S),. Wszystkie te struktury trak-
towane sa przy tym jako samoistne byty. W ramach stanowiska RO problem ten si¢
nie pojawia: zakladamy bowiem (przynajmniej w mnogos$ciowej wersji strukturali-
zmu), ze wszelkie byty matematyczne ,,mieszkaja” w uniwersum mnogosciowym V
i ze nie jest konieczne postulowanie dodatkowych reprezentacji tych obiektéw poza
V. Stanowisko strukturalistyczne narusza w zasadniczy sposdb brzytwe Ockhama.
Owe dodatkowe ,,koszty ontologiczne” sa niejako immanentnie zwiazane ze stano-
wiskiem STR (w kazdym razie w wersji Shapiro): teoria struktur jest wzorowana na
teorii mnogo$ci drugiego rzgdu, odpowiednie aksjomaty teorii struktur sa za$ de
facto swoistymi translacjami aksjomatow teorii mnogos$ci. Jednak oprdcz tej bogatej
struktury teoriomnogosciowej strukturalista zaktada rdwniez istnienie bogatej klasy
struktur traktowanych jako byty per se.

8. ONTYCZNA NIEZALEZNOSC Z PUNKTU WIDZENIA RO I STR

Sadze, ze analiza problemu relacji ontycznych migdzy bytami matematycznymi
ukazuje pewna pozorno$¢ réznic migdzy stanowiskiem STR 1 RO. Wyjdzmy od obser-
wacji, iz podstawowe hasto STR mozna uja¢ jako: obiekty to tylko miejsca w struk-
turze; obiekty matematyczne maja tylko i wylacznie cechy relacyjne, nie ma wigc
sensu mowienie o ich naturze niezaleznie od istnienia innych obiektow matematycz-
nych.'® Traktujac te charakterystyke jako punkt wyjscia, zastandwmy sig, czy nalezy
w takim razie uznaé, ze charakterystyczne dla stanowiska RO ma by¢ stwierdzenie,
ze obiekty matematyczne maja tozsamo$¢ dana niezaleznie od (istnienia) innych
obiektow. Innymi stowy, czy zwolennik stanowiska RO zgodzitby si¢ np. na nasteg-
pujace stwierdzenia:

(a) Liczba 5 bylaby ta wlasnie liczba, nawet gdyby nie byto zadnych innych
liczb?

'8 Strukturalizm [...] rozpoczyna od zauwazenia, ze jedyna rzecza, ktéra da sie¢ powiedzie¢
o abstrakcyjnych obiektach matematyki, jest to, Ze sa one powigzane relacjami w pewnych struktu-
rach i wyprowadza stad wniosek, ze mowienie o obiektach majacych tak mato okreslona naturg
wewngetrzna jest jedynie facon de parler” [Parsons 1990, 370].
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(b) Liczba porzadkowa ®; zachowataby swoja tozsamos$¢, nawet gdyby nie ist-
niata pozostata czg$¢ hierarchii mnogosciowej?

(c) Zbioér R nadal miatby moc kontinuum, nawet gdyby nie istniaty zadne inne
obiekty (wzgledem ktérych — mozna dodaé — mozna byloby ,kalibrowaé” moc
zbioru...)?

Etc... Tak sformutowane tezy brzmia jawnie absurdalnie i trudno je przypisywac
zwolennikom stanowiska RO. Jakiego typu tezy pojawiaja si¢ zatem w ramach RO?
Czy stanowig one odpowiedniki (swoiste ,,tltumaczenia”) tez przyjmowanych w ra-
mach stanowiska STR? Twierdzg, ze takie odpowiednio$ci mozna wskazac i ze w tej
kwestii réznice migdzy stanowiskami RO i STR nie s az tak glebokie, jak si¢ pier-
wotnie wydaje.

Nie ulega watpliwos$ci, ze zwolennik stanowiska RO uznaje, ze migdzy obiekta-
mi matematycznymi zachodza pewne ontyczne zaleznosci (niekiedy powie, ze te za-
leznosci maja charakter konieczny). Jak juz wspomniano wcze$niej, charaktery-
styczne dla iteracyjnej koncepcji zbiordw jest np. stwierdzenie, ze wyzsze szczeble
hierarchii mnogosciowej nie moga istnie¢ bez nizszych szczebli (mozna powiedzie¢,
ze sa niejako ufundowane w nizszych szczeblach hierarchii). Co wigcej, w samym
pojeciu zbioru tkwi to, ze jest on zalezny ontycznie od swoich elementéw. Czy ten
fakt stanowi argument na rzecz stanowiska STR? Gdyby tak bylo, to stanowisko
STR byloby w zasadzie jedynym rozsadnym stanowiskiem filozoficznym, prawdzi-
wym niejako w sposob tautologiczny. Tak jednak przeciez nie jest.

Zauwazmy, ze sens termindw matematycznych zadany jest zawsze w ramach
pewnej teorii, pewnego Srodowiska pojeciowego, pewnego systemu pojeé. System
ten moze przyja¢ posta¢ sformalizowanej teorii aksjomatycznej, jak réwniez by¢
sformutowany w sposob nieformalny — ogolna zasada jest jednak taka sama. Takze
intuicyjna interpretacja poje¢ matematycznych (i intuicyjny opis obiektow matema-
tycznych) jest zalezna od rozumienia calego systemu pojgciowego, nie odbywa si¢
w izolacji. Znaczenie pierwotnych terminow zadawane jest przez postulaty i nie ma
sensu zadawanie pytania o to, co znaczy termin matematyczny w oderwaniu od teo-
rii, w ktorej wystepuje.'® Fakt ten zaakceptuje zarowno reprezentant stanowiska RO,
jak 1 stanowiska STR. Nie da si¢ mysle¢ o zadnym obiekcie matematycznym O
w oderwaniu od dziedziny (niezaleznie od tego, czy nazwiemy ja zbiorem, klasa,
systemem czy struktura), w ktorym interpretowana jest opisujaca ten obiekt O teoria
T. Tezy te zaakceptowa¢ musi takze realista obiektowy, nie mozna ich wigc uznac za
wyrdznik stanowiska strukturalistycznego.

Strukturalista powie oczywiscie, ze obiekty matematyczne konstytuowane sa ja-
ko miejsca w strukturze wraz z innymi miejscami w tej strukturze. Innymi stowy:
aby w ogodle mozna bylo méwi¢ o jakim§ miejscu w danej strukturze S, trzeba mo-

' 7 punktu widzenia np. aksjomatycznie ujetej teorii liczb, znaczenie terminu ,,dodawanie’ opi-
sane jest przez szereg postulatow, wyrazajacych np. przemienno$¢ tej operacji, relacje z operacja
mnozenia, istnienie elementu neutralnego etc.
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wi¢ o calej tej strukturze — w szczegolnosci o innych miejscach w tej strukturze.
Zwolennik stanowiska RO powie natomiast, ze miedzy obiektami matematycznymi
zachodza pewne (konieczne) zwiazki ontyczne — nie mozna patrze¢ na obiekty ma-
tematyczne jako na obiekty ,,ontycznie izolowane”. Samo zaakceptowanie faktu, ze
migdzy obiektami matematycznymi musza zachodzi¢ pewne zwiazki ontyczne nie
stanowi jednak argumentu na rzecz stanowiska STR. Jesli za wyr6znik stanowiska
strukturalistycznego uznaliby$my przyjecie tezy o istnieniu pewnych koniecznych
zwiazkow ontycznych migdzy obiektami matematycznymi, to przy tym zalozeniu
strukturalistyczne ujgcie matematyki staje si¢ zasadne. Nie jest jednak wowczas ja-
sne, jak mozna byloby rozsadnie sformulowaé stanowisko niestrukturalistyczne.
Twierdze wige, ze zarowno zwolennik stanowiska STR, jak i RO uzna de facto tg
sama tezg, wystawiajac ja jedynie w rozny sposob, ewentualna za$ rdznica migedzy
stanowiskami STR i RO okazuje si¢ wigc réznica pozorna.

9. PODSUMOWANIE

(1) Motywacje stanowiska strukturalistycznego sa jasne i wydaja si¢ naturalne
w odniesieniu do niektdrych teorii matematycznych (np. w wypadku teorii grup per-
mutacji) czy nawet dziatlow matematyki (algebry).

(2) Jednak rozciaganie tych intuicji na cala matematyke jest bezzasadne. Istnieja
pojecia matematyczne, ktore temu opisowi si¢ wymykaja, przykladem jest pojgcie
nalezenia. Ma ono pewna ontologiczna, a nie czysto strukturalna tresc¢.

(3) Zaréwno stanowisko RO, jak i stanowisko STR wskazuja na istotne wady
stanowiska konkurencyjnego:

(a) Z punktu widzenia stanowiska STR problemem trudnym do rozwiazania w ra-
mach stanowiska RO jest problem nieokreslonosci referencji (przyktad grupy per-
mutacji S;). W ramach stanowiska STR ten problem jest rozwiazany.

(b) Z punktu widzenia stanowiska RO istotna wada stanowiska STR sa bardzo
silne zalozenia ontologiczne. Wynikaja one stad, ze kryterium identycznos$ci realisty
obiektowego odpowiada kryterium identyczno$ci systemow, struktury mozna za$
uzna¢ za reifikacje klas izomorfizmu. Widoczne staja si¢ dodatkowe koszty ontolo-
giczne, ktoére musi ponie$¢ strukturalista: z punktu widzenia RO, struktury to de
facto reifikacje klas izomorfizmu, a wigc obiektoéw niejako nadwyzkowych w sto-
sunku do zwyktej hierarchii mnogosciowe;.

(4) Nie mozna za wyr6znik stanowiska strukturalistycznego uznaé tezy, ze
obiekty matematyczne wchodza w pewne konieczne zwiazki ontyczne z innymi
obiektami matematycznymi i ze charakteryzowane sa w pewnym systemie pojec,
ktorych sens jest dany catosciowo. Tez¢ dotyczaca (koniecznych) zwiazkéw ontycz-
nych migdzy obiektami matematycznymi przyjmuje réwniez zwolennik obiektowej
wersji realizmu. Ta réznica migdzy stanowiskami jest wigc pozorna.
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