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1. POSTAWIENIE PROBLEMU

Glowny problem tej pracy sformutujemy, odwolujac si¢ do nastepujacego przy-
ktadu. Do potowy XX wieku teoretycznym wzorcem liczb rzeczywistych byla teoria
Dedekinda i pojecie przekroju. Przekrdj zbioru uporzadkowanego X to rozklad tego
zbioru na dwa podzbiory 4, B rozlaczne, niepuste i spetniajace warunek: kazdy ele-
ment zbioru 4 jest mniejszy od kazdego elementu zbioru B (dla uproszczenia dal-
szych rozwazan bedziemy zaktadaé, ze w 4 nie ma elementu najwickszego).

Okazuje sig, ze nawigzujace do Dedekinda prezentacje teorii liczb rzeczywistych
roéznia si¢ zadeklarowana (mniej lub bardziej wyraznie) ontologia liczb rzeczywis-
tych. Analizujac rézne sformutowania, wyréznimy trzy stanowiska ontologiczne.

Pierwsze z nich to deklaracja (O,), ze liczba rzeczywista jest przekrojem zbio-
ru @ liczb wymiernych. Dedekind uwazal, ze liczby sa wolnym wytworem ludzkiego
umystu, a przez uzycie stowa ,,jest” stwarza sie nowy byt (Murawski 1986, s. 135;
Murawski 2001, s. 65). W XX wieku (O,) bylo widoczne m.in. w (Landau 1930).

Przy drugim, umiarkowanym stanowisku (O,) nie precyzuje sie wyraznie, jakimi
obiektami sq liczby rzeczywiste. Zaklada sig, ze odpowiadaja one punktom prostej,
i deklaruje si¢ wzajemna odpowiednio$¢ migdzy tymi liczbami a przekrojami zbio-
ru Q. Uzywane bywaja stowa ,,moze by¢” (zamiast ,,jest”) lub ,,mozna utozsamic”,
co wskazuje na inng intencj¢ ontologiczna.

Trzecie stanowisko (Os) to aksjomatyczne ujecie liczb rzeczywistych. Przyjmuje
si¢ aksjomaty ciata uporzadkowanego R, z aksjomatem ciaglosci w wersji Dedekin-
da. Rola konstrukcji w jezyku przekrojow zbioru Q zostaje ograniczona do dowodu
istnienia modelu tej teorii. Rozwijajac nastepnie teori¢ liczb rzeczywistych, korzysta
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si¢ jedynie z aksjomatow i dowodzi si¢ twierdzen (lemat Ascoliego, twierdzenie
0 istnieniu supremum zbioru ograniczonego itp.), z ktérych kazde moze by¢ przyjete
jako roéwnowazne sformutowanie aksjomatu ciaglosci. Przekroje staja si¢ niepo-
trzebne, mozna o nich zapomnie¢ i nigdy si¢ do nich nie odwotywac.

W tym samym roku 1872, w ktérym Dedekind opublikowal swa slynna prace
Stetigkeit und irrationale Zahlen, Cantor opublikowat inna koncepcjg. We wspot-
czesnym ujeciu liczba rzeczywista Cantora to odpowiednio zdefiniowana klasa row-
nowaznosci ciagdéw liczb wymiernych spetniajacych warunek Cauchy’ego.

Od poczatku te dwie teorie byly traktowane jako konkurencyjne rozwiazania
problemu $cistego przedstawienia teorii liczb rzeczywistych. Jest to precyzyjnie
przedstawione w (Hobson 1907, s. 22-40). Obie te teorie byly lepsze od innych kon-
cepcji owych czasow (Boyer 1939/1964, s. 406; Ferreirds 1999, s. 117-137). Do po-
lowy XX wieku w podrgcznikach akademickich wyraznie preferowano teori¢ Dede-
kinda jako prostsza. P6zniej, gdy w §wiadomosci matematykow kwestia zbudowania
podstaw analizy matematycznej stala si¢ do§¢ odlegtym faktem historycznym, ujgcie
Dedekinda zeszto na dalszy plan.

Gore wzigta konstrukcja Cantora, nie ograniczona wszakze do ciagdéw liczb wy-
miernych, lecz prowadzona w ramach znacznie ogoélniejszych teorii jako bardzo
wazna konstrukcja uzupelienia przestrzeni metrycznej (kanoniczne zanurzenie jej
w przestrzeni zupetnej) oraz jako analogiczne konstrukcje uzupetnienia grup topolo-
gicznych, przestrzeni liniowych topologicznych i przestrzeni jednostajnych (Kelley
1955, s. 174 1 211). Wprawdzie konstrukcja Dedekinda da si¢ uogdlni¢ na przypadek
zbiorow czesciowo uporzadkowanych (Birkhoff 1948, rozdz. 1V, §7), ale ma to bez
poréwnania mniejsze znaczenie w matematyce niz uzupelnianie metoda Cantora. Tak
wigc nie prostota czy wigksza sugestywno$¢ okazaty si¢ decydujace w ostatecznym
wyborze podej$cia Cantora, lecz zakres stosowalnoéci jego metody w innych dzie-
dzinach matematyki.

Przy koncepcji Cantora rowniez mozliwe sa trzy stanowiska ontologiczne (Oy),
(0,), (O3), analogiczne do sformutowanych powyzej, w tym deklaracja (Oy), ze licz-
ba rzeczywista jest klasa abstrakcji ciagéw Cauchy’ego.

Zaréwno Dedekind, jak i Cantor byli przekonani do aksjomatycznego ujgcia cia-
glosci w geometrii, ale nie w arytmetyce. Aksjomat w geometrii miat wyrazaé intui-
cyjna pewnos¢. Arytmetyka miala dla nich t¢ wyzszo$¢ nad geometria, ze ciaglosé
zbioru liczb rzeczywistych byta dowodzona, a nie postulowana. Natomiast jako ak-
sjomat Cantor przyjal odpowiednio§¢ migdzy liczbami rzeczywistymi i punktami
prostej. Dokladna analizg historyczna kwestii construction vs. axiomatization
w owym okresie daje (Ferreirds 1999, s. 117-137).

Oznaczmy symbolem 7y liczbg m wyrazong w jezyku teorii liczb rzeczywistych
Dedekinda. Jest to odpowiedni przekrdj, czyli pewna para zbioréw liczb wymier-
nych. Symbolem nc oznaczmy liczbe m w teorii Cantora; jest to zbior (klasa rowno-
wazno$ci) pewnych ciagdéw liczb wymiernych. Oczywiscie mp # mc. W $wietle po-
wyzszych faktéw mozna postawi¢ pytanie: Czy jeden z tych zbiorow, rtp lub nc, jest
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wlasciwq czy tez ,,prawdziwg” liczbq w, a jesli nie, to czym jest liczba n? Oczywiscie
zaden z tych dwoch zbiorow nie jest wyraznie ,,lepszy”, nie ma wigc podstaw, by
definitywnie jeden z nich przyjaé¢, a drugi odrzuci¢; podobnie nie wida¢ argumentu,
by jaki$ inny obiekt teorii mnogosci uznaé¢ za witasciwa liczbe n. Znane sa rézne od-
powiedzi na postawione pytanie:

(a) prawdziwa liczba = jest jej idea typu platonskiego,

(b) powyzsze pytanie jest bezprzedmiotowe, zle postawione, jest pseudoproble-
mem,

(c) nie istnieja odrebne od zbioréw obiekty matematyczne, wigc liczba m niebg-
daca zbiorem nie istnieje.

Poglad (a) nie usuwa trudnosci, a stwarza nowe.' Poglad (b) jest uchyleniem si¢
od prob odpowiedzi. Poglad (c) jest przejawem redukcjonizmu, ktory ma wiele fun-
damentalnych zalet, ale moze by¢ przyjety jedynie jako postulat metodologiczny.
Faktem za$ jest, ze wszyscy matematycy na swiecie wiedzq, co to jest liczba &. Moze
by¢ przedstawiana w rozny sposob, w ramach rozmaitych teorii, ale mimo to nie ma
watpliwosci, ze wszyscy majq na mysli ten sam obiekt.”

Pytanie o mp 1 mc jest prototypem mndstwa podobnych pytan, dotyczacych innych
poje¢ matematyki. Szczegdlnie znana jest kwestia liczb naturalnych, sformutowana
jako What numbers could not be (Benacerraf 1983; Wojtowicz 1999, s. 127; Wajto-
wicz 2003, s. 319; Bondecka-Krzykowska 2004, s. 23); wrocimy do tego w czesci 7
ponizej. Sa to przyklady ogdlniejszego problemu wieloredukcji. To, co dla matema-
tyka jest jednym pojeciem, ma wiele modeli w teorii mnogosci. Czym jest jednak to
pojecie, jesli nie jest tozsame z jakims swoim modelem?

Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie pewnej odpowiedzi na to pytanie.
Zarazem prezentowane tu przyktady ukazuja rézne oblicza matematyki, wymagajace
krytycznej analizy filozoficznej. Sa to rozmaite, niezbyt znane odstgpstwa od ideal-
nego obrazu dedukcyjnej matematyki. Stosowana tu metoda jest analizowanie auto-
rytatywnych tekstow pisanych przez matematykow, prezentujacych ustabilizowane
teorie matematyczne. Nie obejmuje to zadnych kwestii dotyczacych procesu
tworczego, rozwiazywania problemow i formulowania hipotez. Zajmujemy si¢ tu
wytworami matematyki, a nie czynno$ciami do nich wiodacymi.

! Piaget pisze: ,,Platonizm nigdy nie dodaje niczego do naszej efektywnej wiedzy, poniewaz
jedyna metoda dotarcia do wiecznych Idei jest ich rekonstruowanie i ta konstrukcja jest samowy-
starczalna” (Piaget 1972, s. 54).

2 Z. Krél pisze o zastanych fenomenach w matematyce, faktach domagajacych si¢ wyjasnienia
i analizy (Krdl 2006, s. 11). Takie wlasnie rozmaite fenomeny sa punktem wyjscia prezentowanych
tu analiz i propozycji wyjasnien.



122 Zbigniew Semadeni

2. KONCEPCJA IDEI GLEBOKICH
I TROJAKIEJ NATURY MATEMATYKI

Nowy impuls do zastanawiania si¢ nad postawionym tu problemem data mi psy-
cholingwistyka i rozwazane tam struktury glebokie zdan, przeciwstawiane ich struk-
turom powierzchniowym.’ Odwotanie si¢ do struktur glebokich w matematyce zda-
rzato si¢ okazjonalnie, bez doktadniejszych wyjasnien.

W koncu nie nalezy sadzi¢, ze znajomo$¢ standardowych struktur daje wiedzg o matematyce;
przeciwnie, struktury te reprezentuja matematyke bardzo powierzchownie. [...] nasza analiza
rozwoju mysli ujawnia jedynie najgrubsze wiazanie procesu rozumowania, zaniedbujac subtel-
ne wzajemne oddzialywanie wynikajace z sensu, znaczenia, ktore z trudem daje si¢ wyrazi¢ czy
sformalizowa¢. Te grube wigzania sa wlasciwa dziedzing logiki, rachunku zdan. Odpowiada to
strukturze ,,powierzchniowe;j”, jak to si¢ mowi w lingwistyce. W jezyku potocznym jest ona stale
zachwiana, zaltamywana przez wymogi ,,glebokich” struktur znaczeniowych (Thom 1973/1974b,
s. 134).

Rozréznia sig struktury powierzchniowe (skladnig) systemu symboli matematycznych od
struktur glebokich (semantyki) schematéw matematycznych. Znaczenie matematycznej wia-
domosci lezy w strukturach glgbokich — w samych ideach matematycznych i w ich zwiazkach.
Jednakze znaczenie to moze jedynie by¢ przekazane i odebrane posrednio, przez struktury po-
wierzchniowe; odpowiednio$¢ migdzy strukturami glebokimi a powierzchniowymi jest tylko
czgsciowa. [...] Tym, co probujemy przekazal, sa struktury pojgciowe. Sposobem, w jaki to
przekazujemy lub probujemy przekazac, jest pisanie lub wymawianie symboli. Te pierwsze sa
najwazniejsze. Tworza glebokq strukture matematyki (Skemp 1982, s. 281).

Stowo ,,struktura” jest uzywane w matematyce w innych znaczeniach (Bondec-
ka-Krzykowska, 2004), lepiej wigc uzy¢ innego terminu. Ponadto specyfika matema-
tyki jest istnienie formalnych modeli. Prowadzi to do koncepcji trojakiej natury ma-
tematyki. Wyrbznimy mianowicie:*

1) idee glebokie twordw matematycznych — moze to by¢ idea gleboka pojecia
indywidualnego (np. liczby 1) lub ogdlnego (np. liczby rzeczywistej), lub idea glebo-
ka sqdu,

2) formy powierzchniowe — to wszelkie znaki reprezentujace dany twor mate-
matyczny, ktére mozna percypowac zmystami,

3) modele formalne twor6w matematycznych — to ich odpowiedniki w teoriach
aksjomatycznych, niekoniecznie sformalizowanych (zbiory mp i mc to modele idei
glebokiej m).

? Koncepcje te pochodza od Chomsky’ego (Kurcz 1992, s. 26-27). Nalezy tu wyraznie podkre-
$li¢, ze — pomimo pewnych analogii — struktury glebokie rozwazane w lingwistyce byty jedynie
inspiracja rozwazanej tu (istotnie réznej) koncepcji idei glgbokich.

* Pierwszy zarys tej koncepcji, w kontekscie dydaktyki matematyki, zostat opublikowany w (Se-
madeni 2002).
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Nie da si¢ zdefiniowaé, czym jest idea gleboka. Nieostros¢ tego pojecia jest in-
herentna. Mozna jedynie da¢ og6lny zarys tej koncepcji, ilustrujac to na rozmaitych
przyktadach.

Zatézmy, ze X jest pojeciem matematycznym znajdujacym si¢ w stabilnym sta-
dium swego rozwoju w filogenezie.® W pierwszym przyblizeniu mozna opisaé ideg
gleboka X jako dojrzala konstrukcj¢ umystowa tego pojecia, uzywana w rozumowa-
niach, bogato ustrukturowiona.’ Cechuje si¢ ona charakterystycznym poczuciem sen-
su i celow, ktorym to pojecie stuzy, oraz charakterystycznym poczuciem pewnosci ro-
zumienia tego pojecia (totez czgsto uzywa si¢ go bez potrzeby odwotywania si¢ do
definicji). Poczucie to wywoluje u wielu matematykow poczucie, ze obiekty mate-
matyki istnieja realnie jako co$ z gory danego i zastanego, a sady w ten sposob udo-
wodnione sa odczuwane jako aprioryczne. Idee glebokie cechuje tez odpornosé na
dysonanse poznawcze. Z poczucia za$ sensu wynika opinia wielu matematykow, ze
pojecia i sady matematyki, nawet na bardzo zaawansowanych szczeblach abstrakcji,
sa wyposazone w pewna specyficzna tres¢.

Nawiazujac do zasady paralelizmu (Duda 1982; Freudenthal 1985), rozwazamy
idee glebokie dwdch rodzajow:

idee glebokie indywidualne, czyli intuicje glebokie, rozwinigte w ontogenezie,
tj. z drugiego $wiata Poppera,’

idee glebokie epistemiczne, z dziedziny przedmiotéw idealnych, rozwinigte w filo-
genezie, z trzeciego $wiata Poppera, wspdlne dla catej spoleczno$ci matematykow.

Idee glebokie epistemiczne ujawniaja si¢ wyraznie, gdy analizujemy nieusuwal-
ne niezgodnosci migdzy definicjami podstawowych poje¢ matematycznych a ich
faktycznym uzyciem przez matematykow. W dalszej czgsci tej pokazane sa ilustruja-
ce to przyktady.

’ Zalozenie to znaczy, e nie zajmujemy si¢ tu matematyka in statu nascendi, a ponadto rozpa-
trywane pojgcie nie ulega juz istotnym zmianom w rozwoju historycznym, takim jak opisane m.in.
w (Lakatos 1964/2005) i ze zostato doprecyzowane jako wynik pracy pokolen. Jakkolwiek teore-
tycznie nie mozna wykluczy¢, ze okaze si¢ konieczne zakwestionowanie w przysztosci rozwaza-
nych pojg¢ lub ich zasadnicza modyfikacja, nie wida¢ zadnych powodow, dlaczego tak miatoby si¢
sta¢ (oczywiscie nie chodzi o zmiany takie, jak wprowadzenie innej terminologii lub rozszerzenie
zakresu danej nazwy przez uogdlnienie pojgcia).

® Rozroznienie: struktury bogate — struktury ubogie analizowal Freudenthal. Na przyklad czwo-
roscian 4 ma wiele struktur: struktura zbioru 4 (najubozsza), struktura metryczna na A, struktura
afiniczna, struktura kompleksu geometrycznego (wierzchotki, krawgdzie, $ciany) i inne (Freudenthal
1991, s. 20).

” Analizowalem je w terminach concept image, bedacym teoretyczna podbudowa pewnych
koncepcji z dydaktyki matematyki (Semadeni 2008). Idea glgboka indywidualna tworu X to jakby
konkretna realizacja idei epistemicznej X w umysle danej osoby.
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3. KONTRASTOWANIE TERMINU ,,IDEA GLEBOKA”
Z INNYMI TERMINAMI

Warto zastanowic sig, czy potrzebny jest nowy termin ,,idea gleboka”. Czy nie da
si¢ go zastapi¢ przez jaki$ ogolnie przyjety termin?

Czy zamiast idea gleboka pojecia X nie wystarczy po prostu méwié: pojecie X?
Zgodnie z Oksfordzkim Stownikiem Filozoficznym posiadam pojecie, gdy umiem
postugiwacé si¢ wyrazajacym je terminem w celu wydawania sadéw. Ot6z matematyk
moze zna¢ definicjg jakiegos$ pojgcia i umie¢ ja wykorzysta¢ np. w dowodach, ale
gdy musi on w rozumowaniach wraca¢ do fekstu definicji, nie bgdzie to jeszcze idea
gleboka indywidualna.

Niewatpliwie w pewnych kontekstach idee glgbokie mozna okresli¢ stowem in-
tuicja, co dobrze ilustruje nastepujacy cytat:

Uczymy sig, ze liczby rzeczywiste sa dane przez przekroje liczb wymiernych. Skad wlasciwie

to wiemy? Jest to ,,Teza Dedekinda”. Laczy pojecie nieformalne ze $cistym, tzn. utozsamia ich

zakresy. Nie dostrzegamy w tym problemu, bo poprawno$¢ tego kroku wydaje si¢ oczywista.

Kazda liczbg rzeczywista w sensie intuicyjnym da si¢ przedstawi¢ jako odpowiedni przekroj
(Krajewski 2010, s. 193).

Uzyte tu okreslenie ,,liczba rzeczywista w sensie intuicyjnym” to idea glgboka
liczby rzeczywistej, a przekrdj — to jej model formalny. Jednakze stowo ,,intuicja”
uzywane jest w wielu sensach, nieraz réoznych od uzytego tutaj (Godel 1947/2002,
s. 120-122; Hahn 1956; Beth, Piaget 1966, s. 101-113, 208, 223; Kitcher 1983, s. 49-
64; Fischbein 1987; Davis, Hersh 1981/1994, s. 340-347; Parsons 2000; Feferman
2000). Definicja oparta na pojgciu intuicji niewiele by wigc wyjasnila. Z pewnoscia
jednak idee glgbokie nie polegaja na jakims$ intuicyjnym wgladzie.

Mozna probowac okresla¢ ideg gleboka X, odwolujac si¢ do rozumienia X. Pro-
wadzi to do trudnej kwestii: ,,Czym jest rozumienie pojgcia lub sadu matematyczne-
g0?” (Sierpinska 1994). Ponadto dla rozumienia matematyki konieczna jest intuicja
(Feferman 2000, s. 319).

Inna mozliwa interpretacja: idea glgboka epistemiczna X to znaczenie X. Jednak-
ze na pytanie: ,,Co to jest znaczenie pojgcia matematycznego?” nie ma jednoznacz-
nej, dobrej odpowiedzi. Najtrafniejsze w kontekScie tej pracy jest okre$lenie: zna-
czenie jest tq wilasnoSciq wyrazen, dzigki ktorej rozumiemy je (Wolenski 2003,
s. 119). Idea glgboka epistemiczna moze by¢ interpretowana jako znaczenie wielo-
kontekstowe, bogate, kontrastowane ze znaczeniem definicyjnym, rozumianym jako
doktadnie to, co opisuje definicja. W logice termin ,,pojgcie” bywa okreslany jako
znaczenie nazwy. Przyjmujac to, nalezy rozrozni¢: nazwa X, pojegcie X jako znacze-
nie definicyjne nazwy X, idea glgboka epistemiczna X jako wielokontekstowe zna-
czenie pojgcia X. Podobnie rozréznienie mozna czyni¢ w wypadku sadu jako znacze-
nia zdania oznajmujacego.
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Czy dowod zmienia znaczenie dotychczas nieudowodnionego zdania matematycznego? Czy
nowy dowdd twierdzenia matematycznego zmienia jego znaczenie? Niewatpliwie odpowiedzia
jest: czasem zmienia, na og6t nie. Sednem tego pytania nie jest zapewne sugerowanie niestabil-
nosci poje¢ matematycznych, lecz raczej wskazanie na abstrakcyjnie ludzki element w znacze-
niu poj¢¢ matematycznych (Wang 1974, s. 230).

Te uwagi Hao Wanga warto rozwazy¢ w kontekscie stosunku idei glgbokiej sadu
do jego znaczenia. Na przyktad sens lematu Gaussa i jego idea gleboka indywidualna
zmienia si¢ po zrozumieniu geometrycznej wersji jego dowodu przedstawionego po-
nizej w czgsci S tej pracy. Zamiast czysto formalnego rozumienia algebraicznej kon-
kluzji lematu pojawia si¢ rozumienie, ze w(z) obiega k-krotnie punkt w(zo) i ze stad
wynika teza lematu. Rozstrzygnigcie, czy to jest zarazem zmiana znaczenia tego le-
matu, zalezy od tego, jak interpretuje si¢ termin ,,znaczenie”.

4. WPLYW IDEI GLEBOKICH NA INTERPRETACJE TEKSTU

W przyktadzie tym rozwazamy zbiory figur na plaszczyznie. Pierwszy z nich to
zbidr E wszystkich wielokatow czworobocznych i szesciobocznych; moze by¢ zapi-
sany jako W,UWs, gdzie W, oznacza zbiér wielokatoéw o n bokach (n23). Drugi to
zbior F wszystkich wielokatow wypuklych i czworobocznych, czyli CnW,, gdzie C
to zbidr wielokatow wypuktych.

Godna uwagi jest tu narzucajaca si¢ interpretacja zbioru £ jako sumy i zbioru F'
jako czgsci wspdlnej, cho¢ skladniowo oba okre$lenia sa zbudowane tak samo, za
pomoca dwoch przymiotnikow polaczonych spdjnikiem ,,i”. Roéznica jest semantycz-
na. Interpretacja zbioru E jako W,UW;s oraz zbioru F jako CnW, ma swoje zrodlo
w ideach glebokich; matematyk odruchowo wybiera t¢ interpretacjg, ktéra ma dla
niego sens. Interpretacja E jako WynW; jest pomijana, bo te dwie wlasnosci sg
sprzeczne. Interpretacja F' jako CUW, jest wprawdzie formalnie poprawna i mozli-
wa, ale sytuacje typu CNW, sa typowe, wazne w geometrii i czgsto spotykane, a sy-
tuacja CUW, jest mato przydatna i nieoczekiwana. Logik natomiast mogltby okresle-
nia zbiordow E i F odbieraé bardziej formalnie, zgodnie ze struktura powierzchniowa
zdan i oba zbiory interpretowac jako czgsci wspdlne.

W okresleniach zbiorow E i F spojnik ,,i” taczy dwa przymiotniki. Gdyby ,,i” ta-
czylo zdania podrzedne w okre$leniach: ,,zbior wszystkich wielokatow, ktore sa
czworoboczne i sg szescioboczne” oraz ,,zbidr wszystkich wielokatow, ktore sa wy-
pukte i sa czworoboczne”, mielibySmy oczywiste czesci wspolne i nadto pierwsza
z nich bylaby pusta. Gdyby ,,i” faczyto rzeczowniki w okresleniach: ,,zbioér wszyst-
kich czworokatow i szeSciokatow” oraz ,,zbior wszystkich wielokatow wypuktych
i czworokatow”, bytyby to sumy zbioréw. Przypadek ,,i”” taczacego przymiotniki jest
chwiejny, moze by¢ interpretowany jako koniunkcja lub jako alternatywa zaleznie od
sensu tych przymiotnikow.®

¥ Thom, analizujac granice uzytecznosci teorii zbiorow do opisu procesow zwyklej dedukcji,
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Warto doda¢, ze réznica migdzy interpretacjami zbiordw E i F jest bardziej wy-
razna, gdy ich okreslenia pojawiaja si¢ w osobnych tekstach, niz w sytuacji, gdy jed-
no z nich zapisane jest przy drugim, jedna bowiem interpretacja wywiera wplyw na
druga. Ponadto pewien wplyw ma kolejno$¢, w ktérej podane sa te okre$lenia,
a takze inne szczegoly tekstu. Stlowo ,,zbior” uczula na bardziej formalne, syntak-
tyczne interpretowanie tekstu, a np. w zdaniu ,,na rysunku przedstawione sa wielo-
katy czworoboczne i sze$cioboczne” bardziej narzuca si¢ interpretacja potoczna,
semnatyczna, oparta na do$wiadczeniu czytelnika z takimi sytuacjami.’

5. ROLA IDEI GLEBOKICH I PRZEKSZTALCANIA FORM
POWIERZCHNIOWYCH W ROZUMOWANIACH MATEMATYCZNYCH

Idee glebokie sa podstawa rozumowan. Zdarza sig, ze cate rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ w mysli, a formy powierzchniowe sa niezbedne jedynie do przekaza-
nia tego innej osobie. Nieraz za$ trzeba opiera¢ fragmenty wywodu na czysto me-
chanicznym przeksztalcaniu symboli (do tego w szczego6lnosci naleza m.in. prze-
ksztatcenia algebraiczne), przy czym poszczegdlne kroki moga nie by¢ tatwo inter-
pretowalne, mozemy nie rozumie¢ ich sensu, ufajac jednak w otrzymany na tej dro-
dze koncowy wynik.

Woéjtowicz omawia stosunek realnego dowodu, akceptowanego przez matematy-
kéw, do hipotetycznego Dowodu Idealnego (Woéjtowicz 2010, s. 343). Uzywa nazwy
,,dowod tresciowy” na okreslenie dowodu spetniajacego wymogi Kartezjusza: rozu-
mowanie ma sktada¢ si¢ z kolejnych krokow i kazdy z nich ma by¢ postrzegany jako
oczywisty, a nadto powinno by¢ mozliwe ogarnigcie struktury dowodu jako pewnej
catosci. Te same wymogi dotycza tez dowodu opartego na ideach glgbokich; réznica
polega na tym, ze owa oczywisto$¢ poszczegdlnych krokow nie opiera si¢ na intuicji
rozumiane] jako zdolno$¢ rozumu do ujmowania podstawowych prawd w nieredu-
kowalnym akcie poznania, lecz na wykorzystaniu adekwatnych idei glgbokich, beda-
cych wynikiem wieloletniego procesu konstrukcji umystowych pojeé i sadow.

Nastepujace przyktady pokazuja, ze wzajemny stosunek idei glgbokich i form
powierzchniowych moze by¢ réznie ksztattowany nawet w wypadku tych samych
poj¢c i tych samych rozumowan.

sformutowat nastgpujaca zasadg: Jesli X i Y sa dwiema jako$ciami (gramatycznie reprezentowanymi
przez przymiotniki), to zdania ,,4 jest X lub ¥ i ,,4 jest X i ¥’ nie moga by¢ jednoczes$nie seman-
tycznie akceptowalne. Alternatywa X lub Y jest akceptowalna, gdy X, Y sa jakosciami wykluczaja-
cymi sig, nalezacymi do tego samego obszaru semantycznego i takimi, ze dystans semantyczny
migdzy nimi nie jest zbyt duzy. Koniunkcja X i Y jest akceptowalna, gdy jakosci X, Y naleza do nie-
zaleznych aspektéw rzeczywistosci i ponadto spojnik ,,i” moze by¢ zastapiony przecinkiem (Thom
1970/1974a, s. 122-129).

® Rozwazany tu przyktad przypomina jedna z typowych kwestii psycholingwistyki, a mianowi-
cie badanie roli struktury gigbokiej zdania w procesie jego przetwarzania, co szczeg6lnie uwidocz-
nia si¢ przy zdaniach o dwuznacznej strukturze powierzchniowej (Kurcz 1992, s. 24-26).
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Pierwszy przyklad dotyczy symboliki rachunku zdan i kwantyfikatoréw, ktora
Kuratowski umiescit nie na poczatku swego podrecznika, lecz dopiero po wytozeniu
do$¢ zaawansowanego materiatu dotyczacego zbieznosci zwyklej i zbieznosci jedno-
stajnej ciagu funkcji (Kuratowski 1967, s. 86-100)."° Oba rodzaje zbieznosci zdefi-
niowat on najpierw stownie, z opisem czynnosci umystowych (,,ustali¢ £ niezaleznie
od x-6w”, ,,dobieramy”), a nast¢pnie udowodnit pewne dotyczace ich twierdzenia.
Dopiero potem uzupetnit on obie kontrastowane definicje symbolicznym zapisem z
uzyciem czterech kwantyfikatorow

Ao Vi A 1(m>) = [fifx) = fl0)] < ]

przy zbieznos$ci zwyklej i przestawionych kwantyfikatorow

Neso Vi N A, [(028) = [fil(x) — fix)] < €]

przy zbieznosci jednostajnej. Nasuwa si¢ tu nastgpujaca interpretacja: ta kolejnosé
materialu nastawiona jest na wstgpne ksztaltowanie odpowiednich idei glebokich
przed bardziej mechanicznym uzyciem form powierzchniowych. Stosowanie zbyt
wezesnie aparatu logiki do teorii mnogosci uczy czytelnika czysto mechanicznego
prowadzenia dowodow i pozbawia go matematycznej intuicji (Rasiowa 1968, s. 6);
uwaga ta jest shuszna ogdlnie, nie tylko w odniesieniu do teorii mnogosci.

Drugi przyktad. Dowod zasadniczego twierdzenia algebry opiera si¢ na lemacie
Gaussa (zwanym tez lematem d’Alemberta): Jesli w jest wielomianem stopnia m>1
i w(zp)#0, to istnieje liczba zespolona z; taka, ze |w(z;)|[<|w(zg)|. W podreczniku
(Sierpinski 1951) dowod lematu Gaussa jest tatwy do sprawdzenia krok po kroku
(dwie strony elementarnych przeksztalcen form powierzchniowych) i bardzo trudny
do zapamigtania. Pisany jest w typowym euklidesowym stylu deduktywistycznym
w sensie opisanym w (Lakatos 1964/2005, s. 216-233) — Zadnej proby wyjasnienia,
dlaczego tak wtasnie wygladaja poszczegolne kroki.

Ot6z gdy odwotamy si¢ do idei glebokich dziatan na liczbach zespolonych, ten
dowdd da sig niemal przedstawi¢ stownie na spacerze. Zaczynamy od tego, ze bez
zmniejszenia ogdlnosci mozna zatozy¢, ze zy=0 i w(zp)=1. Rozpatrujemy przypadek
szczegblny wielomianu pierwszego stopnia w(z)=1+a;z, a;#0. Jesli punkt z obiega
punkt 0 po okrggu o promieniu 7, to punkt 1+a;z obiega punkt 1 po okrggu o promie-
niu |a|r. Przy dostatecznie matym r okrag ten przecina o$ x w punkcie w(z) lezacym
blizej zera niz punkt 1, tzn. |w(z;)|<I dla pewnego z,, a to jest wlasnie teza dowodzo-
nego lematu. Przypadek, gdy w (z)=1+a,z", 4,0, jest analogiczny; punkt 1+a;z" obie-
ga k-krotnie punkt 1. Pozostaje przypadek ogolny w(z)=l+a;" +a 2" '+.. +a,z",
m>k, 4,#0, a,#0. Pierwsze dwa wyrazy sa takie same, jak w poprzednim przypadku

' Kuratowski uzupehit swoj podrecznik o symbolike logiki w III wydaniu w zwiazku z wpro-
wadzeniem na studiach matematycznych elementow logiki i teorii mnogos$ci w nowym przedmiocie
Wstep do matematyki (Rasiowa 1968).
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izachodzi dla nich poprzednie rozumowanie; natomiast dla dostatecznie matych
warto$ci |z| wyzsze potegi z” (n>k) sa zbyt mate, by skompensowaé rdznice 1—|w(z;)|,
co zasadniczo konczy dowdd, pozostaja techniczne detale. Wykorzystana w nim zo-
stala interpretacja geometryczna mnozenia przez liczbg zespolona, a takze idee gle-
bokie zwiazane z szybkoscia dazenia poteg z” do 0, gdy z dazy do 0.

Gdyby w ostatnim zdaniu stowa ,,idee glebokie™ zostaty zastapione przez stowo
,intuicja”, mozna by to inaczej odebra¢. Powyzszy dowdd jest w petni kompletny,
nie ma w nim istotnej luki, a przez dowod oparty na intuicji zazwyczaj rozumie si¢
dowéd niedajacy gwarancji poprawnosci.'' Jak wiadomo, nie da si¢ zadowalajaco
zdefiniowad, co si¢ uwaza za rozumowanie wystarczajaco $ciste (Thom 1970/1974a,
s. 118; Davis, Hersh 1981/1994, s. 340).

Okazuje sig, ze w dowodzie podanym w (Sierpinski 1951) uzyte jest w zasadzie
to samo rozumowanie, napisane jednak w sposob, ktéry byt odbiciem przekonania
wielu osob owej epoki, ze dowdd twierdzenia powinien by¢ prowadzony mozliwie
blisko form powierzchniowych, mozliwie blisko hipotetycznego dowodu formalne-
go. Byt to ideat dedukcji w podreczniku akademickim.

Inne nastawienie filozoficzne przedstawil pdzniej Andrzej Mostowski:

Wprawdzie czgsto méwimy, ze matematyke mozna przedstawi¢ w postaci formalnego systemu
i zbudowac ja na gruncie logiki, wzbogaconej niewielka liczba aksjomatow, ale naprawdg tego
wcale nie robimy. Przeciwnie, przewazajaca czgs¢ matematykow stroni od formalnych dowo-
dow i jak dawniej rozumuje tylko na gruncie intuicji. [...] Umyst ludzki pracuje najwyrazniej
w $wiecie inaczej niz maszyna. Totez nie nalezy twierdzi¢, ze dowod jest tym lepszy, im bar-
dziej zbliza si¢ do dowodu sformalizowanego. [...] Dowod matematyczny jest czym$ o wiele
bardziej skomplikowanym niz proste nastgpstwo elementarnych prawidet zawartych w tzw. re-
gutach wnioskowania. [...] Dowod matematyczny jest zawitym tworem, ma zawsze czg$¢ kon-
strukcyjna, wystepuje w nim ,,punkt istotny”, dookota ktorego caty dowod sig obraca, i oczy-
wiscie takze wiele punktow pomocniczych, mniej waznych (Mostowski 1972, s. 82-83).

W teorii sformalizowanej dowody zredukowane sa do przeksztatcania form po-
wierzchniowych zgodnie ze $cisle okreslonymi regutami inferencji, a o ich uznaniu
decyduja jedynie kryteria o charakterze syntaktycznym. Natomiast sama formaliza-
cja, porownanie formut z ich zamierzonym znaczeniem odbywa si¢ wlasnie w sferze
idei giebokich. Do poczatkow XX wieku wszelka dedukcja w teoriach aksjomatycz-
nych opierala si¢ na ideach gigbokich (uzupehianych formami powierzchniowymi).
Jezeli w kazdym kroku dowodowym jest oczywiste, ze odwotujemy si¢ tylko do
znaczenia definicyjnego wystepujacych tam pojec, taki dowod odpowiada wspotcze-
snym standardom. W szczegdlnosci dowody w Grundlagen der Geometrie (Hilbert

" Oczywiscie dow6d ten moze byé uznany za kompletny przez osobe, ktéra ma wprawe w ta-
kich typach rozumowan. Jednakze to jest normalny sposob redagowania wielu dowodow we wspot-
czesnej matematyce, uznanych za kompletne przez kompetentne osoby. Rozpisywanie wszystkich
szczegotow w takim stopniu, jak w (Sierpinski 1951), byloby niecelowe i niewykonalne, wiele prac
bowiem statoby sig zbyt dtugich, aby je mozna byto opublikowa¢, a nawet zbyt dtugich, by je prze-
czytac.
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1899) wykorzystywaly idee glebokie. Nie uwazamy ich jednak za dowody oparte na
intuicji i to wlasnie pokazuje rdznice migdzy intuicja a ideami glgbokimi.

6. SKLEJENIA POJEC

Idee glebokie pojg¢ matematycznych sa zazwyczaj uwiklane w sie¢ wzajemnych
zwiazkow z innymi pojgciami. To, co jest przyjmowane za definicjg, jest redukcja
w stosunku do epistemicznej idei gigbokie;j.

Idea gleboka ,liczba naturalna” jest syntezq wielu aspektow pojecia liczby: kar-
dynalnego, porzadkowego, miarowego. W pojgciu utamka (takiego jak % lub 170/34)
sklejone sa rozne znaczenia tego stowa, m.in. to, ze w jednych sytuacjach utamek
jest liczba, a w innych para liczb. Probowano tego unikna¢ przez staranne odrdznia-
nie pojec: ,,utamek %47 i ,liczba wymierna dodatnia 34”. W praktyce akademickiej
nadal uzywa si¢ pojecia ,,utamek” w obu sensach, czasem w tym samym zdaniu.
Dwuznaczno$¢ pewnych termindw nie jest slaboscia matematyki, lecz jej wazna,
specyficzna cecha i stanowi o jej sile i uniwersalno$ci. Matematyka jest sztukq
nadawania tej samej nazwy roznym rzeczom (Poincaré 1908/1912, s. 20).

Matematyk uzywa takich sklejonych poje¢, nadajac im znaczenie kontekstowe,
dopoki nie natrafi na sytuacjg, w ktorej jedna ze sktadowych pojgcia jest nieadekwat-
na i nalezy dokona¢ wyboru.'> Zdarza sie, ze nie jest nawet $wiadom zmiany, tak ta
zmiana bywa naturalna i oczywista. Np. trojkat AABC bywa definiowany jako albo

(Top) twor O-wymiarowy — trojka (nieuporzadkowana) punktow A4, B, C nieleza-
cych na jednej prostej (Borsuk, Szmielew 1955), albo

(T,) twor jednowymiarowy — trojka odcinkéw AB, BC, CA nielezacych na jed-
nej prostej (Hilbert 1899, s. 6), albo

(T,) twor dwuwymiarowy — domknigta czg$¢ plaszczyzny ograniczona przez
tamana 4ABCA niezawarta w jednej prostej.

W rozumowaniach dedukcyjnych przyjmuje si¢ jedna z tych definicji, pozostate
za$ wyraza si¢ w terminach tej wybranej. W idei glgbokiej ,,trojkat” tkwia wszystkie
te trzy cechy, sa bowiem nieodlacznie zwigzane z pojgciem trojkata. Bedziemy mo-
wié, ze sa one sklejone w idei trojkata.”> W tym przykladzie mamy sytuacje normal-
nq, nie ma tu trudnosci.

Trudnos$ci pojawiaja si¢ np. przy pojgciu kqta. Kat moze by¢ rozumiany jako
miara, tzn. jako liczba rzeczywista przypisana pewnej konfiguracji geometryczne;.
Takie katy mozna zdefiniowa¢ w sposob w petni zgodny z intuicja. Nie ma jednak
dobrej definicji kata jako figury geometrycznej — obszaru na niezorientowanej pta-
szczyznie. Kazda propozycja ma jaki§ mankament. Wedlug Encyklopedii Szkolnej

12 Matematycy tym roznig sie od filozofow, ze sklejaja pojecia tam, gdzie filozofowie je roz-
szczepiaja” — powiedzial przed laty Andrzej Grzegorczyk w trakcie dyskusji w IFiS PAN.

¥ Myslatem o uzyciu tu stéw ,,zbitka poje¢”, ale stowo ,,zbitka” ma zabarwienie pejoratywne,
natomiast stowo ,,sklejenie” jest neutralne.
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WSIP , kat plaski to dwie potproste o wspdlnym poczatku wraz z jednym z dwdch
obszardw, ktdre potproste te wycinaja z plaszczyzny”. Stowo ,,wraz” jest dwuznacz-
ne i zrecznie ukrywa pojawiajace sig tu trudnogci.'

(K1) Stowo ,,wraz” mozna rozumie¢ jako U. Wowczas kat polpelny nie ma
wierzchotka (lub ma ich nieskonczenie wiele).

(K2) Kat mozna rozumie¢ jako trojke nieuporzadkowana powyzszych zbiorow.
Woéweczas kat nie jest podzbiorem plaszczyzny."

(K3) Kwestig kata potpelnego mozna ratowaé, usuwajac (niezgodnie z intuicja)
wierzchotek z kata (K1).

Mimo tych drobnych klopotéw matematycy swietnie wiedza, co to jest kat, jak
uzywacé tego pojecia, a czesto nawet nie sa §wiadomi, ze nie znaja definicji. W razie
potrzeby kazdy potrafitby wymysle¢ jakas definicj¢ i zapewne nie byly one rowno-
wazne. Nie zakldca to rozumowan ani komunikowania si¢ dzieki wspolnej episte-
micznej idei glebokiej kqta. 1dea ta ma nieizomorficzne modele formalne (K1), (K2),
(K3) w aksjomatycznej geometrii euklidesowej ptaszczyzny. Jest ona jakims$ skleje-
niem (K1) i (K2); w rozumowaniu uzywa si¢ tego aspektu, ktory akurat pasuje. Idea
gleboka kata jest elastyczna, jej model modyfikowany jest w razie potrzeby w spe-
cjalnym przypadku kata potpetnego.

7. LOKALNOSC UTOZSAMIANIA POJEC

Zdarza si¢ nieraz, ze zmiana znaczenia terminu matematycznego jest wyraznie
zadeklarowana. Ma to czgsto forme utozsamiania dwoch poje¢ X i X'. Powstaje no-
wy byt ztozony X", nieraz nazwany tak, jak jeden z utozsamianych obiektow.

Punkt P=(x,yz) w R’ nieraz utozsamia si¢ z wektorem swobodnym W=xi+yj+zk
(o tych samych wspotrzednych). Miewa to postac redukcji. Jedno z tych pojeé elimi-
nuje si¢ jako zbedne badz deklaruje sig, ze np. ,,ciag (x,),z) bedzie nazywany punktem
lub wektorem”. Pomimo takiej deklaracji oba znaczenia tkwia nieusuwalnie w idei
glebokiej. Dwa byty P i W staja si¢ jednym sklejonym bytem P&W, ktory ujawnia
cechy punktu badz wektora zaleznie od kontekstu. Wektor swobodny W w R® bywa

' Analizujac w podrecznikach miejsca, w ktorych pojawiaja si¢ klopoty tu opisane i inne po-
dobnego typu, mozna nieraz stwierdzi¢ zrgczno$¢ w zredagowaniu danego fragmentu tak, aby byt
merytorycznie poprawny, a zarazem nie zwracal niepotrzebnej uwagi na drugorzedne detale.

Odwrotne nastawienie byto widoczne w okresie tzw. mathématique moderne (lata sze$édzie-
sigte 1 siedemdziesiate XX wieku), gdy to (w prawie 40 lat po twierdzeniu Gddla) formalistyczne
prady filozofii matematyki zaczgly przenika¢ do podrgcznikdéw szkolnych. Jednym z objawow tego
bylo zwigkszenie precyzji wystowien, w szczegdlnosci staranne rozroznianie sktadowych sklejo-
nych pojeé. Wbrew oczekiwaniom reformatoréw nie stato si¢ to utatwieniem dla ucznidw, lecz zro-
dtem nowych trudnosci. Jednym z najbardziej znanych przeciwnikéw owych zmian byt René Thom
(Thom 1970/1974a; Thom 1973/1974b).

'* Definicja (K2) pojawita si¢ w 1967 r. w polskim podreczniku Krygowskiej do liceum.
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réwniez utozsamiony z translacja T:R°—R’ (przesunigciem o wektor W). Powstaje
inny byt W&T.

Kazde z tych utozsamien: P z W oraz W z T jest prawomocne, ale oba naraz sa
nieakceptowalne. Punkt nie moze by¢ utozsamiony z translacja. Te utozsamienia sq
wiec lokalne, nie mogq funkcjonowac rownoczesnie w calej matematyce.

Wr6¢my do argumentu Benacerrafa. Zmodyfikujemy go nastgpujaco. Rozwaza-
my pojecie liczby naturalnej n jako czysto liczbowe, tzn. bez zadnych innych kono-
tacji. Wprowadzimy symbol relacji », zakladajac, ze n»E moze zachodzi¢ migdzy
liczba naturalna n a zbiorem E. Wyrazenie n»E bedziemy interpretowaé kolejno na
trzy rozne sposoby, zgodnie z trzema stanowiskami ontologicznymi, sformulowany-
mi na poczatku tej pracy: (O;) n»E oznacza, ze liczba n jest identyczna ze zbiorem E,
tzn. n=E, a znak » jest po prostu znakiem réwnosci, (O,) n»E oznacza, ze liczba n
moze by¢ utozsamiona ze zbiorem E, (O;) n»E oznacza, ze E odpowiada liczbie n
w danym modelu arytmetyki w teorii mnogosci.

W modelu Zermela liczb naturalnych mamy 0»0z, 1»1z, 2»27,..., gdzie

0,3, 1,={D}, 2,={{D}}, 3,~{{{@}}}.... i ogblnie jesli n»E, to n+1»{E}.

Gdy przyjmie si¢ jedna z ontologii (O,), (O,), (03), woéwczas zgodnie z nig nalezy
interpretowac¢ symbol ». W modelu von Neumanna mamy

0»0y, I»ly, 292y, ..., gdzie 0=, 1x\={D}, 2n={D,{D}}, 3n=1{D,{D},{D,{D} }},...

i ogoblnie jesli nmyE, to nt1»EU{E}. Otdz jedng z whasnos$ci zbioru 3y jest to, ze jego
elementem jest Oy. Z uwagi na poczynione wyzej zalozenie o czysto arytmetycznej
konotacji liczby 3, nie ma ona tej wlasnosci. Tak wiec na mocy kryterium Leibniza
3n#3. Podobnie pokazujemy, ze 3;#3. Rozumowanie to wyklucza wigc interpretacjg
(0,) w obu modelach: Zermela i von Neumanna. Mozliwa jest ontologia (O,), ale
z zastrzezeniem, ze utozsamianie — jak w przypadku wektor6w — ma charakter lo-
kalny, nie dotyczy catej matematyki.

Problem wieloredukcji liczb naturalnych jest podobny do problemu wieloreduk-
cji dla liczb rzeczywistych, od ktorego rozpoczglismy te pracg. Zachodzi migdzy ni-
mi jednak fundamentalna ro6znica. Konstrukcje Zermela i von Neumanna maja zna-
czenie jedynie dla podstaw matematyki (ta pierwsza — jedynie historyczne) i dla fi-
lozofii matematyki. Natomiast konstrukcje Dedekinda i Cantora odgrywaja istotng
rolg we wspolczesnej matematyce, a druga na trwate weszta do kanonu wiedzy.

8. ANOMALIA PAR UPORZADKOWANYCH I FUNKCJI

Omoéwimy najbardziej wyrazisty przyktad ujawniajacy wykorzystywanie idei
glebokich epistemicznych. Jest to pewnego typu biedne koto, nieusuwalne, niezgod-
ne z zaakceptowanym formalizmem, zwiazane z pojgciami: pary uporzadkowanej
i funkcji. Definiuje si¢ kolejno w dobrze znany sposob: (a,b)paa =1{a}, {a,b}}; ilo-
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czyn kartezjanski dwdch zbioréw XxY to zbidr par (x,y)para takich, ze xe X, ye Y; re-
lacja to podzbidr zbioru XxY; funkcja f: X—7Y to relacja spetniajaca znane warunki;
ciag (ay,...,a,) to funkcja ze zbioru {1,...,n}; iloczyn kartezjanski n zbioréw
Xi%...xX, to zbior ciagow (xi,...,x,) takich, ze x; X; dla je {1,...,n}.

Jednakze dla n=2 iloczyn X;x.X, zdefiniowany przez ciagi o dwoch wyrazach nie
jest identyczny z iloczynem X;xX, zdefiniowanym przez pary uporzadkowane, gdyz
() ing 10 {(L0paras 2oVl 2yl ({41}, {Lx}}, {42},42,9}}}, a wiee nie jest tym
samym co para (X,))para TOWNa {{x, {x,y}}.

Fakt ten jest anomalia w dedukcyjnym obrazie matematyki, opartym na precyzyj-
nej dedukcji w aksjomatycznym systemie teorii mnogosci. Co wigcej, niezgodnoS$ci
miedzy para uporzadkowana uzyta w definicji pojgcia funkcji a ciagiem dwuwyrazo-
wym zdefiniowanym jako funkcja na {1,2} nie da si¢ usunaé przez zmiang definicji
pary uporzadkowane;j.

Ta niezgodno$¢ jest znana. Kuratowski i Mostowski komentuja ja, piszac: ,,W za-
stosowaniach jest jednak zazwyczaj obojetne, ktorego z tych dwoch pojeé uzy¢; roz-
réznienie mi¢dzy nimi jest nieistotne, ze wzgledu na mozliwo$¢ wzajemnie jedno-
znacznego przyporzadkowania kazdej parze (X,y)para €iagU (X,¥)eiqe (Kuratowski,
Mostowski 1952, s. 56 i1 73; Rasiowa 1968, s. 72).

Nasuwa si¢ jednak inne, bardziej przekonujace wyjasnienie: ta niezgodnos$¢ jest
dla matematykow nieistotna, bo 1° do formalnej dedukcji nie jest potrzebna interpre-
tacja ciagoéw jako funkcji na poczatkowych liczbach naturalnych,'® 2° matematycy
postuguja si¢ idea gleboka pary, a nie jej modelami (x,))para 1Ub (X,3)cing.

Na zrédlo tej idei wskazat jeden z tworcow teorii mnogosci:

To pojecie [pary uporzadkowanej] jest wigc fundamentalne w matematyce; z psychologicznego
punktu widzenia uporzadkowane, niesymetryczne powiazanie (Verkniipfung) dwoch rzeczy jest
nawet pierwotniejsze (urspriinglicher) niz nieuporzadkowane, symetryczne, kolektywne. My-
Slenie, mowa, czytanie i pisanie sa powiazane z nastgpstwem czasowym. Wyraz jest czyms$
weczesniejszym niz zbidr jego liter, para uporzadkowana (a,b) jest wczesniejsza od nieuporzad-
kowanej {a, b} (Hausdorff 1914, s. 32).

9. IDEE GLEBOKIE A EPISTEMOLOGIA GENETYCZNA

Opisy mechanizméw tworzenia si¢ poje¢ w ontogenezie mozna znalezé w teo-
riach konstruktywistycznych wywodzacych si¢ z epistemologii genetycznej Piage-
ta.'” Ich istote stanowi teza, ze struktury logiczno-matematyczne w umysle cztowieka
powstaja w wyniku dlugiego procesu rozwojowego, z koordynacji czynnosci na
przedmiotach — najpierw konkretnych, p6zniej na coraz wyzszym stopniu abstrakcji

' Godel uniknat tej trudnoscei, nie definiujac ciagdw jako funkcji, lecz indukcyjnie. We wspot-
czesnej symbolice teorii mnogosci jego definicje mozna zapisac jako (x,y,z) = (x,(1,2)), (X1,.. . Xnt1) =
(x1,(x2,. .., xn)) (Godel 1940).

' S one istotnie rozne od pradow konstruktywistycznych w filozofii matematyki.
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— i refleksji nad tymi czynnos$ciami. Piaget podkreslat tez analogie migdzy mechani-
zmami wplywajacymi na kolejne przejscia rozwojowe w filogenezie i ontogenezie.

Szczegbdlnie wart uwagi jest opis przechodzenia obiektow konstruowanych
w ramach poszczegdlnych teorii w ich rozwoju historycznym na kolejne poziomy
w tréjkowych cyklach (Piaget, Garcia 1989, s. 28):

etap intra: konstruowanie i analizowanie pojedynczych obiektow,

etap infer: wykonywanie czynnosci na obiektach, analizowanie zwiazkéw mig-
dzy nimi i ich przeksztatcen,

etap trans: budowanie nowych obiektow wyzszego poziomu z obiektow skon-
struowanych w poprzednim etapie i budowanie struktur.'®

Dla Piageta bardzo wazne bylo to, ze zawsze nowe struktury poznawcze sq inte-
growane z poprzednimi. Wczesniejsze struktury nie sg odrzucane, lecz sa wbudowa-
ne w pdzniejsze.

Przyjmujemy, ze idee glebokie — zaréwno indywidualne, jak i epistemiczne —
sa produktem rozwojowym tego rodzaju mechanizmoéw. Wynika stad m.in., ze idee
glebokie nie polegajq jedynie na sklejeniu roznych znaczen i aspektow. Tkwi w nich
wiele wczesniejszych, nieusuwalnych konstrukcji umystowych. W szczegoélno$ci
wcezesne konstrukcje dotyczace m.in. liczb ksztaltow tkwia nawet w zaawansowa-
nych, bardzo wyrafinowanych pojeciach matematycznych.

Niezgodnosci migdzy ideami glebokimi a ich modelami formalnymi dotycza
gtéwnie tych pojec, ktorych intuicje przestrzenno-temporalne sq wczesniejsze niz ich
wspolczesne ujecie definicyjne. Natomiast na wyzszych pigtrach matematyki, w wy-
padku idei glgbokich poje¢¢ zaawansowanych, tworzonych od razu w ujeciu mnogos-
ciowym, takich niezgodno$ci nie widac.

10. PRZECHODZENIE OD PROCESU DO OBIEKTU
W GENEZIE IDEI GLEBOKICH

Pojgcia arytmetyczne maja swe zrodto w do§wiadczeniach logiczno-matematycz-
nych, wywodzacych si¢ z czynnosci na przedmiotach, jednakze poznanie wyprowa-
dzane jest z samych czynnosci, a nie z owych przedmiotow (Piaget 1971/1977, s. 80).

Pojgcia arytmetyki, algebry i analizy wywodza si¢ z (szeroko rozumianych) pro-
cesow rozumianych jako sekwencje czynnos$ci wykonywanych najpierw na przed-
miotach realnych, a potem stopniowo na coraz wyzszym poziomie abstrakcji (Gray,
Tall 1994). W wyniku wielokrotnych powtdrzen i stopniowej kondensacji to, co po-
czatkowo bylo jedynie procesem, staje si¢ — wraz z wynikiem tego procesu —

'8 Rowniez Thom wyrazal poglad, Ze rozw6j matematyki oparty jest na konstrukcjach nowych
obiektow, a struktury sa wtorne (Thom 1997).
Piaget pisat, ze strukturalizm idzie w parze z pewnego rodzaju konstruktywizmem i nawet
struktury w matematyce (abstrakcyjne, nietemporalne, z narzuconymi ograniczeniami formalizacji)
pochodza z samoregulacji i z operacji, ktorych sa wytworem (Piaget 1972, s. 54).
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obiektem myslowym."” Mamy wiec: proces, utworzenie si¢ nowego obiektu, proces
na nowych obiektach, utworzenie si¢ obiektu wyzszego rzgdu, proces na tych obiek-
tach wyzszego rzedu itd. Przejscie od procesu do obiektu nazywa si¢ enkapsulacjq
lub reifikacjq.*

Na przyktad, w wyniku wielokrotnie powtarzanego procesu liczenia 1, 2, 3,4, 5, 6
powstaje samodzielny obiekt: liczba 6. W konstruowaniu dodawania, np. liczb 5 i 4,
wyrodznia si¢ trzy etapy. Pierwszy: dziecko potrafi jedynie przelicza¢ wszystkie elemen-
ty, wymawiajac liczebniki od 1 do 9. Drugi poziom to doliczanie: 6, 7, 8 (sktadnik 5
jest juz dla dziecka obiektem, a ,,dodac 4” jest jeszcze jedynie procesem). Trzeci po-
ziom: dziecko wie, ze wynik jest 9, i ponadto symbol 5+4 nie jest juz dla niego jedy-
nie poleceniem: ,,oblicz”, jest ono juz w stanie traktowaé 5+4 jako nowy obiekt, jako
pojedyncza liczbe. Istotna rolg w takich przej$ciach odgrywa to, ze i proces, i two-
rzony obiekt oznaczane sa tym samym symbolem, np. 5+4 lub /,” sin x dx.

W poczatkach arytmetyki prowadzi to do nast¢pujacego uproszczonego obrazu
kolejnego przejécia: proces liczenia — pojecie liczby T proces doliczania — pojecie
sumy T proces powtarzania dodawania — pojecie iloczynu. Strzatka T symbolizuje
tu przej$cie na wyzszy poziom rozwoju, na poziom wczesniej nieosiagalny dla po-
znajacego podmiotu.

Powyzszy przyklad hierarchii procesow i obiektow dotyczy jedynie okresu ich
powstawania. Kluczowe jest zjawisko splaszczania sie hierarchii poje¢ w filogenezie
i w ontogenezie, ktdre obrazowo mozna przedstawi¢ symbolicznie na omawianym
przykladzie jako: pojecie liczby — pojecie sumy — pojecie iloczynu, na rownym
poziomie, bez strzatek T, bez dawniejszych progdw trudnosci (Gray, Tall 1994).

Mozna poda¢ wiele podobnych przyktadow sptaszczania sig¢ hierarchii w rozwo-
ju historycznym i w rozwoju osobniczym. Sugestywne jest zestawienie dawniejszego
olbrzymiego skoku pojeciowego od liczb dodatnich do ujemnych z pdzniejszym
traktowaniem liczb ujemnych na tym samym zasadniczo poziomie (jedne sa na osi na
prawo od zera, drugie na lewo). Wprawdzie liczby ujemne nadal sa trudniejsze
w obliczeniach, ale nie ma juz takiej jako$ciowej rdznicy poznawczej, jaka byla
wczesniej.

Inny przyktad to przejscie od R" do abstrakcyjnie okre$lonej przestrzeni wekto-
rowej. Dla poczatkujacego jest to bardzo trudne; pdzniej ta sama osoba moze uznac
aksjomatycznie ujecie za tatwiejsze do stosowania.

Splaszczanie sie hierarchii jest istotnym czynnikiem w rozwoju idei glebokich.

!9 Réwniez w rozwoju historycznym mozna wyrdznié pewne etapy interpretowane jako procesy
i nastgpujace po nich tworzenie si¢ poje¢ jako obicktow.

? Naszkicowany tu mechanizm proces — obickt dotyczy jedynie ksztaltowania poje¢ arytme-
tyczno-algebraiczno-analitycznych. Rozwdj pojeé geometrycznych przebiega inaczej, kluczowa
bowiem rol¢ odgrywa w nim percepcja (oprocz percepcji nicodzowna jest tez aktywno$¢ podmiotu,
czynno$ci wykonywane na realnych ksztattach, a potem na wyobrazonych i na pojgciach).
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11. PRZYKELAD HIERARCHII TEORII AKSJOMATYCZNYCH
BUDOWANYCH JEDNE NA DRUGICH

Warte podkreslenia sa pewne analogie migdzy opisanymi wyzej etapami kon-
struowania wiedzy matematycznej w ontogenezie i filogenezie na coraz wyzszych
pigtrach pojeciowych a typowymi hierarchiami teorii XX wieku. Na szczegdlng uwa-
ge zastuguje fakt pojawiania si¢ kolejnych teorii aksjomatycznych na coraz wyz-
szych pigtrach, unifikujacych struktury skonstruowane na poprzednim etapie. Jako
ilustracje opiszemy kolejne poziomy jednej z nich:*'

(la) zbiér X (dowolny); (1b) o-cialo M podzbioréw zbioru X; (lc) miara
WM—R,

(2) zespolone przestrzenie Hilberta L*(X, M) funkcji fna X takich, ze /s [f > du
< oo

(3) aksjomatycznie okreslone przestrzenie Hilberta A (ich modelami sa prze-
strzenie L z poprzedniego szczebla);

(4) operatory liniowe ograniczone @:H—H i operatory @*:H—H do nich sprze-
zone;

(5) algebry B(H) operatoréow liniowych ograniczonych na H;

(6) aksjomatycznie okreslone algebry A typu C*; ich modelami sg *-podalgebry
algebr typu B(H);

(7) stany na algebrze A4 typu C* zdefiniowane jako funkcjonaty liniowe ¢ na 4
o warto$ciach zespolonych, takie ze p(/)=1 1 p(x*x)=0 dla kazdego xe€ 4;

(8) zbioér K (wypukty i zwarty) wszystkich stanéw na A4;

(9) zbiodr oK standw czystych zdefiniowanych jako punkty ekstremalne zbioru K
(pojecie punktu ekstremalnego to uogoélnienie pojecia wierzchotka bryly wypu-
kej);*

(10) calki wzgledem miar Radona po zbiorze 0K

(11) sympleksy Choqueta (zbiory wypukle zwarte K takie, Ze przedstawienia ele-
mentow zbioru K w postaci catek po oK sa jednoznaczne).

Powyzsze pojecia wymagaja specjalistycznej wiedzy. Celem tego zestawienia
jest pokazanie pewnych analogii migdzy kolejnymi warstwami wiedzy matematycz-
nej integrujacej si¢ w umysle dziecka na poczatku okresu szkolnego a zaawansowa-
nymi teoriami XX wieku. Réznica polega na tym, ze w tym drugim wypadku po-
szczegblne warstwy sa wyraznie wyodrebnione. Z filozoficznego punktu widzenia
istotne jest to, ze szczeble (3) i (6) to teorie aksjomatyczne, unifikujace obiekty po-
przedniego etapu. Szczeble (4), (7), (9), (10), (11) to definicje wyrazone w jezyku
danej teorii aksjomatycznej, pozostale za$ szczeble to zbiory obiektow zbudowanych

2! Szezegbly mozna znalezé w (Zelazko 1968; Semadeni 1971).
2 W wielu rozumowaniach punkt ekstremalny x uwazany jest za 0-wymiarowa $ciang; §ciany sa
zbiorami, tkwi wigc tu nieuswiadomione sklejenie x z {x}.
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na poprzednim etapie. Do studiowania — w pewnym zakresie — obiektéw na kaz-
dym ze szczebli (3), (6) i (8) nie jest niezbedne opanowanie teorii wezesniejszych.
Hierarchia ta moze by¢ dalej rozbudowywana, w rdzny sposob, np. przez rozwazanie
kategorii obiektow pewnego szczebla, nastepnie funktorow na tych kategoriach, na-
stepnie transformacji naturalnych tych funktorow itd.

Podstawowe pojecia i sady kazdego z tych szczebli sa ideami glebokimi episte-
micznymi. W ich tworzeniu si¢ istotne byto sptaszczanie si¢ hierarchii pojec.

12. PODSUMOWANIE

Praca ta nalezy do deskryptywnego nurtu w filozofii matematyki. Jako punkt
wyjscia analiz przyjeta jest teza o trojakiej naturze matematyki, w ktorej wyrdznia
si¢ idee glgbokie tworé6w matematycznych, formy powierzchniowe (znaki reprezen-
tujace te twory) i modele formalne w teoriach aksjomatycznych.

Podane w pracy przyktady pokazuja, ze koncepcja idei glgbokich pozwala wyja-
$ni¢ i lepiej zrozumie¢ pewne zjawiska dotyczace matematyki i sposobow jej pre-
zentacji przez matematykow, w szczegolnosci niezgodnosci migdzy zadeklarowany-
mi definicjami a ich praktycznym uzyciem.

Idee glebokie indywidualne powstaja w ontogenezie w dlugim procesie kon-
struowania poje¢ w umysle, konstruowania rozmaitych zwiazkéw migdzy nimi i ich
restrukturyzacji przy przechodzeniu na wyzsze pigtra.

Idee giebokie epistemiczne powstaja w filogenezie, a migdzy procesami tworze-
nia si¢ jednych i drugich idei sa widoczne pewne analogie.
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