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MECHANIKA NIEEUKLIDESOWA

Mechanika nieeuklidesowa, czyli mechanika klasyczna w przestrzeni
nieeuklidesowej, a przede wszystkim w przestrzeni .obaczewskiego, pow-
stala pod koniec lat 60-tych XIX w., kiedy idee f.obaczewskiego zaczely
przyjmowaé¢ sie wséréd matematykéw. Do rozwoju tej mechaniki przy-
czynila sie gléwnie che¢ wyjasnienia, czy geometria nieeuklidesowa nie
pozostaje w sprzeczno$ci z zasadami mechaniki klasycznej. W razie bo-
wiem stwierdzenia takiej sprzecznosci mozna byloby wysnu¢ wniosek,
ze w rzeczywistym $wiecie obowigzuje geometria Euklidesa, a nie nie-
euklidesowa.

Pomyst opracowania mechaniki nieeuklidesowej w tym wiasnie celu
wysunal jeszcze sam Nikolaj Lobaczewski w swej podstawowej pracy
O podstawach geometrii (1829—1830). Nazywajgc odkryty przez siebie
system ,,geometrig urojong”’, pisal on: ,Pozostawaloby zbada¢, jakiego
rodzaju zmiana nastgpi wskutek wprowadzenia geometrii urojonej do
mechaniki i czy nie napotkamy tu poje¢ o naturze rzeczy, przyjetych
juz i bezspornych, ktére zmuszg nas jednak do ograniczenia lub wrecz
do odrzucenia zaleznosci linii od katow” L

Pierwszg pracg z zakresu mechaniki nieeuklidesowej byla rozprawa
matematyka wloskiego Angela Genocchi’ego W sprawie dowodu Davieta
de Foncenex 2. Miala ona na celu wykazanie, ze dowdd prawa skiadania
sit za pomocg réwnolegltoboku (autorem tego dowodu byl zapewne La-
grange), opublikowany w 1760 r. w Turynie przez Davieta de Foncenex,
zachowuje moc rowniez w przestrzeni Lobaczewskiego. W 1870 r. uka-
zujg sie prace: Niemca Ernsta Scheringa Sila ciezkosci w przestrzeni
Gaussa oraz Belga Josepha de Tilly Studia z zakresu mechaniki abstrak-
cyjnejs. Przez przestrzen Gaussa rozumial Schering przestrzen Loba-
czewskiego, ktérej geometrie odkryli niezaleznie od siebie L.obaczewski,
Janos Bolyai i Gauss; Gauss nie oglosit wynikéw tych badan i dowie-
dziano sie o nich dopiero po jego $mierci.

W pracach Scheringa i Tilly’ego, podobnie jak i w pracy Genocchie-
go sformulowane zostalo prawo skladania si! w przestrzeni FLobaczew-
skiego, przy czym Genocchi i Schering okreslali sily za pomocg punktow
przylozenia i wielko$ci, a Tilly — za pomocg skierowanych odcinkow.
Genocchi obok—przestrzeni FE.obaczewskiego rozpatrywal rowniez prze-

1N. I Lobaczewskij, O naczalach gieomietrii. W: Potnoje sobranije so-
czinientj. T. 1. Moskwa—Leningrad 1946, s. 261.

2 A. Genocchi, Intorna ad dimonstrazione di Daviet de Foncenex. . Atti della
Ra Accademia delle Scienze di Torino”, t. 4, 1869, ss. 323—327.

3E. Schering, Die Schwerkraft im Gaussischen Raum. ,Nachrichten der
Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften”, 1870, ss. 311—321; J. de Tilly,
Etudes de Mécanique abstraite. ,Mémoires couronnés et autres meémoires publiés
par I’Academie Royale de Belgique”, t. 21, 1870.
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strzen Riemanna, Schering za$ poswu:cﬂ skladaniu sit w wielowymiaro-
wych przestrzeniach Riemanna i fobaczewskiego spec']alnq prace Sila
cigzkosci w wielowymiarowych przestrzeniach Gaussa i Riemanna %

Ogélng teorie wektordéw slizgajacych sie w przestrzeniach Eukhdesa,
Y.obaczewskiego i Riemanna, ktére mozna rozpatrywaé¢ jako przestrzen
rzutowa o trzech wymiarach, pierwszy probowal zbudowaé¢ matematyk
niemiecki Ferdinand Lindemann w pracy O nieskonczenie malych ru-
chach i o uktadach sit przy ogblnym wymiarowaniu rzutowym °. Ustalit
on naprzdd prawo skladania w przestrzeniach o metryce rzutowej nie-
skonczenie malych obrotéw i przesunieé¢, ktéore w przestrzeniach nie-
euklidesowych wyrazane sg za pomocg wektorow slizgajacych sie, a na-
stepnie przeniést to prawo na sitly traktowane jako nieskonczenie male
obroty. Dowiédl przy tym wielu bardzo wyrafinowanych teorematow
zw1azanych ze $lizgajacymi sie wektorami.

Dogodna charakterystyke nieskonczenie malych ruchéw kinematycz-
nych i dynamicznych skretnikéw okreslonych przez dowolne uklady
sit — zaproponowal dla przestrzeni meeukhdesowych matematyk an-
gielski William Kingdon Clifford we Wstepnym zarysie bikwaternionéw 6.
Twoérca teorii kwaternionéw.i autor terminu ,,wektor” William Rowan
Hamilton nazwal bikwaternionami i biwektorami odpowiednio kwater-
niony i wektory o wspoéirzednych zespolonych. Clifford uogélnit pojecie
bikwaternionéw i biwektoréw Hamiltona, ktére nazywal bikwaterniona-
mi i biwektorami hiperbolicznymi, i zdefiniowal bikwaterniony i biwekto-
ry eliptyczne i paraboliczne, tzn. takie kwaterniony i wektory, ktérych
wspoirzedne sg w pierwszym wypadku liczbami postaci a + be (e2 = 1),
a w drugim — liczbami postaci @ + be (¢2 = 0). Liczby te nazywal Clifford
odpowiednio liczbami zespolonymi eliptycznymi i parabolicznymi, obecnie
nazywa sie je odpowiednio liczbami podwoéjnymi i dualnymi. Clifford do-
wiodl, ze kazdemu biwektorowi parabolicznemu a + be mozna przypo-
rzgdkowa¢ w przestrzeni Euklidesa skretnik, skladajgcy sie z wektora
slizgajgcego sie a, skierowanego wzdluz pewnej osi i okreslajgcego obrot
dokola niej, oraz wspoéiliniowego z nim wektora swobodnego b, wyznacza-
jacego ruch postepowy wzdtuz tejze osi; stworzyl on w ten sposéb pod-
stawe rachunku srubowego w przestrzeni Euklidesa. Zarazem jednak
Clifford wykazal, ze kazdemu biwektorowi a + be mozna przyporzadko-
wac¢ ruch sSrubowy przestrzeni Riemanna, skladajacy sie z przesunieé
wzdluz dwoch biegunéw wzgledem siebie prostych, ktéry rowniez mozna
traktowa¢ jako ruch skladajgcy sie z przesunie¢ wzdluz jednej z tych
prostych i z obrotu dokola niej. W 1874 r. Clifford zastosowal ten aparat
mySlowy do mechaniki przestrzeni Riemanna w pracy Ruch ciala sztyw-
nego w przestrzeni eliptycznej’.

W 1881 r. idee Clifforda rozciggngt na przestrzen E.obaczewskiego
H. Cox w pracy Wspdtrzedne jednorodne w geometrii urojonej i ich

4E. Schering, Die Schwerkraft in mehrfach ausgedehnten Gaussischen und
Riemannschen Rdumen. ,Nachrichten der Konigliche Gesellschaft der Wissen-
schaften’, 1873, ss. 148—159.

5F. Lindemann, Uber unendlich kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme
bei allgemeiner projectivischen Massbestimmung. ,Mathematische Annalen”, t. 7,
1874, ss. 56—143.

6 W. K. Clifford, Preliminary Sketch of Biquaternions. ,Proceedings of
London Mathematical Soc1ety” t. 4, 1873, ss. 381—395.

7W. K. Clifford, Motion of a Solzd in Elliptic Space, ,Mathematical Pa-
pers”, 1882, ss. 378—384.
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zastosowanie do ukladu sit8 w ktorej wykazal, ze kazdemu bikwater-
nionowi hiperbolicznemu a -+ bi mozna przyporzadkowaé ruch Srubowy
przestrzeni E.obaczewskiego skladajgcy sie z przesuniecia wdluz pewnej
prostej i obrotu dokota niej. W 1884 r. matematyk i fizyk angielski Ro-
bert Samuel Heath opublikowal artykul O dynamice ciala sztywnego
w przestrzeni eliptycznej9, w ktorym rozwijat idee Clifforda.

W 1892 r. matematyk i filozof rosyjski Pawel Juszkiewicz napisal
prace — opublikowang dopiero w 1898 r. — O skladaniu sit w przestrzeni
hiperbolicznej 10, Autor, rozpatrujgc sily w przestrzeni Lobaczewskiego
i idge za Tilly’'m, przedstawia je za pomocg odcinkéw skierowanych.
Rozwazyl on skladanie sil, zar6wno w wypadku, gdy sg one skierowane
wzdluz przecinajacych sie prostych, jak i w tych wypadkach, gdy sg
skierowane wzdluz prostych réwnolegltych i rozchodzgcych sie.

W 1897 r. na Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym w Zu-
rychu mechanik francuski Jules Andrade wystgpil z referatem Statyka
nieeuklidesowa. Wyniki badan wlagczyl on w postaci aneksu Statyka geo-
metrii Lobaczewskiego, Euklidesa i Riemanna do swej ksigzki Wykiad
mechaniki fizycznej 11,

Najwieksze jednak znaczenie w rozwoju mechaniki nieeuklidesowe]j
majg prace Aleksandra Kotielnikowa Rachunek skretniczny i Rzutowa
teoria wektoréw 12. W pierwszej z tych prac autor rozwingl algebre bi-
kwaternionéw parabolicznych Clifforda i zastosowal jg kolejno do statyki,
kinematyki i dynamiki przestrzeni euklidesowej, wyrazajgc w ten spo-
sOb skretniki zarowno kinematyczne, jak i dynamiczne. W pracy na-
stepnej uogdlnil on swg teorie na przestrzenie nieeuklidesowe Riemanna
i Lobaczewskiego, zastepujgc odpowiednio bikwaterniony paraboliczne —
eliptycznymi i hiperbolicznymi. Tytul Rzutowa teoria wektoréw tluma-
czy sie tym, ze Kotielnikow, idgc za Lindemannem, buduje jednolitg
teorie wektorow we wszystkich trzech podstawowych przestrzeniach
o metryce rzutowej.

Przez wektor w przestrzeni nieeuklidesowej rozumial Kotielnikow
uporzgdkowang pare punktéow, czyli skierowany odcinek, przy czym wek-
tory jednakowej diugosci, lezace na tej samej prostej i majgce ten sam
zwrot sg rownowazne. Rozpatrywane przezen wektory byly przeto ana-
logami wektoréw Slizgajacych sie przestrzeni euklidesowej. Natomiast
nie istniejg w przestrzeniach nieeuklidesowych analogi wektoréow swo-
bodnych przestrzeni euklidesowej, poniewaz w przestrzeni Riemanna
kazde dwie proste lezgce w jednej plaszczyznie przecinajg sie, a w prze-
strzeni L.obaczewskiego — proste réwnolegle wprawdzie istniejg, ale wias-
nosci ich roéznig sie zasadniczo od wlasnosci prostych réwnoleglych
w przestrzeni euklidesowej.

Kazdemu wektorowi dlugosci a Kotielnikow przyporzgdkowal liczby

8 H. Cox, Homogeneous Coordinates in Imaginary Geometry and their Appli-
cation to Systems of Forces. ,Quarterly Journal of Mathematics”, t. 18, 1881,

9R. S. Heath, On the Dynamics of a Rigid Body in Elliptic Space. ,Philo-
sophical Transactions of the Royal Society of London”, t. 179, 1884, cz. 2, ss. 281—
324.

0P S Juszkiewicz, O stoZenii sit w gipierboliczeskom prostranstwie.
»Wiestnik Opytnoj Fiziki i Elemientarnoj Matiematiki”, t. 22, 1898, ss. 258—263
i 285—293.

1.3, Andrade, Lecons de Mécanique physzque Paris 1898.

22 A.P. Kotielnikow, Wintowoje isczislenije i niekotoryje pnmzememm jego
k gzeometrn i miechanikie. Kazah 1895; tenze, Projektiwnaja tieorija wviektorow.
Kazan 1899.
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nieujemne: w wypadku przestrzeni f.obaczewskiego rtha, a w wypad-
ku przestrzeni Riemanna — rtga gdzie r oznacza promien krzywizny prze-
strzeni. Liczby rtha i rtge nazywal Kotielnikow tensorami wektora.
Kazdemu wektorowi i kazdej liczbie odpowiada wg Kotielnikowa nowy
wektor o tym samym poczatku, tej samej prostej dzialania i tym samym
zwrocie, gdy liczba jest dodatnia, a o zwrocie przeciwnym, gdy liczba jest
ujemna, przy czym tensor nowego wektora rowny jest iloc%ynowi ten-
sora danego wektora przez absolutng wartosé danej liczby. Nowy wektor
nazywa on iloczynem danego wektora przez dang liczbe. Najwazniejsza
jest jednak w teorii Kotielnikowa definicja skladania wektoréw. Przez
sume dwoch wektoréw o wspdlnym poczgtku rozumie on wektor o po-
czatku w tymze punkcie a o koncu w punkcie przeciecia prostych 1gcza-
cych konce danych wektorow z punktami przeciecia ich prostych z plasz-
czyzng biegunowg ich wspdlnego poczgtku wzgledem absolutu.

Definicja ta odnosi sie w rownej mierze do przestrzeni kL.obaczew-
skiego, jak i do przestrzeni Riemanna. Natomiast w przestrzeni eukli-
desowej, w ktoérej role plaszczyzny biegunowej wzgledem absolutu od-
grywa dla wszystkich punktoéw przestrzeni plaszczyzna nieskonczenie
odlegla, definicja pokrywa sie ze zwyklym okreSleniem sumy dwoéch
wektorow jako przekatnej rownolegtoboku. Kotielnikow dowiédl przy
tym, ze jego definicja sumy wektoré6w posiada wszystkie wlasnosSci zwy-
klej sumy wektoréw: przemienno$¢, lgcznos¢ itd., okreSlane przezen
mnozenie wektoréw: przez liczby jest rozdzielne w stosunku do ich do-
dawania.

Poézniej, w 1927 r., geometra kazanski Piotr Szyrokow, na ktérego
duzy wplyw wywarl Kotielnikow, zaproponowal w pracy Przeksztaice-
nie catek skretnicznych w przestrzeni o stalej krzywiZnie 13 konstrukcje
geometryczng pogladowo przedstawiajacg zaréwno kotielnikowsks defi-
nicje mnozenia wektoré6w przez liczbe, jak i jego definicje dodawania
wektorow w przestrzeni nieeuklidesowej. Szyrokow przyjal za punkt
wyjscia, ze przestrzen Riemanna mozna sobie wyobrazi¢ jako hipersfere
(trojwymiarowg powierzchnie kuli) w czterowymiarowej przestrzeni
euklidesowej (przy czym punkty diametralnie przeciwstawne utozsamia-
ja sie ze sobg), a przestrzen Lobaczewskiego — jako hipersfere w czte-
rowymiarowej przestrzeni pseudoeuklidesowej (przy czym i tu diame-
tralnie przeciwstawne punkty utozsamiajg sie). Szyrokow dowiodl, ze
tensor wektora przestrzeni nieeuklidesowej jest zbiezny z modulem wek-
tora czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej lub pseudoeuklidesowej
w hiperptaszczyZnie stycznej do hipersfery w punkcie poczatkowym wek-
tora przestrzeni nieeuklidesowej bedgcego rzutem wektora przestrzeni
nieeuklidesowej ze $rodka hipersfery na wspomniang hiperplaszczyzne
styczng. Stwierdzit on roéwniez, ze iloczyn wektora przestrzeni nieeukli-
desowej i pewnej liczby odpowiada iloczynowi odpowiadajgcego mu wek-
tora przestrzeni czterowymiarowej przez te liczbe, a suma dwéch wekto-
ré6w przestrzeni nieeuklidesowej majgcych wspélny poczatek odpowiada
sumie odpowiadajgcych im wektoré6w przestrzeni czterowymiarowej. Za
zrealizowania za$ wszystkich wlasnosci iloczynu wektora i liczby oraz .
wlasnosci sumy wektoréw w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowe]

13 Por. prace zbiorowg In memoriam N. I. Lobatschewskii. Kazan 1927, ss. 119—
134, a takze: P. A. Szyrokow, Izbrannyje raboty po gieometrii. Kazafi 1966,
ss. 302—314.
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lub pseudoeuklidesowej wynika zrealizowanie tych wlasnosci w prze-
strzeniach nieeuklidesowych zdefiniowanych przez Kotielnikowa.

Kotielnikow przedstawial sily w przestrzeniach nieeuklidesowych
jako wektory tych przestrzeni. Dwa uklady si! w przestrzeni nieeuklide-
sowej sg rownowazne, gdy od jednego z nich mozna przejs¢ do drugiego
za pomocg nastepujgcych operacji: przenoszenia sil wzdluz ich prostych
dzialania bez zmiany ich dlugosci (a wiec i tensoréw) i zwrotéow; sklada-
nia sit o wspélnym poczgtku wedlug podanej przez niego reguly, roz-
kladania sily na sume sit o wspolnym poczqtku wedlug tej samej reguly,
dodawania w dowolnym punkcie sily zerowej albo — co jest réwno-
znaczne — dwoch réwnych sit przeciwstawnych. Terminologia tlumaczy
sie tu tym, ze w wypadku przestrzeni euklidesowej mozna zawsze otrzy-
maé z jednego ukladu sil drugi, wywierajacy na uklad punktéw mate-
rialnych to samo dzialanie mechaniczne za pomocg analogicznych opera-
cji, przy czym wektory sklada sie oczywiScie zgodnie z zasadg réwnoc-
legloboku.

Kotielnikow wykazal, ze uktad sit przestrzeni nieeuklidesowej, lezq—
cych w jednej plaszczyZnie, jest zawsze réownowazny jednej sile. Ponie-
waz kazde dwie proste przecinajg sie na plaszczyzZnie rzutowej, przeto
kazde dwie sily w plaszczyznie nieeuklidesowej mozna przesungé wzdluz
ich prostych dzialania do punktu przeciecia tych prostych i dodaé je
w tym punkcie wg podanej reguly. W przestrzeni Riemanna otrzymamy
przy tym zawsze zwyklg sile, w przestrzeni zas L.obaczewskiego w wy-
padku skladania sil skierowanych wzdluz prostych rownolegtych lub
rozchodzacych sie otrzymamy sile skierowang wdtuz prostej stycznej do
absolutu lub wzdluz prostej idealnej. Z tego wzgledu w przestrzeni Rie-
manna nie istniejg analogi par sil przestrzeni euklidesowej, w przestrzeni
za$ Lobaczewskiego istniejg dwa rodzaje analogbéw.par sil: rownowazne
sile skierowanej wzdluz prostej stycznej do absolutu oraz réwnowazne
sile skierowanej wzdluz prostej idealnej. Ogolnie biorgc, uklad sit w prze-
strzeni nieeuklidesowej — jak to wykazal Kotielnikow — jest réwno-
wazny dwom sitom, przy czym w przestrzeni zawsze istniejg takie pun-
kty, ze przy zastgpieniu ukladu kilku sil! réwnowazinym mu ukladem
dwoch sil linie dzialania tych dwoch sitsg wzajemnie biegunowe wzgle-
dem absolutu. Te dwie proste wzajemnie biegunowe noszg nazwe osi
uktadu sil w przestrzeni nieeuklidesowej. W przestrzeni Riemanna obie
te osie sg roéwnorzedne, zas w przestrzeni Lobaczewskiego jedna z osi
zawsze przecina sie z absolutem, druga za$ nie.

Zamiast punktoéw przestrzeni nieeuklidesowej mozna rozpatrywacé
plaszezyzny biegunowe wzgledem nich w stosunku do absolutu. Poniewaz
w przestrzeni Riemanna kazdy punkt posiada plaszczyzne biegunows,
przeto kazdy wektor w tej przestrzeni, rozpatrywany jako para punktéw,
mozna zastgpi¢ parg plaszczyzn biegunowych wzgledem tych punktow;
plaszezyzny te muszg sie przecina¢ wzdluz prostej, bedgcej linig dziata-
nia danego wektora, biegunowej wzgledem absolutu. W przestrzeni Lo-
baczewskiego kazdy punkt rzeczywisty posiada idealng plaszczyzne bie-
gunowa, kazdy za$ punkt idealny posiada rzeczywistg plaszczyzne biegu-
nowg. Dlatego tez i tu mozna zastgpi¢ kazdy wektor parg przecinajacych
sie plaszczyzn, przy czym linia przeciecia tych plaszczyzn jest tu row-
niez biegunowa wzgledem prostej dzialania danego wektora. Jezeli sie
ograniczy¢ do rozpatrywania punktéow rzeczywistych przestrzeni f.oba-
czewskiego, to nalezy rozpatrywa¢ w niej jedynie wektory okreslane

4
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przez pary punktow rzeczywistych, wektory za$ okreSlane przez pary
punktéw idealnych trzeba zastepowaé parami biegunowych wzgledem
nich plaszczyzn rzeczywistych.

Kotielnikow nazywal pare plaszczyzn przecinajgcych sie w okreslo-
nym -porzgdku rotorem, a linie przecigcia — osig rotoru. Mozna zatem
powiedzie¢, ze kazdy uklad sil w przestrzeni nieeuklidesowej Riemanna
i Lobaczewskiego jest rownowainy wektorowi i rotorowi, przy czym o$
rotoru pokrywa sie z prostg wektora. W wypadku przestrzeni f.obaczew-
skiego wektor jest okresSlany przez pare punktéw rzeczywistych, rotor —
przez pare plaszezyzn rzeczywistych. Wektor swobodny w przestrzeni
euklidesowej mozna réwniez wyrazi¢ za pomoca pary plaszczyzn upo-
rzgdkowanych w okreSlony sposéb, w tym wypadku jednak plaszczyzny
nie przecinajg sie, lecz sg rownolegle; sg one przy tym prostopadie do
kierunku wektora swobodnego i znajdujg sie w odleglosci rownej jego
dlugosci.

Obok pojecia wektora i rotoru wprowadzit réwniez Kotielnikow po-
jecie motoru, czyh uporzgdkowanego w okreslony spos6b ukladu dwoch
krzyzujacych sie prostych. Dwie takie proste majg w nieeuklidesowych
przestrzeniach Riemanna i Eobaczewskiego dwie wzgledem nich prosto-
padle proste wzajemnie biegunowe. Dlatego tez przyjecie dwoch sit
o wzajemnie biegunowych wzgledem siebie liniach dzialania jest réwno-
znaczne z przyjeciem motoru, ktoérego pierwsza prosta przechodzi przez
poczatkowe punkty danych wektorow, druga zas — przez punkty konco-
we. Motor, ktérego przyjecie jest réwnoznaczne z przyjeciem wektora
i rotoru o osi zbieznej z prostg wektora, zwigzany jest z ruchem Srubo-
wym, skladajgcym sie z przesuniecia wyznaczonego przez wektor i obrotu
wyznaczonego przez rotor. Dlatego Kotielnikow nazywat motory skretni-
kami przestrzeni nieeuklidesowych. Skretnik taki mozna réwniez okresli¢
jako uklad dwoéch krzyzujgcych sie prostych, ktérych wspélna prosto-
padla jest zbiezna z osig skretnika. Skretniki przestrzeni euklidesowej
Kotielnikow rozpatrywal jako biwektory paraboliczne, motory za$ prze-
strzeni Riemanna i f.obaczewskiego — jako biwektory eliptyczne i hiper-
boliczne. Podstawowym za$§ aparatem analitycznym ' Kotielnikowa sg
bikwaterniony eliptyczne i hiperboliczne. Rachunek motoréw zastosowal
Kotielnikow do rozwigzania wielu zadan mechaniki przestrzeni nieeukli-
desowych.

Problemom mechaniki nieeuklidesowe]j poswiecona jest réwniez praca
Kotielnikowa Teoria wektoréw a liczby zespolone, opublikowana po-
$miertnie 1%, Zawiera ona bardziej zwiezly i popularny wyktad idei ,,rzu-
towej teorii wektorow”.

W 1902 r. ukazala sie praca stynnego mechanika rosyjsklego Nikotaja
Zukowskiego, zwanego ojcem lotnictwa rosyjskiego, poswiecona ruchowi
dwuwymiarowego ciala sztywnego na ptaszczyznie Lobaczewskiego (tytul
tej pracy O ruchu materzalne; fzgwry pseudosferycznej na powierzchni
pseudosfery 15 — tlumaczy sie tym, ze Zukowski przyjmowal interpre-
tacje plaszczyzny Xobaczewskiego jako powierzchni tzw. pseudosfery
w przestrzeni euklidesowej).

% Por.: A. P. Kotielnikow, W. A. Fok, Niekotoryje primienienija idiej £.0-~
baczewskogo w mechanikie i fizikie. Moskwa—Leningrad 1950, ss. 7—47.

15 Por.: N. J. Zukowskij, Sobranije soczinienij. T. 1. Moskwa—Leningrad
1948, ss. 375—418.
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W latach 1905 i 1906 geometra niemiecki Heinrich Liebmann i geo-
metra wloski Roberto Bonola wprowadzili do swoich zaryséw geometrii
nieeuklidesowej wyklad mechaniki nieeuklidesowej 16: Liebmann jako
rozdzial 7: Mechanika nieeuklidesowa, a Bonola w postaci suplementu 5:
Podstawowe zasady statyki a pewnik Euklidesa. Bonola wylozyl zasady
statyki nieeuklidesowej wg Tilly’ego i Andrade’a i zastosowal statyke
na plaszczyznie f.obaczewskiego do wyprowadzenia wzoréw trygonome-
trii ptaskiej. Liebmann oproécz statyki nieeuklidesowej rozpatrywat row-
nania rézniczkowe dynamiki w przestrzeniach nieeuklidesowych, analogi
newtonowskiego potencjatu oraz ruch planet w przestrzeniach nieeukli-
desowych.

Pelny wyklad statyki geometrycznej na plaszczyZznie i w przestrzeni
Lobaczewskiego dat w latach 1922—1927 Nikolaj Gorin w cyklu artyku-
16w O sktadaniu sil w przestrzeni Lobaczewskiego 7. Gorin nie znal
Rzutowej teorii wektoréw Kotielnikowa i opierat sie na wynikach Ge-
nocchiego, Tilly’ego i Andrade’a. Nie postugujgc sie ani wektorami, ani
kwaternionami, okreslat on sily w przestrzeni L.obaczewskiego za pomocg
wspolrzednych bedgcych w istocie rzeczy wspolrzednymi wektorow
w stycznych przestrzeniach euklidesowych. Nie postugiwal sie on row-
niez rozszerzong przestrzenig f.obaczewskiego, a w tych wypadkach,
kiedy Kotielnikow rozpatrywat sity skierowane wzdluz prostych ideal-
nych, Gorin rozpatrywatl pary sil. Wykazawszy, ze wszelki uklad sil jest
w przestrzeni Lobaczewskiego réwnowazny sile i parze, Gorin rozpatry-
wal rowniez skladanie postepowych przesunie¢ i obrotéw ciala sztywne-
go i wskazal na analogie miedzy wzorami, wyrazajacymi przeksztalcenie
uktadu sit w réwnowazny statycznie uklad w przestrzeni Lobaczew-
skiego, i wzorami przeksztalcania wielkosci charakteryzujgcych pole
elektromangetyczne w szczegélnej teorii wzglednosci.

W ostatnich' latach ukazalo sie sporo prac poswieconych badaniu
ruchu ciata sztywnego w przestrzeni E.obaczewskiego, ktérych autorami
sg kazanscy geometrzy Aleksander Szyrokow (syn Piotra) i jego uczen
Michait Kriukow 18

W tym samym czasie znany fizyk belgijski Théophile de Donder,
autor wielu prac z zakresu teorii wzglednosci, wysungt problem ruchu
ciala sztywnego w przestrzeni riemannowskiej ogélnego typu, czyli —
ogblnie rzecz biorgc — w przestrzeni o zmiennej krzywiznie 19. Uczen
de Dondera F. Van Bergen oraz matematyk jugostowianski Rastko Sto-
janovi¢ zastosowali idee de Dondera do przestrzeni riemannowskich

16 H, Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. Wyd. 2. Berlin—Leipzig 1912,
ss. 195—219; R. Bonola, Niejewklidowa gieometrija. Przeklad z wloskiego, Sankt-
Peterburg 1910, ss. 194—210.

7 N. P. Gorin, O slozenii sit w prostranstwie Zobaczewskogo. ,Izwiestija
Uralskogo Uniwiersitieta”, t. 3, 1922—1923, ss. 1—20; ,Izwiestija Uralskogo Poli-
tiechniczeskogo Instituta”, t. 4, 1924—1925, ss. 3—16; t. 5, 1926, ss. 3—12; t. 6, 1927,
ss. 3—26.

18 A, P. Szyrokow, Wintowaja riegularnaja precessija w prostranstwie Z.o-
baczewskogo, ,,Uczonyje Zapiski Kazanskogo Uniwiersitieta”, t. 123, 1963, ss. 196—
207; M. S. Kriukow, Dwizenije twiordogo tieta po iniercyi w prostranstwie Zoba-
czewskogo. Tamze, ss. 103—127.

9 Th., de Donder, Mouvement d’un solide dans un espace de Riemann,
,Bulletin de 1’Académie Royale des Sciences de Belgique. Classe des Sciences”,
t. 28, 1942, ss. 8—16, 60—66; t. 32, 1946, ss. 86—96.
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o stalej krzywiznie, czyli do nieeuklidesowych przestrzeni L.obaczewskie-
go i Riemanna 20,

Nalezy wreszcie odnotowaé prace geometrow radzieckich poswiecone
statyce w wielowymiarowej przestrzeni afinicznej (A. Lopszyc) i w wie-
lowymiarowych przestrzeniach euklidesowych, nieeuklidesowej Rieman-
na i innych przestrzeniach o metryce rzutowej, otrzymywanych w przej-
Sciach granicznych z tych przestrzeni (B. Rozenfeld i jego uczniowie) 2.,

HEEBKJIMIOBA MEXAHHMKA

PaccmaTpuBaeTcsi UCTOPHS HEEBKIMHOBOM MEXaHMKM HAYMHAS C MICH OCHOBATEIIs. HECBKIIH-
noBoit reomerpuu H. Y. JIo6aueBcKOro, HOCTAaBUBIIETO 3a1ady BHIACHEHHS TOTO, HE MPOTHBOPEYUT
JTM 3Ta T€OMETPHs MPUHLMIAM KIIACCHYECKOH MEXaHWKH. AHAITH3UPYIOTCA PaGOThI MTANBSIHCKHX,
HEeMeLKHX, OeIbIMICKUX, aHTIIMHCKHX, (PAHIYY3CKHX, PYCCKUX H FOrOCIIABCKUX TIeOMETPOB M MeXa-
HHMKOB BIUIOTH [0 paboT 60-x romoB XX Beka. BoJbWIKHCTBO pPaGoOT MOCBALIEHO HEEBKIMAOBOM
CTaTHKe, 3a MOCIEAHNE ACCATUIICTHS MTOSBUINCH PAbOTHI M IO HECBKIMIOBOM KHHEMATHKE ¥ JMHA-
MuKe. DTH pabGoThI MOKA3bIBAIOT, YTO KaK KJIACCHYECKas HEEBKIMOOBA reoMeTpHs JIo6aueBCKoro
u PumMana, Tax 1 pa3BUBLIAsCS 3a TOCIENHHE NECITHIETHSL TEOMETPHS OOLIMX MPOCTPAHCTB C IIPO-
€KTHBHBIMM METPHKAMH, He TIPOTHBOPEYAT IPWHIMIAM MEXaHWKH ¥ B 3THX MPOCTPAHCTBAX MOTYT
OBITh Pa3BUTHI BCE Pa3leibl KIIACCAYECKOM MEXaHMKH.

NON-EUCLIDEAN MECHANICS

The history of non-Euclidean mechanics is examined, beginning from Loba-
chevsky’s ideas, the founder of non-Euclidean geometry. Lobachevsky aimed at
explaining the fact wheather this geometry contradicted the principles of classical
mechanics. The works of Italian, German, Belgic, English, French, Russian and
Yugoslav geometricians and mechanicians are analized up to the works appeared
in the sixties of the 20-th century. The great number of works devoted to non-
-Euclidean statics, during the last decade the works on non-Euclidean kinematics
and dynamics are appeared. These works show us that classical non-Euclidean
geometry of Lobachevsky and Riemann as well as general solid geometry which
has developed during the last decades, does not contradict the principles of
mechanics and in these solids all parts of classical mechanics may be developed.

X F. Van Bergen, Mouvement dun solide dans un espace Riemannien.
Tamze, t. 35, 1949, ss. 234—236; R. Stojanovié, Kretanije évrstog tela u Rima-
novim prostorima konstante krivine, ,Zbornik Radova Srpske Akademie Nauka,
Matematicki Institut”, t. 5, 1956, ss. 219—238.

2 A, M. Lopszyc, Ekwiwalentnost sistiem sit w affinnom prostranstwie,
»Doklady na Naucznych Konfieriencjach Jarostawskogo Gosudarstwiennogo Pieda-
gogiczeskogo Instituta”, t. 2, 1964, z. 3, ss. 75—84; B. A. Rozenfeld, T. M. K1li-
manowa i N. D. Piecko, Projektiwnaja tieorija wiektorow. ,Matiematika.
Izwiestija Wysszych Uczebnych Zawiedienij”, 1962, nr- 2, ss. 130—141, nr 3, 1962,
ss. 122—130; B. A. Rozenfeld, Mnogomiernyje prostranstwa. Moskwa 1966,
ss. 318—335.



