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E. S. Bojko (ZSRR)

ZASADA 1ZOMORFIZMU I TEORIA DRGAN
W PRACACH SZKOLY MOSKIEWSKO-GORKOWSKIEJ

Jest dzi$ rzeczg powszechnie wiadomg, ze u podstaw teorii drgan le-
zy zasada izomorfizmu. Przedmiotem badan teorii drgan sg izomorficz-
ne obiekty opisywane za pomocg ukladéw matematycznych. Uklad ma-
tematyczny sklada sie z wielkosci elementow (liczb, punktéow, wekto-
rOw, macierzy itd.) oraz relacji miedzy nimi. Dwa uklady matematyczne
nazywamy izomorficznymi, gdy mozemy stwierdzi¢ wzajemnie jedno-
znaczng odpowiednio$¢ miedzy elementami jednego ukladu a elemen-
tami drugiego ukladu i jezeli wszystkie relacje (operacje, zaleznosci) —
wlasciwe elementom jednego ukladu — zachodzg réwniez w odniesieniu
do elementéw drugiego ukladu!l. Izomorfizm dwoéch ukladéw matema-
tycznych odpowiada izomorfizmowi dwoch konkretnych ukladéow (real-
nych zjawisk fizycznych), ktére sg opisane za pomocg tych ukladéow
matematycznych. Dwa uklady konkretne mozna uznaé¢ za izomorficzne
wzgledem siebie, jezeli oba mogg by¢ odwzorowane za pomocg jednego
i tego samego modelu matematycznego 2. Zasada izomorfizmu lezy u pod-
staw klasyfikacji wszystkich ukladow, ktéore mogg by¢ opisywane za po-
mocg modeli matematycznych. Wedlug A. Rapoporta zalety klasyfikacji
opartej na izomorfizmie sg nastepujgce: 1 — z klasyfikacji takiej tatwo
mozna wywnioskowa¢, ze dany uklad jest uogoélnieniem innego, jezeli
obejmuje ten ostatni jako przypadek szczegdlny; 2 — odpowiednio —-
klasyfikacja -uktadow konkretnych opisanych za pomocg tych uktadow
matematycznych wykazuje, ze jedna klasa obejmuje druggy; 3 — wszysi-
kie twierdzenia wyprowadzone przy rozpatrywaniu ukladu- matema-
tycznego moga by¢ zastosowane do wszystkich wnioskow wyplywajgcych
z analizy ukladéw konkretnych, opisanych tym ukladem matematycz-
nym. Jako przyklad takiej klasyfikacji moze postuzy¢ klasyfikacja wiel-
koSci fizycznych, zaproponowana przez znakomitego fizyka angielskie-
go — J. C. Maxwella. Zastosowanie izomorfizmu matematycznego jako
podstawy wyjsciowej do zbudowania ogoélnej teorii ukladéw wywolalo
ostrg dyskusje.

Niemniej jednak ustalanie izomorfizmu prawidlowiosci stalo sie jedng
z fundamentalnych metod mauki. Jeden z uczniéw L. I. Mandelsztama,
prof. S. M. Rytow, rozpatrujgc problem prawomocnosci postugiwania
sie zasadg izomorfizmu w fizyce wraz z pytaniem, czy nie sprowadza sie
ona do zwyklej zabawy w analogie matematyczne, pisat: ,,Jezeli badajac
przyrode odkrywamy istnienie obiektywnych praw wspélnych zupelnie
réznym, zdawaloby sie, zjawiskom, to nie podobna wskazaé¢ jakichkol-
wiek okolicznosci, ktére moglyby sta¢ na przeszkodzie przyjeciu za pod-

1 A, Rapoport: Princyp matiematiczeskogo izomorfizma w obszczej tieorii

sistiem, W: Sistiemnyje issledowanija. Moskwa 1973 s. 160.
2 Tamze s. 160.

KWARTALNIK HISTORII NAUKI I TECHNIKI, ROK XX — 3-4



480 ' E. S. Bojko.

stawe tej wlasnie wspodlnosci praw. Takie lgczenie zjawisk jest dopusz-
czalne, jest bowiem oparte na samym fakcie istnienia ogélnych pra-
widlowosci w przyrodzie” 3. Dzieki zasadzie izomorfizmu i jej zastoso-
waniom wzrasta znaczenie analogii miedzy obiektami. Analogie oparte
na izomorfizmie sg to analogie ,,uprawomocnione”, réznigce sie od ,,przy-
padkowych” glebszym charakterem relacji. Zasadniczy fakt mozliwoSci
* zachodzenia izomorfizmu w stwierdzonych analogiach stanowi o wyborze
kierunku dalszych badan. Ponadto — ,,pojecie izomorfizmu matema-
tycznego jest poteznym instrumentem integracji teorii ukladoéw kon-
kretnych” 4 Powszechnie odczuwa sie dzi§ potrzebe przeciwdzialania
poglebiajgcej sie wcigz specjalizacji w nauce, ktéra wobec braku ogdlno-
naukowego jezyka moze w koncu doprowadzi¢ do zupelnego rozdzialu
miedzy uczonymi reprezentujgcymi rézne dziedziny nauki, a nawet rozne
specjalnosci tej samej galezi nauki. Tym wlasnie, miedzy innymi, ttu-
maczg sie liczne proby zbudowania ,,0g6lnej teorii ukladow”, opartej
na zasadzie izomorfizmu. Przykladem mauki, ,ktoéra wedlug nowych linii
podzialu przecina tradycyjne sfery poznania maukiowego, umozliwiajac
w ten sposéb kontakty miedzy uczonymi réznych specjalnosci” 5, jest
cybernetyka, w ktorej rowniez znajduje szerokie zastosowanie pojecie
izomorfizmu.

W teorii drgan ustalenie izomorfizmu prawidtowosci wigze sie z za-
stosowaniem tak zwanego ,podej$cia drganiowego”’, ktére przyczynito
sie do stworzenia jednolitej teorii drgan. Przyjmuje sie powszechnie, ze
»podejscie drganiowe” w badaniach zjawisk réznej natury fizycznej
zapoczgtkowal J. W. Strutt (lord Rayleigh, 1842—1919) w slynnym
traktacie Theory of Sound (Teoria dZwieku). Rayleigh jest jednym
z tworcow teorii drgan, a jego Teoria dZwieku pierwszym systematycz-
nym jej wykladem. Traktat ten podsumowuje i wytycza dalsze drogi
rozwoju teorii drgan. W istocie rzeczy owa praca Rayleigha zapoczat-
kowala praces wyodrebniania sie teorii drgan jako samodzielnej dyscy-
pliny, przy czym u jej podstaw lezy zasada izomorfizmu. Rayleigh
w szerokim zakresie postuguje sie analogiami z zakresu elektrycznosci,
co jest dzi§ w akustyce powszechnie praktykowane. Analogie ze zjawis-
kami elektrycznymi sg tylko szczegélnym przejawem zasady ,,izomor-
fizmu prawidlowosci”, na ktorej swiadomie opiera sie wspodtczesna teoria
drgan i ktora, cho¢ nie byla explicite przez Rayleigha sformulowana, to
jednak juz wyraznie wystepuje w jego pracach 6.

Jako pierwszy sformulowal zasade izomorfizmu w teorii drgan wy-
bitny fizyk radziecki — L. I. Mandelsztam. W jednym ze swoich wykla-
dow dal on nastepujgcg definicje teorii drgan: ,Jakiez wiec sg kryteria,
wedlug ktorych wyodrebnia sie nauke o drgamniach? Roéznig sie one za-
sadniczo od kryteriéw, wedtug ktorych dzieli sie fizyke na optyke, akus-
tyke itd. Kryterium tego ostatniego podzialu stanowig zjawiska fizycz-
ne, ktéore jednakowo percepujemy [...] Jesli idzie o drgania, rzecz ma
sie zgola inaczej. Wyodrebniamy je [...] na zasadzie wspdlnej metody
i podejécia do badan, na zasadzie podobnego typu prawidlowosci [...]

3S. M. Rytow: Sowriemiennoje uczenije o kolebanijach i wotnach. Moskwa
1951 s. 21.

4 A. Rapoport: Princyp... jw. s. 160.

5 A, Rapoport: Matiematiczeskije aspiekty abstraktnogo analiza sistiem.
W: Issledowanija po obszczej tieorii sistiem. Moskwa 1969 s. 89.

6 S. M. Rytow: Przedmowa do ,Tieorija zwuka”. Moskwa 1955, przeklad Ray-
leigh (John William Strutt): Theory of Sound. London 1894.
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przy zupelnie réznej tresci fizycznej. Mamy tu do czynienia i ze zjawis-
kami akustycznymi, i mechanicznymi, i elektrycznymi, i optycznymi,
ktore sg odmienne w naszej percepcji. I ta wlasnie okoliczno$¢ nadaje
teorii drgan ogromne znaczenie. Badajgc jedng dziedzine uzyskuje sig
jednoczesnie intuicyjng znajomos$¢ zupelnie innej dziedziny. Uzyskuje
sie mozno$¢ przeprowadzania daleko idgcych analogii; niejasnosci w opty-
ce roz$wietla, niczym reflektor, badanie drgan w mechanice itd. Teoria
drgan jednoczy tedy, uogdlnia réozne dziedziny fizyki [...] Kazda z dzie-
dzin fizyki — optyka, mechanika, fizyka — przemawia w swoim «naro-
dowym» jezyku. Ale istnieje réwniez jezyk «mledzynar\odowy» a jest
nim jezyk teorii drgan” 7.

Innymi stowy, zasada, wedlug ktorej wyodrebniamy przedmiot teorii
drgan, rozni sie istotnie od tej, na ktorej budujemy rozne dziaty fizyki.
Polega ona na tym, ze w ogromnej réznorodno$ci proceséOw drganiowych
i falowych, r6znigcych sie zaré6wno co do swej natury, jak i wlasciwych
im parametréw (na przyklad okresy obrotu planet stanowig 1010 sek.,
okresy za$ drgan molekut i atoméw 1013 sek.), zachodzg ogdlne, analo-
giczne pokrewne (izomorficzne) prawidtowosci drganiowe i falowe
i one wtasnie stanowig przedmiot teorii drgan. ,,Podej$cie drganiowe”
za$, ktore zapoczatkowal Rayleigh, nie jest niczym innym, jak ujaw-
nieniem i badaniem tych wlasénie (izomorficznych) prawidlowo$ci drga-
niowych.

Stad tez wynika jedna z idei przewodnich L. I. Mandelsztama, ktorg
A. A. Andronow mazwal ideg ,interdyscyplinarnych zwigzkéw teorii
drgan” (org. ,kolebatielnoj wzaimopomoszczi”’), dotyczgcych roéznych
dziedzin fizyki. Polega ona na tym, jak pisze Andronow, ze ,nalezy
prawidlowoséci drganiowe «zaatakowaé» jednocze$nie z roéznych stron,
wybierajgc stabe punkty i korzystaé z wynikéw uzyskanych w jednej
dziedzinie (na przyklad w mechanice), po pierwsze — celem wzbogace-
nia teorii drgan, a po drugie — celem osiggniecia postepow w innej
dziedzinie (na przyklad w radiotechnice). Z ideg ta wigze sie charakte-
rystyczna dla L. I. Mandelsztama postawa: nie rozwigzuje on [...] jakie-
go$ wyizolowanego problemu, dobierajgc w razie potrzeby roézne me-
tody analizy, lecz, majgc okreslone zalozenia teoretyczne, dobiera istotne
problemy, ktoére mozna tym sposobem rozwigza¢ lub ujrze¢ w nowym
-$wietle, albo tez sprawdzi¢ slabe punkty samej metody analizy 8. Takie
postepowanie teoretyczne, oprocz tego, ze sprzyja glebszemu poznaniu
znanych juz prawidtowosci drganiowych, czesto umozliwiato Mandelszta-
mowi przewidzenie nowych, nie znanych jeszcze zjawisk, ktére pozniej
udawato sie wykry¢ na drodze eksperymentalnej. Znana praca tego uczo-
nego o promieniowaniu zrodel $wiatla ma powierzchni rozdzielajgcej
dwa o$rodki byla oparta na przeniesieniu do optyki doswiadczen radio-
techniki. Zostalo tu przewidziane, pdzniej odkryte, nowe zjawisko
optyczne. Podobny sposoéb postepowania, ktory réwniez doprowadzit do
przewidzenia nowego zjawiska optycznego, poézniej potwierdzonego do-
$wiadczalnie, zastosowal Mandelsztam w innej swojej pracy — o rozpra-
szaniu $wiatla przez powierzchnie cieczy; w tym wypadku wykorzystal
on odpowiednio zmodyfikowane rozwigzania dotyczgce przestrzennego,
fluktuacyjnego rozpraszania Swiatla przez ciecz. Wreszcie praca Man-

7L. 1. Mandelsztam: Lekcji po optikie, tieorii otnositielnosti i kwantowoj
miechanikie. Moskwa 1972 s. 401—402,

8 A, AL Andronow: L. I. Mandelsztam i tieorija mieliniejnych kolebanij.
Sobranije trudow A. A. Andromowa. Moskwa 1956 s. 467.
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delsztama i Papaleksiego, ktéra umozliwila przewidzenie, a nastepnie
odkrycie rezonansu drugiego rzedu, oparta byla na przeniesieniu do ra-
diotechniki wynikéw uzyskanych przez astronomie.

Szczegolnie wiele uwagi poswiecit Mandelsztam rozwinieciu idei
»interdyscyplinarnych powigzan teorii drgan” w odniesieniu do zadan
nieliniowych teorii drgan. Jako jeden z pierwszych dostrzegt on i poka-
zal nieadekwatno$¢, w przewazajacej ilosci wypadkow, liniowego opisu
proceso6w drganiowych. Twierdzil: ,jod do$¢ juz dawna znajdujemy sie
w sytuacji, ze w zwigzku z wprowadzeniem systeméw nieliniowych,
znacznie roéznigcych sie od liniowych [...] musimy odrzuci¢ wiekszos¢
podstawowych koncepcji teoretycznych”. I nie tylko odrzuci¢, lecz takze
opracowa¢ nieliniowe koncepcje teoretyczne, ,ktére pozwolg nam uzys-
ka¢ orientacje w réznorodnych i skomplikowanych zjawiskach i umozli-
wig przewidywanie nowych zjawisk o charakterze nieliniowym” 9 Co
wiecej, wtasnie Mandelsztam przyczynit sie do opraoowania podstaw
nowego dzialu teorii drgan — teorii drgan nieliniowych i do jej wyod-
rebnienia sie jako samoistnej dyscypliny naukowej. Pod bezposrednim
wplywem idei tego uczonego powstala w latach 30-ych gomkowska szko-
ta drgan nieliniowych. Stworzyl jg i stangl na czele uczen Mandelszta-
ma — A. A. Andronow.

Koncepcja ,,interdyscyplinarnych powigzan teorii drgan” w przypad-
ku mnieliniowych problemoéw teorii drgan mabiera witasciwosci szczegol-
nych. Nie jest w tym przypadku konieczny postulat, aby problemy te
opisywane byly analogicznymi réwnaniami. Wystarczy, aby roéownania
te nalezaly do jednego typu, mialy podobng przestrzen fazows. Dla
ilustracji postuzymy sie przykladem przytoczonym przez A. A. Andro-
nowa 10; Zestawia sie tu teorie drgan wirnika silnika synchronicznego
i teorie systematycznego lotu samolotu przy stalym kgcie natarcia.

Rownania ruchu silnika synchronicznego (przy braku uzwojenia ttu-
migcego i przy wprowadzeniu pewnych zaltozen upraszcza]acych) maja
nastepujacg postaé:

dv dZ

—=Z, ——=A-=sinV+[B+CsinV—-Dsin?V]Z,

dTt dr
gdzie V = kgt okreslajgcy odchylenie wirnika od jego biegu synchro-
nicznego; A, B, C, D = stalte, okreSlajgce obcigzenie, moment bezwlad-
nosci, oporno$¢ omowg i oporno$¢ indukcyjna uzwojenia wirnika itd.

Jezeli zalozyé¢, ze o$§ wzdluzna samolotu jest zbiezna z kierunkiem

sity ciggu $migla 1 ze kat natarcia jest staly, to réwnanie ruchu samo-
lotu w plaszczyznie pionowej ma postaé:

N, v, 8 7 (= uz—sinV
aT cos —— (A— uZ—sin V),
gdzie V = kgt miedzy kierunkiem predkosci $rodka ciezkosci samolotu
a horyzontem; Z — kwadrat predkosci $rodka ciezkosci; 1 = wspoélezyn-
nik okresSlajgcy sile ciggu $migla, u1 = wspéleczynnik okreslajacy stosu-
nek oporu czotowego do sity mo$nej 1t

9 Tamze s. 451.

0 Tamze s. 468—470. )

1 W przypadku A=0 i u =0 zachodzi tak zwany przypadek Zukowskiego,
rozwazany przezen w stymmnej pracy O parienii ptic (1892).
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Na pierwszy rzut oka, méwi Andronow, zadania te niewiele majg
z sobg wspodlnego. Jednakze odpowiadajgce tym zadaniom podziaty cy-
lindréw fazowych na trajektorie wykazujg duze podobienstwo, a jedne
i te same swoiste trajektorie okres$lajg zachowanie sie ukladow: stany
rownowagi, cykle graniczne dwoéch typéw (obejmujgce i nie obejmujgce
cylindra) i tak zwane krzywe rtozdziatu. Sens fizyczny tych
szczegblnych trajektorii jest w obu zadaniach zupelnie rézny. Stan row-
nowagi w zadaniu pierwszym — to synchroniczny obrét wirnika; w dru-
gim — prostoliniowy lot samolotu. Cykl graniczny, obejmujgcy cylin-
der, to w pierwiszym =zadaniu wypadniecie silnika z synchronizmu;
w drugim petlicowy ruch samolotu. Cykl graniczny nie obejmujgcy cy-
lindra, to w pierwszym zadaniu oscylacje ustalone wirnika, tzn. drgania
wlasne silnika synchronicznego; w drugim falisty lot ustalony samolotu.
Te same terminy — stan réwnowagi, cykl graniczny itd. — oznaczajg
tu zupelnie rdézne rzeczy. Ale najwazniejsze, zdaniem Mandelsztama,
jest tu to, ze zajmujac sie teorig drgan wirnika maszyny synchronicznej
wzbogacamy mnie tylko te teorie, nie tylko teorie maszyn elektrycznych
i elektrotechnike, lecz roéwniez samg teorie drgan, gromadzimy doswiad-
czenie i intuicje do owocnej pracy w innej dziedzinie o podobnych pra-
widlowosciach, w tym wypadku w dziedzinie teorii symetrycznego lotu
samolotu.

Andronow pisal w roku 1944: | Nie ulega watpliwosci, ze plodna
Mandelsztamowska idea «interdyscyplinarnych powigzan teorii drgan»
nie tylko nie zostala jeszcze wyczerpana, jesli idzie o wnioski, lecz moz-
na powiedzie¢, ze zrobiono tu dopiero pierwsze kroki” 12,

Tym pierwszym krokiem, a w istocie rzeczy pierwszg konkretyzacjg
Mandelsztamowskiej 1del stala sie nowa dvscyplma naukowa — ,,0806l-
na dynamika maszyn ktérej opracowaniem zajgl sie Andronow w ostat-
nich latach zycia.

Zadaniem badan ukladéw dynamicznych jest, w ujeciu Andronowa,
1gczne badanie ilosciowe i jakosSciowe struktury podzialu przestrzeni
fazowej, dajgce opis ‘zachowania danego konkretnego ukladu dynamicz-
nego (a wiec i ,,maszyny’, tzn. masywnego ukladu dynamicznego) oraz
struktury przestrzem parametrow opisujgcej zachowanie tego ukladu
przy zmianie parametrow.

Dla dynamicznego ukladu opisywanego przez uklad réwnan roéznicz-
kowych

X;=fi (X1, X2, ..., Xn3 P15 P25 - -5 Pm)

=12, ..., n),

gdzie Xy, Xo,..., X, oznaczaja zmienne fazowe ukladu, a py, P2 - Pm
jego parametry, przez podzial przestrzeni fazowej nalezy rozumieé¢ po-
dzial przestrzeni x4, X9,..., X, na trajektorie fazowe, tzn. na krzywe
X =X (1), X9 =x29(t),..., Xn =X, (t). Pelny opis topologiczny tego po-
dzialu, tzn. wyodrebnienie w przestrzeni fazowej najwazniejszych ru-
chow (stabilnych stanoéw réownowagi i stabilnych ruchéw okresowych
i prawie-okresowych), ustalenie ich sfer przyciggania i wyjasnienie uktla-
du wzajemnego potozenia tych przestrzeni, daje w wyniku pelne zbada—
nie struktury podzialu przestrzeni fazowej na trajektorie.

Przez strukture przestrzeni parametréw p, po, ..., pm nalezy rozu-
mie¢ topologiczng strukture jej podzialu na obszary odpowiadajgce réz-

12 A, A. Andronow: L. I. Mandelsztam, jw. s. 472.
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nym strukturom podzialu przestrzeni fazowej na trajektorie. Granice
tych obszarow odpowiadajg wartosciom bifurkacyjnym parametrow, tzn.
warto§ciom parametréw, ktoérych przekroczenie moze spowodowaC zmia-
ne struktury podzialu przestrzeni fazowej na trajektorie.

Przez ,maszyne”’ rozumial Andronow masywny ukilad dynamiczny,
tzn. taki uklady dynamiczny, , ktorego przestrzen fazowa nie zmienia sie
jakoséciowo przy dostatecznie matych (o dostatecznie matych pochodnych)
zmianach prawych stron rownan. Jest to okreslenie nader ogélne. Z tego
punktu widzenia maszyng jest i maszyna parowa z regulatorem, i ge-
nerator katodowy, i torpeda, i samolot...” 13, stowem, wszelkie urzgdze-
nia techniczne. Konkretyzacja idei ,,interdyscyplinarnych powigzan teorii
drgan” w ogélnej dynamice maszyn polega ma tym, ze wyodrebnia sie
klase ukladéw dynamicznych — ,,maszyn”, r6znorodnych — jesli idzie
o ich tre$é fizyczng, ale powigzanych przez wspdlne prawidlowosci, teo-
retyczne punkty widzenia, modele matematyczne. Badajgc urzadzenie
techniczne koncentrujemy uwage na strukturze jego réwnan roéznicz-
kowych, na wtasno$ciach jakosciowych i ilosciowych mozliwych w nim
ruchéw, na prawidtowosciach drganiowych, pozostajgcych w relacji izo-
formizmu z prawidlowosciami drganiowymi innego urzadzenia tech-
nicznego.

Koncepcja opracowania ogdélnej dynamiki maszyn mnie zostala, nie-
stety, zrealizowana, natomiast rozwinela sie z niej teoria znacznie bar-
dziej ogélna — teoria ukladéw dynamicznych, dla ktérej dynamika ma-
szyn Andronowa jest przypadkiem szczegdlnym.

Nad rozwinieciem ogoélnej teorii uktadéw dynamicznych pracuje obec-
nie jeden z uczniow Andronowa, profesor J. I. Nejmark. Podstawowg
koncepcjg teoretyczng ogdlnej teorii ukladéw dynamicznych jest wtas-
nie idea ,,interdyscyplinarnych powigzan teorii drgan”, ,,podejscie drga-
niowe” do badania roéznych konkretnych ukladéw dynamicznych
i w gruncie rzeczy teoria ta stanowi nastepny etap konkretyzacji zasady
izoformizmu w teorii drgan.

Reczg nowg w pojmowaniu ,,podejscia drganiowego’” — stosowanego
w ogolnej teorii ukladéw dynamicznych — jest przede wszystkim samo
pojecie ,,prawidlowosci drganiowej”. Pojecie ,drgania”, ,prawidlowosci
drganiowej” i ich tres¢ zmienialy sie w miare rozwoju teorii’'drgan.
Mandelsztam stwierdzit, ze ,,definicje sg zadaniem trudnym i niewdziecz-
nym”, ze rzeczg wazng i bardziej celowg jest tu co innego: , wazne jest
wysuwanie idei ogoélnych, wybér zasadniczych punktéow widzenia”. Jed-
nym z nich jest okresowos$é¢. , Nie ulega watpliwosci, ze to, co na-
zywamy dzi§ procesami drganiowymi, jest niezmiernie roéznorodne —
moéwil Mandelsztam w swych wykladach z zakresu teorii drgan w ro-
ku 1944. — Wiszakze teoria drgan rozwineta sie majwidoczniej na grun-
cie pojecia — dzi$§ jest ono pojeciem szczegdlnym w dziedzinie drgan —
proceséw okresowych lub prawie-okresowych” 14,

Procesy okresowe i prawie-okresowe badano w okresie dziatalnosci
A. A. Andronowa. Nie doszlto jednak jeszcze wtedy do jakiejs formali-
zacji tego pojecia, w kazdym razie jeden z najblizszych wspoétpracowni-
kéw Andronowa, profesor G. S. Gorelik, pisal: ,,Byloby prozng stratg
czasu usilowaé¢ przeprowadzi¢ ostrg granice miedzy drganiami i «nie-

3 A, A. Andronow: Moj poslednij rozgawor s L. I. Mandelsztamom. So-
branije trudow A. A. Andronowa. Moskwa 1956, s. 523.
41, 1. Mandelsztam: Lekcji.. Jw. s. 409.
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drganiami». Jest rzecza nader watpliwa, czy mozna przeprowadzi¢
umowne rozgraniczenie, ktore pozwoliloby orzec, czy na przyklad proces
przedstawiany na rynsunku jest, czy nie jest drganiem” 15,

)
s}

Nieco poéZniej pojecie zjawiska drganiowego zaczyna by¢é ujmowane
na gruncie pojecia powtarzalnos$ci, szerszego w poréwnaniu
z pojeciem okresowosci. Uczen Mandelsztama, S. E. Chajkin, pisal w ro-
ku 1971: ,,0Ogbélng cechg charakterystyczng wszystkich ruchow drga-
niowych jest to, ze sg one ruchami wielokrotnie powtarzajgcymi sie lub
powtarzajgcymi sie w przyblizeniu w okre§lonych odstepach czasu” 18.

Formalizacje pojecia zjawiska drganiowego zaproponowal J. I. Nej-
mark. Wprowadza on przede wszystkim pojecie ruchu ustalonego. ,,Pod
niezupelnie jednoznacznym terminem ruchu ustalonego rozumiemy ru-
chy, ktore ustalily sie po uplywie pewnego dostatecznie dlugiego czasu
i kt()re1 odznaczajg sie cechg pewnej powtarzalnosci oraz cechg stabil-
nosei” 17,

Przez ruchy drganiowe rozumiemy obecnie — w ramach pojecia
struktury przestrzeni fazowej i przestrzeni parametréw — badz to, co
‘wigze sie z samym faktem istnienia ruchu ustalonego, badz to, co wigze
sie z procesem przejscia od jednego ruchu ustalonego do drugiego 18.

W ramach tych poje¢ wyodrebnione zostajg trzy typy zjawisk drga-
" niowych i sformutowane ich wtasciwosci:

1. Zjawiska drganiowe pierwszego typu — to ruchy ustalone. Ich
cechy ogélne to stabilno$¢, masywno$¢ (z zastrzezeniem co do stabilnej
integralnej roéznorodnosci z otoczksg prawie-okresowg) i powtarzalnosc.
Modele matematyczne pierwszego typu: stabilny stan réwnowagi O
(normalne, na powierzchni rozdzialu i na powierzchni ruchéw Slizgo-
wych), stabilny ruch okresowy G, stabilny nieruchomy punkt 0, stabil-
na toroidalna réznorodnos$¢ integralna S, ze stabilng wedlug Lapunowa
otoczkg prawie-okresowa, stabilny =zbiér I, ktéory wszedzie przenika
$cisle pewna trajektoria fazowa, niestabilna wedlug Lapunowa.

2. Ruchy drganiowe drugiego typu, to procesy zmiany ruchéw usta-
lonych w wyniku bifurkacji spowodowanych zmiang parametréw. Ich
cechy charakterystyczne: ,miekkie” i ,twarde” 19 przejscia, swoista

5 G, S. Gorielik: Kolebanija i wolny. Moskwa 1959 s. 25.
6 S E. Chajkin: Fiziczeskije osnowy miechaniki. Moskwa 1971 s. 87.

173, I, Nejmark: Mietod toczecznych otobrazenij w tieorii nieliniejnych
kolebanij. Moskwa 1972 s. 32.

18 Tamze s. 159.

19 Terminy wprowadzone przez A. A. Andronowa. Zob. A. A. Andronow,
S. E. Chojkin: Tieorija kolebanij. Moskwa 1937,
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histereza w zmianie stanéw ustalonych. Modele matematyczne zjawisk
drganiowych drugiego typu to bifurkacje, przy ktérych jeden ruch usta-
lony zastgpiony zostaje innym:

0-G, G, -G, O0-I G-I I-L.

3. Trzeci etap zjawisk drganiowych stanowig procesy przejSciowe.
Procesy przejsciowe okresla ruch, ktory sie ustalil i do ktéorego zblizajg
sie one asymptotycznie. Zbiér proceséw przejsciowych danego ruchu
ustalonego tworzy jego przestrzen dzialania 20

Aparat matematyczny ogolnej teorii uktadéw dynamicznych stanowi
metoda odwzorowan punktowych, rozwinieta w konsekwentng teorie
w pracach J. I. Nejmarka i innych przedstawicieli gorkowskiej szkoty
drgan nieliniowych. Podstawowe wyniki uzyskane w tym kierunku ba-
dan, jak réwniez zarys nowej teorii — ogoélnej teorii ukladéw dyna-
mlcznych wylozone sg w monografii J. I. Nejmarka Mietod toczecznych
otobrazenij w tieorii nieliniejnych kolebanij.

Metoda odwzorowan punktowych umozliwia nowe spojrzenie na samo
pojecie ukladu dynamicznego i tym samym mna sposdéb jego badania.
Pojecie ukladu dynamicznego uksztaltowalo sie przede wszystkim w me-
chanice nieba, w ktorej rozpatrywano gléwnie uklady zachowawcze;
réwnania ich ruchu zapisywano w postaci rownan Hamiltona. Za zycia
A. A. Andronowa przez uklad dynamiczny rozumiano uogélnienie poje-
cia ukladu dynamicznego zdeterminowanego, opisywanego za pomocg
rownan roézniczkowych. Obecnie istniejg dwa roézne podejscia do okresla-
nia pojecia ukladu dynamicznego, jeden oparty ma pojeciu stanu, drugi
na pojeciu operatora funkcjonalnego. Metoda odwzorowan punktowych
zwigzana jest z pierwszym podej$ciem. Nejmark wprowadza nowe,
znacznie bardziej ogélne pojecie ukladu dynamicznego, ,,obejmujgce za-
réwno uklady zdeterminowane, jak i stochastyczne, zaréwno opisywane
za pomocg roéwnan roézniczkowych, jak i takie, jak automaty i maszyny
dyskretne, ktore opisuje sie za pomocg innych $rodkow (funkcje algebry,
lancuchy Markowa itd.) 21,

Ukladem dynamicznym w rozumieniu Nejmarka jest wszystko, co
zmienia sie w czasie. Formalizacja pojecia ukltadu dynamicznego jest
oparta na pojeciach stanu i operatora przeksztalcenia, opisujgcego przej-
Scie od jednego stanu do drugiego. Wobec tego model matematyczny
ukladu dynamicznego stanowig przestrzen fazowg X i operator T. Prze-
strzenig fazowg X ukladu S jest przestrzen wszelkich mozliwych stanow
ukladu S. Operator T okres$la procedure, ktorej zastosowanie dla opi-
su X (t) w momencie t pozwala na wyprowadzenie opisu X (t + 4t)
w momencie t + At. Stany X ukladu S sg to punkty przestrzeni fazo-
wej X.

Zgodnie z tym okreSleniem Kklasyfikacja modeli matematycznych
ukladéw dynamicznych jest mozliwa wedlug struktury ich przestrzeni
fazowej X (rozroznia sie przestrzen fazowsg cigglg lub nieciagls, opis
cigglty lub nieciggly zmiany w czasie stanu X) i wedlug postaci opera-
tora T.

Rozpatrujgc rozne modele konkretnych uktadow dynamicznych moz-
na wyodrebni¢ modele uktadow dynamicznych klas DU (przestrzen fazo-
wa ciggla), modele automatowe (stany ukladu nieciggle i przestrzenie

2073 I. Nejmark: jw. s. 160.
2l Tamze s. 11.
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fazowe nieciggle), modele dynamiczne procesu adaptacji i uczenia sig,
modele ukladéw dynamicznych sterowanych przez automaty, modele
sterowniczych ukladéw dynamicznych.

J. I. Nejmark w istocie rzeczy do badan konkretnych ukladéw dyna-
micznych stosuje podejscie analogiczne jak L. I. Mandelsztam: nie szuka
on roznych podejs$é, roznych sposobow matematycznych i metod badaw-
czych celem rozwigzania jakiego$ konkretnego zadania, lecz majgc okres-
long, dobrze opracowang metode — metode odwzorowan punktowych,
dobiera realne problemy, do ktorych zastosowanie tej metody moze
okaza¢ sie owocne. Takg wlasnie drogg powstala ogdlna teoria ukladow
dynamicznych, w ktorej uogolnienie pojecia uktadu dynamicznego i sfor-
mulowanie teorii ogoélnej byto mozliwe dzieki temu, ze metoda odwzo-
rowan punktowych, opracowana w zastosowaniu do tradycyjnych pro-
bleméw teorii drgan, okazala sie adekwatnym aparatem matematycz-
nym do badania innych ukladéw dynamicznych i dostatecznie ogélnym
instrumentem ich opisu.

Tak wiec szybko rozwijajgca sie ogoélna teoria ukladow dynamicz-
nych juz dzi$ dysponuje sprawnym aparatem matematycznym. Wyrosta
ona z teorii drgan i, podobnie jak ta ostatnia, oparta jest na zasadzie
izomorfizmu prawidlowosci drganiowych (jakkolwiek w znacznie szer-
szym pojeciu). Jednakze ta nowa teoria stanowi istotny postep w dzie-
dzinie badan nad dynamikg. f.gczenie zjawisk na podstawie prawidlo-
wosei ogolnych jest jedna z metod badania fizykalnego, majgcg ogra-
niczony zakres zastosowania. Oprécz prawidlowosci ogélnych (drganio-
wych) w uktadach dynamicznych wystepujg réwniez prawidlowosci spe-
cyficzne 'dla danego konkretnego ukladu dynamicznego, ktérych teoria
drgan nie rozpatruje. Dlatego tez, cho¢ lgczy ona z okreSlonego punktu
widzenia liczne dzialy nauk przyrodniczych, nie moze zastepowaé tych
dzialow. Natomiast mioze do tego pretendowaé ogoélna teoria ukladow
dynamicznych, do zadan jej bowiem mnalezy nie tylko badanie ogdlnych
prawidlowosci drganiowych ukladow dynamicznych, lecz réwniez bada-
nie szczegdlnych, specyficznych prawidlowosci. Warto dodac¢, ze szkola
gorkowska uzyskala juz liczgce sie wyniki w zakresie badan konkretnych
uktadéow dynamicznych.

Nalezy tu jeszcze poruszy¢ kwestie miejsca i znaczenia teorii drgan
w naukach przyrodniczych. Problem ten pozostaje w okreslonym zwigz-
ku z zasadg izomorfizmu, zalezny jest od stopnia jej konkretyzacji
w teorii drgan i nowych teoriach, ktore z mniej wyrastajg, 1 od dalszego
poszerzenia sfery zastosowan zasady izomorfizmu w teorii drgan.

W latach 30-ych L. I. Mandelsztam moéowit w jednym ze swoich wy-
kltadow o ,,skromnych zadaniach” teorii drgan, skromnych na przyktad
w porownaniu z zadaniami mechaniki kwantowej. Jednakze w ro-
ku 1944 zrewidowal on swoj poglad i stwierdzil, ze ,teoria drgan lgczy,
uogoblnia rozne dziaty fizyki”. Twierdzenie to opiera on na ocenie roli
izomorfizmu proceséw drganiowych w réznych zjawiskach fizycznych.
Zasada izomorfizmu wysunieta tu zostaje na pierwszy plan, ona bowiem,
jak zaznacza Mandelsztam, decyduje o ogromnym znaczeniu teorii drgan.
Co wiecej, moéwigce o roli zjawisk okresowych (jednego z fundamental-
nych poje¢ teorii drgan) w rozwoju fizyki, Mandelsztam podkresla
w istocie fundamentalne znaczenie tej zasady w powstawaniu i rozwoju
nauk: ,,..By¢ moze, ma racje Whitehead, gdy mowi, ze narodziny mnaszej

5
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nauki (fizyki) wigzg sie z zastosowaniem abstrakcyjnej idei okresowosci
do duzej liczby oddzielnych zjawisk konkretnych’ 22.

Obecnie, kiedy pojecie lokresowosci jest w teorii drgan tylko istotnym
pojeciem szczegolnym, kiedy pojecie zjawiska drganiowego rozszerzylo
sie znacznie, poszerzyla sie rowniez sfera zastosowan teorii drgan.

W roku 1937 A. A. Andronow rozwazal z ,drganiowego” punktu wi-
dzenia problem wspétistnienia dwoéch gatunkow biologicznych (autorem
pierwszego modelu matematycznego takiego wspoélistnienia jest V. Vol-
terra). Jest to przyklad przenikania teorii drgan w sfere biologii. Andro-
now zastosowal metody teorii drgan nieliniowych do niektérych zadan
nieliniowych teorii automatycznej regulacji. Lezgca u podstaw teorii
drgan zasad izomorfizmu sprzyjata dalszemu rozszerzaniu tej teorii na
nowe dziedziny nauki i techniki (chemla biologia, cybernetyka i in.).
Jednakze proces ten rozwijal sie nie dos$¢ intensywnie. Jak zaznacza
J. I. Nejmark, ,,..nawet zagadnienia pokrewne teorii regulacji i automa-
tycznego 'ste‘rorwan‘ia tylko fragmentarycznie wigzano z teorig drgan. Co
wiecej, cala dziedzina proceséw stochastycznych przeciwstawiata sie
jakoby dynamicznym zjawiskom drganiowym’ 2. Wypracowaniem ogél-
nej teorii uktadéw dynamicznych zajat sie J. L NeJ'mark ,»Ww dazeniu do
przywroécenia teorii drgan w pewnej mierze pozycji nauki o ogolnych
prawidlowoséciach procesdéw dynamicznych” 24 Jak widzieliémy powyzej,
pojecie. uktadu dynamicznego, wprowadzone przez Nejmarka, w zasa-
dzie zmierza do rozciggniecia teorii drgan (,,nauki o ogdlnych prawidio-
wosciach procesow dynamicznych”) na wszystkie dziedziny nauk przy-
rodniczych, jakkolwiek konstruowanie modeli matematycznych konkret-
nych ukladow dynamicznych nastrecza czesto wielkie, nie zawsze dajace
sie pokonaé¢ trudnosci.

Ogoélna teoria ukladow dynamicznych Nejmarka, oparta na izomor-
fizmie prawidtowosci drganiowych procesé6w dynamicznych, stanowigca
jedng z drég integracji réoznych dziedzin nauki, nadaje teorii drgan jesz-
cze wieksze znaczenie. -

Teoria ta wyrosta z nauki o drganiach, przejela jej interdyscyplinar-
ny jezyk i pokonujgc jej ograniczono$¢ stala sie teorig prawdziwie
taczgca rézne dyscypliny 25.

Przetozyt Tadeusz Zabludowski

E. C. boiixo

TIPUHIUIT U30OMOP®U3MA U TEOPUS KOJIEBAHMI B PABOTAX MOCKOBCKO-
T'OPBLKOBCKOW IMKOJIBI :

B nanHO#il paboTe CONEPXKUTCS aHANW3 DA3BUTHSA NPHUIOKEHHWS NPHWHIMANA W30Mopdm3Ma B
TeopuH KoyiebaHuil (B MOCKOBCKO-TOPHKOBCKOM mKoje MannemsmramMa-AHIPOHOBa). B manb-
HelmeM pa3BUTHH TeOpHH KOJeOaHMIf M CMEXHBIX obnacreif, a paciiupeHud ,,chepsl ee BIHAHASA

21, I Mandelsztam: O naucznych trudach A. N. Krylowa. W: Pamiati
A. N. Krytowa. Moskwa—Leningrad 1958 s. 18.

28 J I. Nejmark, jw. s. 10.

% Tamze s. 8.

2% Autor dziekuje profesorowi N. A. Fufajewowi za cenne rady, ulatwiajgce
opracowanie tego artykulu.
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CYLLIECTBEHHYIO POJIb ChIFPAI0 TO 0OCTOATENLCTBO, YTO TEOPUs KOJeGaHUil B OCHOBY CBOETO OCTPO-
€Husl KJIaJeT NPUHLMI M30MOp(H3Ma TaK Ha3bIBa€MBIX ,,K0JeOaTeIbHBIX® 3aKOHOMEPHOCTE.
1lIMpoKO M CO3HATENBHO MCIHOJIb3yeMbI B Teopuu Kosebanuii eme PaneeM, oH 6pur chopmynu-
poBaH BrepBble B TeopuH konebanuii axanemmkoMm JI. M. ManpenepmrtamoMm. KoHkpeTrH3anmu
npuHUMna u3oMopdusMa B mkosne ManaenpmramMa-AHIPOHOBA 3akiiodarorcs B: 1) maee ,,xoite-
GaTenLHOM B3aMMONOMOIIM™ pa3IMYHBIX 00JacTeil ¢hu3uku, BepiaBunyToi JI. . MangenpmtaMoM
2) Tax Ha3bIBaeMOIi ,,0011el JUHAMMKE MamMH’ AHIPOHOBA, 3) OOlLEdl TEOpPUH OUHAMHYECKHX
cuctem Helimapka.

E. S. Bojko

LE PRINCIPE DE L'ISOMORPHISME ET LA THEORIE DES VIBRATIONS
DANS LES RECHERCHES DE L’ECOLE MOSCOVITO-GORKOVIENNE

L’ouvrage comprend l’analyse du développement de lapplication du principe
de lisomorphisme dans la théorie des vibrations (dans les recherches de I’école
moscovito-gorkovienne de MandelStam et Andronov). Pendant le suivant dévelop-
pement de la tréorie des vibrations et des domaines limitrophes, le fait que la
théorie des vibrations a considéré le principe de l'isomorphisme des régularités
de vibration comme le point de départ pour ses réflexions, ce fait a joué le rdle
important dams l’élargissement de la sphere dinfluence de ladite théorie. Bien
que ce principe soit déja largement et sciemment appliqué dans la théorie 'des
vibrations par Rayleigh, il a été formulé pour la premiére fois dans cette théorie
par l'académicien L. I. MandelStam. Le principe de l'isomorphisme dans les
recherches de 1’école Mandel$tam-Andronov s’est concrétisé: 1° dans I’idée de
«l’aide réciproque de vibration» de divers domaines de la physique, proposée par
Mandelstam, 2° dans la conception de «la dynamique générale des machines»,
formulée par Andronov, 3° dans la théorie des systémes dynamiques de Nejmark.



