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Aszot Tigranowicz Grigorian (Moskwa)

PRACE M. W. OSTROGRADSKIEGO W ZAKRESIE MATEMATYKI

Prace z dziedziny matematyki — znakomitego uczonego rosyjskie-
go pierwszej polowy XIX w. Michaila Wasiliewicza Ostrogradskiego
(1801—1861) zawieraja bardzo szeroki krag zagadnien dotyczacych ana-
lizy, algebry i rachunku prawdopodobienstwa. Najwazniejsze z nich,
zwigzane $ci$le z pracami Ostrogradskiego z zakresu fizyki i mechaniki
matematycznej, odnosza sie do rachunku wariacyjnego i catkowego.

Wazne zadania rachunku wariacyjnego — problem przeprowadze-
nia krzywej w taki sposob, aby punkt poruszajgcy sie pod wplywem
dzialania sily ciezkos$ci wzdiuz tej krzywej najszybciej przebyl droge
od jednego punktu do drugiego, problem znalezienia najkrotszej kizy-
wej miedzy dwoma danymi punktami ma danej powierzchni oraz ‘nne
— zostaly wysuniete i rozwigzane na przelomie XVII i XVIII w.
L. Euler (1707—1783) i J. L. Lagrange (1736—1811) opracowali ogol-
ne metody rozwigzania zadan wariacyjnych, sprowadzajgcych sie do
znalezienia ekstremoéw zwyklych catek oznaczonych, ktorych wyraze-
nie podcalkowe zawiera pewng funkcje mnieznang. W szczego6lnosci
Euler wprowadzil niezbedny warunek, ktéremu powinna odpowiada¢
taka funkcja, w postaci réwnania roézniczkowego, mazywanego obec-
nie jego imieniem. A. Legendre (1752—1833) sformulowal warunek wy-
starczajacy dla istnienia ekstremum.

Rozwo6j fizyki matematycznej — teorii wloskowatosci, teorii prze-
wodnictwa ciepla, teorii potencjalu — wymagal metod rozwigzywa-
nia zadan na eksrema catek powierzchniowych i potréjnych. Jako przy-
klad zagadnienia tego rodzaju moze sluzy¢ zadanie: znalezé réwna-
nie powierzchni swobodnej cieczy, zawartej w naczyniu, gdy znaj-
duje sie ona w stanie réwnowagi. Jednak nawet wyznaczenie ekstre-
mum poszczegblnej konkretnej catki podwojnej przedstawiato duze trud-
nosci i stusznie uwazane bylo za powazny wkiad do teorii rachunku
wariacyjnego. Pierwszy rozwigzal zadanie tego rodzaju C. F. Gauss
(1777—1855) w roku 1830. W roku 1835 Ostrogradski opublikowat
bardzo doniostg prace pt. Rachunek wariacyjny calek wielokrotnych.

W publikacji tej przedstawil najogdlniejsze wyrazenie wariacji catki
wielokrotnej, gdy do wyrazenia podcatkowego wchodzg funkcje wielu
zmiennych oraz ich pochodne czgstkowe dowolnego rzedu. Ostrogradski
wskazuje przy tym na bilad, popelniany dawniej przez matematykéw
przy obliczaniu wariacji pochodnych czgstkowych funkecji o wielu
zmiennych i stwierdza, ze przy wyprowadzaniu wariacji calki wielc-
krotnej nie ma zadnej potrzeby stosowania zmiennych pomocniczych.

Praca Ostrogradskiego, ktéora wydana byla w Petersburgu w jezy-
ku francuskim, zostala w 1836 roku przedrukowana w Berlinie! a w

1 Journ. Fiir die reine und ang. Mathematik”. Berlin 1836 Bd. 15 s. 332—354.
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roku 1861 opublikowana w przekladzie angielskim w ksigzce J. Tod-
huntera, przedstawiajgcej historie rachunku wariacyjnego 2.

Do rachunku wariacyjnego Ostrogradski powracal wielokrotnie.
Znaczna cze$¢ najwiekszej jego pracy O réwnaniach rézniczkowych,
odnoszacych sie do zagadnienia izoperymetrycznego, przedstawionej
Akademii Nauk w roku 1848 i opublikowanej w roku 1850 dotyczy ra-
chunku wariacyjnego. W pracy tej Ostrogradski rozszerza wyniki
irlandzkiego uczonego W. Hamiltona, uzyskane dla potrzeb dynamiki,
na dowolne zadania wariacyjne (ktére z powodu ich historycznego po-
chodzenia zostaly w wieku XIX nazwane izoperymetrycznymi ?.

W tej samej pracy (jak rowniez w niektorych pracach z zakresu
mechaniki) Ostrogradski zwracal szczegdlng uwage na niezaleznosé
wyrazen oznaczonych (nawiaséw Poissona) od doboru ukladu wspoi-
rzednych. Do okoliczno$ci tej Ostrogradski przywigzywal duze zna-
czenie: idea miezmienniczo$ci wzgledem grupy przeksztalcen stanowila
podstawe nie tylko teorii Hamiltona — Jacobiego w mechanice, lecz
okazala sie jedng z podstawowych idei w matematyce XIX w.

Drugie wazne stwierdzenie, ktére jak uwazal Ostrogradski, zawiera
calg mechanike i caly rachunek wariacyjny, zblizone jest do podsta-
wowej mysli tak zwanego twierdzenia niezaleznosci, udowodnionego
w roku 1901 przez D. Hilberta. Jest to stwierdzenie o catkowalnos$ci
wariacji wyrazenia podcatkowego. Ostrogradski wyraznie dostrzegatl
wszystkie nastepstwa, ktére z niego wynikajg i zapewnil sobie pierw-
szenstwo odkrycia tego twierdzenia w piémie do N. D. Bradzmana %.

Opracowanie rachunku wariacyjnego w pracach Ostrogradskiego
bylo nierozerwalnie zwigzane z wyjasnieniem samych jego podstaw
oraz usciSleniem pojecia wariacji. W pierwszej polowie XIX w. za-
gadnienie to nie wywolywalo takiego silnego zainteresowania, jak péz-
niej, gdy w pracach K. Weierstrassa (1815—1897) i Schifera (1859—
1885) stwierdzono, ze klasa dopuszczalnych wariacji wplywa w istot-
ny sposob na problem wariacyjny. Ostrogradski kazdorazowo specjal-
nie sie zatrzymuje na pojeciu wariacji funkcji 1 wszedzie wprowadza
je w sposéb maksymalnie jasny i dokladny. Takg ostrozno$¢ mozna bylo
oceni¢ tylko po pewnym czasie.

W zwigzku z pracami nad fizyka matematyczng i rachunkiem
wariacyjnym Ostrogradski powaznie wzbogacil ogdlng teorie calek
wielokrotnych. W pracy Przyczynek do teorii ciepta wyprowadzil i za-
stosowal wzoér przeksztalcenia calki potrdjnej rozciggnietej na okres-
long przestrzen, w catke powierzchniowg po powierzchni ograniczajg-
cg te przestrzen. Ten wzor Ostrogradskiego stal sie jednym z kamie-
ni wegielnych nauki o catkach wielokrotnych i wszedl poézniej do
wszystkich podrecznikéw mnaukowych. Jego znaczenie dla mechaniki
mozna zrozumie¢ chociazby na podstawie tego, ze umozliwia on obli-
czenie wielko$ci strumienia ptynu, wyplywajacego w okreslonym cza-
sie z pewnej przestrzeni przez jej powierzchnie graniczng, zar6wno na
podstawie wydajnosci zrodet plynu wewngtrz tej przestrzeni, jak i na

2 J. Todhunter: A history of the progress of the calculus of variations during
the nineteenth century. Cambridge 1861 s. 111—139.

3 Juz starozytni Grecy rozwigzali, na przyklad, zadanie znalezienia wSsrod
krzywych plaskich zamknietych o danym obwodzie (figur izoperymetrycznych)
takiej krzywej, ktéra by ograniczala najwieksze pole; jest nig okrag kola.

4 M. W. Ostrogradski: Izbrannyje trudy. Moskwa: Izdatielstwo AN SSSR
1958 s. 315.
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podstawie predkoséci czastek plynu w momencie przeplywania przez
powierzchnie graniczng. W pracy O rachunku wariacyjnym catek wie-
lokrotnych Ostrogradski uogé6lnit ten wz6r na catki dowolnej krot-
nosci: bylo mu to potrzebne przy wyprowadzaniu wariacji calki
n-krotnej. '

W tejze pracy z roku 1834 Ostrogradski prawie jednocze$nie z Ja-
cobim (1833) zajgl sie zagadnieniem zamiany zmiennych w calce
n-krotnej. W artykule O przeksztalceniu zmiennych w catkach Lrot-
nych (1836) Ostrogradski zaproponowal! nowg metode wyprowadzenia
wzoru na zmiane zmiennych w calce podwdjnej, opierajacg sie na
prostych pojeciach geometrycznych, ktére wyjasniajg samg istote rze-
czy. Metode te wyklada sie obecnie w podrecznikach analizy ma-
tematycznej.

Wiele artykulow Ostrogradskiego, napisanych w latach 1833—1843,
dotyczy teorii catkowania funkcji algebraicznych: zagadnienia ich
catkowalnosci w funkcjach elementarnych oraz ustalania rodzajow
catek, jezeli sa one wyrazane przez funkcje elementarne. Powyzsze
prace Ostrogradskiego zblizone sg do znakomitych badan Norwega N.
Abela (1802—1829). Wymienmy tylko jedno rozwigzanie Ostrograd-
skiego, zawarte w pracy O calkowaniu ulamkéw prostych, zreferowa-
nej w roku 1844 i wydrukowanej w roku 1845. Jest to metoda ozna-
czenia algebraicznej czesci calki ulamka wymiennego, nie wymagaja-
ca uprzedniego obliczania pierwiastkéw wielomianu w mianowniku
i czynnosci calkowania. Réwniez te metode Ostrogradskiego mozna
obecnie- znalez¢ we wszystkich wyktadach analizy.

Ostrogradski wnidst wielki wklad do nauki o réwnaniach ro6znicz-
kowych z pochodnymi czastkowymi. Uczony zostawil takze trwaly
Slad w opracowaniu teorii réwmnan rézniczkowych zwyczajnych.

W nieduzej pracy Uwagi o réwnaniach rézniczkowych liniowych
przedstawionej Akademii Nauk w roku 1838 i wydrukowanej w roku
nastepnym, Ostrogradski wyprowadzil jedno z podstawowych twier-

dzen ogolnej teorii réwnan roézniczowych liniowych — wzoér, wyraza-
jacy wyznacznik Wronskiego danego réwnania przez pewien jego
wspoélczynnik.

Interesujagce sg takze inne, nieco wcze$niejsze Uwagi o metodzie
kolejnych przyblizen (1835). Ostrogradski udoskonalit w nich sposéb
przyblizonego rozwigzania réwnan rézniczkowych nieliniowych, po-
danych przez Newtona. W metodzie Ostrogradskiego (rozkiadu roz-
wigzania w szereg wzgledem pewnego malego parametru) sg zaczatki
metod wspodlczesnej teorii drgan nieliniowych, ktéra sie obecnie sze-
roko rozwinela i znalazla niezwykle wazne zastosowanie w mauce
i technice.

Ostrogradski zywo sie interesowal algebrg i teorig liczb. W roku
1836 wyglosit on w Morskim Korpusie Kadetow obszerny publiczny
cykl wykladéw z tych przedmiotéw, ktory zostal opublikowany w opar-
ciu notatki sluchaczy S. Burczaka i S. Zielenogo pod tytulem Wyktady
z analizy algebraicznej i przestepnej, w dwéch czesciach (1837). Pierw-
sza cze$¢ poSwiecona jest rozwigzaniu réwnan algebraicznych, druga
— teorii funkecji algebraicznych; razem zawierajg one prawie 1¢00
stron. Chociaz algebra znajdowala sie nieco na uboczu od gléwnych
zainteresowan Ostrogradskiego, w pelni przyswoil on sobie wszystkie
najnowsze osiggniecia w tej dziedzinie, w tym réwniez wynik nikomu
woOwczas nie znanych, przez nikogo nie docenianych prac E. Galois’a
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(1811—1832) z teorii grup. W pelni ocenil Ostrogradski takze zna-
czenie podstawowych prac M. Abela w zakresie ogoélnej teorii réw-
nan algebraicznych i przedstawil oryginalny dowo6d stynnego twier-
dzenia Abela (1824) o niemozliwo$ci rozwigzania w postaci ogdlnej
dowolnego réwnania stopnia pigtego i wyzszych za pomocg skonczonej
liczby dziatan algebraicznych.

Szereg wykladéw kursu poswiecono teorii liczb. Byl to pierwszy
w Rosji systematyczny kurs matematyki. Stal on na wysokim pozio-
mie (obejmowal, na przyklad, teorie dwumianowych réwnan Gaussa).
Miedzy innymi wyklady omawialy tablice pierwiastkéow liczb pierw-
szych, mniejszych od 200, o ktérej pochlebnie sie p6ézniej wyrazit P. L.
Czebyszew w swojej Teorii réwnan (1849).

W teorii prawdopodobienstwa i statystyce matematycznej uwage
Ostrogradskiego zwracaly poszczegélne zagadnienia o charakterze
praktycznym. Przykladem moze tu by¢ artykul z 1846 r., przedmio-
tem ktorego jest kontrola jakosci produkcji przemyslowej za pomo-
cag metody wyrywkowej. Zapewne zainteresowanie teorig prawdo-
podobienstwa powstalo u Ostrogradskiego w wyniku pracy w komi-
sji ubezpieczen, gdzie on razem z W. J. Buniakowskim (1804 — 1889)
mieli za zadanie przeprowadzi¢ wszystkie niezbedne obliczenia do prze-
pisow o kasach emerytalnych.

Konczae krotki przeglad prac matematycznych M. W. Ostrograd-
skiego mnalezy podkresli¢, ze ich cecha charakterystyczng jest wysuwa-
nie i glebokie ujmowanie zagadnien podstawowych. Ostrogradski in-
teresowal si¢ prawie wszystkimi aktualnymi problemami matematyki
swych czasé6w. Nierzadko sie zdarzalo, ze on i jego wspodtczesni uzyski-
wali — niezaleznie od siebie — identyczne lub podobne wyniki, w in-
nych przypadkach Ostrogradski pierwszy dokonywal odkry¢, ktore
z kolei powtarzali inni.
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A. T. I'puzopvan
PABOTHI M. B. OCTPOI'PAICKOI'O ITO MATEMATUKE

B craTee ocBelaeTcs BKJAJ KPYNHEMIEro pycCKOro y4y€Horo mnepBoii mosnoBuHbl XIX B.
M. B. Ocrporpaiackoro B 00JIaCTH pa3JIMYHBIX pa3nesioB MaTeMaTuku. OH SIBISETCA aBTOPOM
MHOTHX BaXXHbIX HCCJICIOBAHMN MO BapUAIMOHHOMY HMCYUCIIEHMIO W MaTEeMaTH4YEeCKOMY aHaJA3y.
B craTthe mokazaHo, YTO OCHOBOIMOJIararouye Tpyasl OCTporpaiackoro NpAMBIKAXOT K 3aMeYaTellb-
HbIM uccnenoBanusam JI. Ditnepa (1707—1783), XK. JI. Jlarpamxa (1736—1813), K. ®. T'aycca
(1777—1855), V. P. TFamunbrona (1805—1865), K. SIxo6u (1804—1851), K. Beitepmrpaca (1815—
1897), H. AbGens (1802—1829) u ap.
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L’OEUVRE DE M. W. OSTROGRADSKI DANS LE DOMAINE
DES MATHEMATIQUES

Dans l’article, on a présenté l’apport d’éminent savant russe de la premiére
moitié du XIXe siecle, M. W. Ostrogradski, dans le domaine des mathématiques.
11 était lauteur de plusieurs recherches fondamentales concernant le calcul de
variation et lanalyse mathématique. Dans l’article, on a démontré que les plus
importantes recherches de Ostrogradski ressemblent aux remarquables découvertes
de L. Euler (1707—1783), J. L. Lagrange (1736—1813), C. F. Gauss (1777—1855), W. R.
Hamilton (1805—1865), C. Jacobi (1804—1851), K. Weierstrass (1815—1897), N.
Abel (1802—1829) et des autres.



