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Bogdan Lange
(Gdarisk)

~ Statystyka kwant6éw jako podstawa
dla'interpretacji teoriopoznawczej mechaniki kwantowej

Podjeta przez W.Natansona préba uzasadnienia procedury zastosowa-
nej przez M.Plancka do zagadnienia promieniowania ciala czarnego za-
koriczyla si¢ sukcesem.’ :

W .Natanson jako pierwszy wskazal na konieczno$¢ przyjecia zalozenia
o nierozréznialnosci kwantéw energii i rezygnacji z dotychczasowych
zatozeni filozoficznych. Nalezy tu zaznaczy¢, ze podobna podstawe dla
swojej procedury przyjal znacznie péZniej S.N.Bose.

- W artykule przeprowadzono analiz¢ poréwnawcza prac W.Natansona
i S.N.Bosego oraz podano propozycjg interpretacji wymkow osxagmctych
przez tych autoréw.

Celem artykulu jest weryfikacja przekonania wyrazonego przez wielu
uczonych, m.in. przez L.Infelda, M.Jammera, H.Kangro, A.Hermanna 1
F.Hunda, iz W.Natanson by! blisko sformulowania statystyki Bosego.
Chodzi tu przede wszystkim o uzasadnienie uwagi wyrazonej przez
F.Hunda, iz sposéb obliczania rozkladéw nierozréznialnych czastek, ktéry
wyjasnil W.Natanson w 1911r., jest tym co w nastgpnych latach nazywano
statystyka Bosego.

Wykazano tu, ze ujecie problematyki zwiazanej z teoria Plancka zapro-
ponowane przez W.Natansona stanowi punkt wyjscia dla péZniejszych
koncepcji przedstawiajacych statystyczny charakter fizyki kwantowe;j.
Warto przypomnieé, ze obecnie wszyscy autorzy prac dotyczacych inter-
pretacji statystycznego charakteru fizyki kwantowej przytaczaja (jako
jeden z punktéw wyjscia) ,,statystyke Bosego”. Uwaga ta dotyczy takze
prac N.Bohra, W.Heisenberga i A.Einsteina.
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Wiadystaw Natanson, byt w latach 1910-1911 kontynuatorem dzieta
rozpoczetego przez M.Plancka w 1900 r. L.Infeld tak okreslit role i
znaczenie dzialalno$ci W.Natansona: ,,W pierwszych latach naszego wie-
ku byt jedynym fizykiem teoretycznym w Polsce. Historia fizyki teorety-
cznej w Polsce zaczyna si¢ od profesora Natansona. Jest on jej chlubnym
poczatkiem”l. Jednakze dokladniejsza informacj¢ zawiera uwaga wyra-
zona przez T.Piecha, iz od W.Natansona zaczyna si¢ historia fizyki teore-
tycznej w Polsce, ktéra na przetomie XIX i XX w. najpierw sam, péZniej
ze Smoluchowskim, reprezentowal godnie na terenie migdzynarodo-
wym?Z. Dziatania ktére W.Natanson podjat — zabiegi o poglebienie zro-
zumienia i uzasadnienia procedury zastosowanej przez M.Plancka do
zagadnienia promieniowania ciala czarnego — przyniosly pozytywne
rezultaty. Jako pierwvszy wskazat bowiem w 1911 r. na u§wiadomienie
sobie przez fizykéw koniecznosci przyjecia zalozenia o nierozréznialnosci
kwantéw energii, =¢ bylo podstawa procedury zastosowanej przez
S.N.Bosego w 1924 r.

L.Infeld zauwazyl, ze ,Naukowo byl blisko, bardzo blisko wielkich
odkry¢, np. sformutowania statystyki Bosego™3. »Wladystaw Natanson —
pisze H.Kangro — by! pierwszym, ktéry wskazat na przyczyne¢ z powodu
ktérej statystyka Plancka musi rézni¢ si¢ od statystyki klasycznej™. Z
kolei, zdaniem A.Hermanna, to wiasnie W.Natanson (obok M.Plancka,
A Einsteina, H.A Lorentza i P.Ehrenfesta) nalezal do tych pierwszych,
ktérzy stworzyli podstawy dla glgbszego zrozumienia istoty statystyki
kwantowej®. Wreszcie T.Piech pisze, ze dowodem wielkiej wszechstron-
no$ciielastyczno$ciumystu Natansona byl fakt, ze przyjmowat powstanie
kazdej nowej teorii z entuzjazmem. Tak bylo z teoria Plancka, ktéra
propaguje w monografii pt. ,,Zasady teorii promieniowania” (1912 r.), jak
réwniez z teoriag kwantowa, ktérej studiom po§wigca sig z zapatem juz pod
koniec swojego zycia. Wynikiem tych studiéw sa ,,Pierwsze zasady me-

1 L.nfeld, Moje wspomnienia o Wiadystawie Natansonie, ,,Postety Fizyki”, z. 2, 1958,
s. 136.

2 T.Piech, Fizyka, [w:] Zarys dziejéw nauk przyrodniczych w Polsce, praca zbiorowa,
Warszawa 1983, s. 238,

3 L.Infeld, dz. cyt., s. 136.

4 H.Kangro, Early History of Planck’s Radiation Law, London 1976, s. 219.

5 A.Hermann, The Genesis of Quantum Theory (1899-1913), Cambridge,
Massachusetts 1971, s. 20.
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chaniki undulacyjnej” (1930 r.)0. ,,Natanson w ogoéleinteresowat si¢ kazda
nowa teorig i od razu wiaczal si¢ czynnie w jej rozwdj. Tak bylo z powstala
na poczatku XX w. teorig kwantéw Plancka, a p6Znie _) ¢j mechanika falowa,
ktére wzbogacil szeregiem cennych przyczynkéw’’. Jednakze, wedlu

takich wybltnych znawcOw historii fizyki kwantowej jak np. M. JammerSg
H.Kangro®, E.Hund!?, czy A .Hermann!!, wkiad W Natansona do staty-
styki kwantowej nie zostal dokladnie zbadany i doceniony przez history-
kéw fizyki. Réwniez K.Szymborski zwrécil uwage na fakt, iz dzielo
W. Natansona nie doczekalo si¢ jeszcze nalezytego hnstoryczncgo opraco-
wania! Przykladem ktéry potwierdza te oplme moze by¢ artykut J.We-
yssenhoffa  (poSwigcony  oméwieniu = dzialalno$ci  naukowej
W . Natansona), w ktérym nie wspomina on o wkladzie tego uczonego do
statystyki kwantowej . Réwniez A.Teske, w informacji o dzialalnoSci
W.Natansona, pomija jego wkiad do statystyki kwa.ntowej14 W dalszej
dziatalnosci naukowej Natansona problemy dotyczace interpretacji pod-
staw fizyki kwantowej nie odgrywaly juz pierwszoplanowe;j roli, a nawet
ograniczyly si¢ do incydentalnych wystapien na konferencjachi zjazdach,
w ktérych prezentowat si¢ nadal jako czolowy polski fizyk.

6 T.Piech, Zarys historii fizyki w Polsce, Krakéw 1948, s. 23,

7 T.Piech, Fizyka, dz. cyt., s. 238.

8 MJammer, The Conceptual Development of Quantum Mechamcs, New York 1966,
s.51.

9 H.Xangro, dz. cyt., s. 214-215.

10 F.Hund, The History of Quantum Theory, London 1974, s. 145.

11 A.Hermann, dz. cyt., s. 140-141.

12 K.Szymborski, Relacje teorii i eksperymentu w genezie fizyki kwantowej, Warszawa
1980, s. 66: Tenze, Dzieje polskich badaf w dziedzinie fizyki w latach 1860-1918,
[w:] ,.Studia i materialy z dziejéw nauki polskiej”, seria C, z. 22, 1978, s. 58.

13 J.Weyssenhoff, Dzialalno$¢ naukowa profesora W Natansona, ,Postepy Fizyki”, z.

2, 1958, s. 119-124.

14 A.Teske, Natanson Wiadystaw, [w:] Dictionary of Saennﬁc Biography, editor

Ch.C.Gillispie, New York 1970, vol IX, s. 616-617.
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W kilkana$cie lat po ukazaniu si¢ pracy W.Natansonal® w 1924 r.
wydrukowano w czasopi$mie ,,Zeitschrift fiir Physik” niemieckojezyczng
wersje artykutu hinduskiego fizyka S.N.Bosego (ttumaczona i recenzowa-
na przez A Einsteina)!6, W artykule tym poddat on analizie podstawy
statystycznej procedury Plancka i zastosowat ja do kwantéw §wietlnych.

S.N.Bose sadzi, ze dotychczasowe wywody wzoru na promieniowanie
nie s3 logicznie zadowalajace!”. W zwiazku z tym stosuje on statystyke
do kwantéw §wietlnych (fotonéw) rozmieszczonych w komdrkach przes-
trzeni fazowej o wielkosci A3. Konkretna liczba komérek obsadzona
zostala przez ustalona liczbe kwantéw okre§lonego rodzaju (czgstotliwo-
§ci).

S.N.Bose wprowadza system w ktérym N oznacza liczb¢ kwantéw
$wietlnych nalezacych do przedzialu dv® (posiadajacych czestotliwo$é z
przedziatu dvS). Stawia on pytanie na ile réznych sposob6w mozna roz-
miescié Ng kwantéw (nalezacych do dvS i potraktowanych jako nierozréz-
nialne) w A% rozréznialnych komdrkach. Postawione w ten sposéb
zagadnienie sprowadza on do wyznaczenia liczby réznych rozkiadéw
(Verteilungen) Ng nierozréznialnych kwantéw w AS rozréznialnych ko-
mérkach. . § -

Chcac okresli€ tg liczbg Bose przyjmuje (podobnie jak W.Natanson),
ze p)) komdérek ma energig 0 - hvS (czyli sa wolne), p{ komérek ma energie
1. Av® (jeden kwant), p$ komérek ma energie 2 - AvS (dwa kwanty),
analogiczna sytuacja zachodzi dla pozostatych komérek, a zatem p§ ko-
mérek ma energie r - hvS (r kwantéw).

W ten sposéb zostaje zdefiniowana liczba kwantéw Ny jako suma
iloczynéw liczb obsadzeri kwantami przez ilo§¢ odpowiadajacych im
komérek:

Ns=0pd+1pi+2p3+.., (1)

15 L.Natanson, Uber die statistische Theorie der Strahlung, ,Physikalische Zeitschrift”,
z. 12, 1911, s. 659-666.
Szerzej o tej pracy zob. B.Lange: Znaczenie nierozréinialno$ci kwantéw ener gii przy
wyprowadzaniu formuty Plancka, ,Kwartalnik Historii Nauki i Techniki” 1, 1992, s.
1-12.

16 S.N.Bose, Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese, ,,Zeitschrift fiir Physik”, 26,
1924,s.178.

17 Tamie,s. 178.



Statystyka kwantéw... 127

czyli ogélnie:

Ns=Y 8  gdde r=0123,.. @)

r

Natomiast catkowita liczba komérek w badanym systemie wynosi:

A=Y pf N )

Z drugiej za$ strony, biorac pod uwage wyrazenie na catkowita energie
systemu: .

E=7 Nshv’ @)
S

Podstawiajac wyrazenie (2) na Ng do wzoru (4) otrzymuje on, ze
catkowita energia systemu wynosi:

E=Y [Ym ] &
§ r

Jednakze, w odréznieniu od zalozeri W.Natansona, ktéry przyjat, ze
liczba obsadzen zmienia si¢ od i = 0 do ustalonej warto$ci maksymalnej
i = p (ponadto operowal on jednym przedzialem czgstoéci) procedura
Bosego dopuszcza dowolna liczbe obsadzen, czyli r zmienia si¢ od r =0
do r = e , oraz dowolng liczb¢ przedzialéw czgstosci (s zawiera si¢ w
przedzialeod s =0dos=c).

Dla tak zdefiniowanego systemu Bose okreSla ,liczbe mozliwych
rozkladéw” (Die Zahl der moglichen Verteilungen) przy speilnionych
warunkach (2) i (3): '
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U. A’ ©)
s=
pdipitpht... -
czyli inaczej:
I =o0
A%l
Us_-':n s (7)
r=0 Pr !

Rozklad fotonéw okresla Bose pojeciem ,,Verteilung”. Pojecie to wy-
maga blizszego oméwienia. Pojecie ,,Verteilung” oznacza czynnos¢ roz-
bijania czego§ na czesci (badZ wynik tej czynnosci, czyli rozklad lub
rozdzial) bez wskazania miejsca ich lokalizacji lub bez okreSlenia, o ktére
czgéci chodzi. Natomiast pojecie ,,Anordnung” oznacza ukiad powstajacy
z rozkladu ,,Verteilung”. Tak wiec ,,Anordnung” nalezy rozumie¢ jako
rozklad uporzadkowany. S.N.Bose nie czyni tego rozgraniczenia, ale
kontekst, w ktérym wprowadza poiecie ,,Verteilung” pozwala sadzic, iz
rozumial je jako uklad (rozkiad uporzadkowany) powstajacy z rozkladu
nierozréznialnych kwantéw $wietlnych w rozréznialnych komorach (od-
bieralnikach), czyli w ztiaczeniu ,,Anordnung”. Dlatego tez Bose powinien
uzyé raczej (dla Uy) okre$lenia: ,,Die Zahl der méglichen Anordnungen”,
poniewaz jednak chodzi tu o jedna i ta sama sytuacje fizyczna: ,,Vertei-
lungen — Anordnungen”, o tyle usprawiedliwione jest uzycie okreslenia:
»Die Zahl der moglichen Verteilungen”.

Tak wigc zdefiniowana przez Bosego wielko$¢ U oznacza (podobnie
jak wprowadzona przez Natansona wielko§¢ U) liczbg mozliwych ukla-
déw odpowiadajacych wprowadzonemu rozkladowi przy spelnionych
warunkach (2) i (3). W dalszej rekonstrukcji pogladéw Bosego postugiwaé
si¢ bedziemy pojeciem ,,Verteilung” w znaczeniu Natansona ,,Anord-
nung”, poniwaz w tym sensie wystepuje ono w jego wywodach matema-
tycznych.

Pamigtac jednak trzeba, Ze z odmiennego znaczenia tych terminéw (w
odniesieniu do rozpatrywanej sytuacji fizycznej) Natanson zdawal sobie
sprawe znacznie wezeéniej. W analizie Natansona pojecia ,, Verteilung” i
»Anordnung” nie pokrywaja si¢ semantycznie (znaczeniowo). Ponadto
nalezy zaznaczyc¢, ze brak w pracy Bosego tego rozgraniczenia uniemo-
zliwia mu glgbsze uzasadnienie teoretyczne wybranej metody obliczeri i
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w tym aspekcxe jest cofnigciem si¢ do sytuacji poprzedzajacej ukazanie
si¢ pracy Natansona.

Natomiast prawdopodobieiistwo (Wahrscheinlichkeit) wystapienia do-
wolnego uktadu rozkladéw podanych we wzorze (6) okresla on w naste-
pujacy sposéb: "

A '
"= Hpﬁ'pi'pi' @

Mozemy je réwniez zapisa¢ w postaci:

co prowad21 do formuly Plancka!8.

Wprowadzone przez S.N.Bosego wyrazenie (7) na hczb¢ ukladéw
otrzymywanych w badanym systemie (Die Zahl der moglichen Verteilun-
gen), przy ustalonych warunkach (2) i(3) jest analogiczne do wprowadzo-
nego przez W.Natansona wyrazenia okreSlajacego liczbe kolokacji
(Anzahl der Anordnungen): U(JV;), poniewaz w obu przypadkach podob-
nie zdefiniowano system i rodzaj rozkladu (nierozréznialne kwanty i
rozréznialne komérki). Réznica miedzy tymi wyrazeniami wystepuje
jedynie co do zakresu sumowania, 0 czym byla mowa powyzej. Nalezy tu
zaznaczy¢, ze obie formuly prowadza do wzoru Plancka.

Zwraca na to uwage F.Hund: ,[...] przeliczanie, jakie wyjasnit Natan-
son, odpowiada temu, jakic Bose w péZniejszym czasie zastosowal do
kwantéw $wietlnych (fotonéw), a ktére nosi obecnie nazwe statystyki
Bosego™19,

Por6wnamy obecnie zalozenia wprowadzone przez W.Natansona z
zalozeniami przyjetymi przez S.N.Bosego.

W obu przypadkach system sklada si¢ z odréznialnych odbieralnikéw
energii (u Natansona — ,naczyii”, a u Bosego — ,komdrek”) oraz

18 Tamze, s. 180.
19 F.Hund, dz. cyt,, s. 30.
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nieodréznialnych jednostek energii (u Natansona — ,,energii”, a u Bosego
— ,.kwantéw $wietlnych”). W podobny sposéb okreslony zostal rodzaj
rozkladu, wyznaczony przez cztery warunki:

1. Liczba rozréznialnych komérek (odbieralnikéw energii) wynosi:

(Natanson)
i=p
N=Y Ni (10)
i=0
(Bose)
ZPr (11)

gdzie i, 1, p, sa to liczby obsadzen, p§ , N; , — liczby odbieralnikéw

zawierajacych kwanty. Przypommamy, Zze u Natansona nie wystchJe
wskaznik s, gdyz posluguje si¢ on jednym przedzxalem energii.

2. Liczba kwantéw zawartych w rozrozmalnych komérkach (odbiorni-
kach energii) wynosi:

: (Natanson)

i=p
=Y iN (12

(Bose)

Ns=y 7 (13)
r=0

gdzic‘ n, N5 oznaczaja liczbe kwantéw.
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3. Energia calkowita systemu kwantéw wynosi:

(Natanson)

i=p
E=[)i-Nilhv  (14)
i=0

(Bose)

E=[Y mpr1hv” (15)
; r=0

4. Liczba rodzajéw ukladéw uzyskiwanych dla rozréznialnych komé-
rek i nierozréznialnych kwantéw jest réwna:

(Natanson)
i=pN'
U =15~ e -
=& Nyl
i=0
(Bose)
r=o0 S'
vs=[1 %> (a7
,.=0Pr!

Przeprowadzona przeze mnie analiza i por6wnanie wykazuja,ze proce-
dury zastosowane przez W.Natansona i S.N.Bosego sa identyczne. Dlate-
go tez racje ma F.Hund stwierdzajac: ,Statystyka Bosego kwantéw
§wietlnych stanowifa wczes$niej stosowana przez Plancka statystyke kwan-
téw energii i prowadzita do wzoru Plancka na promieniowanie. Natomiast
spos6b obliczania rozkladéw nierozréznialnych czastek, ktéry wyjasnit
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Natanson juz w 1911 r, w nastepnych latach nazwano statystyka Bosego
(rozwazania Natansona zostaly catkowicie zapomniane po roku 1924)” 0

Nalezy zaznaczyé, ze A.Einstein zgadzal si¢ catkowicie z wynikami
ogloszonymi przez Bosego i podkreslitich znaczenie stwierdzajac: ,,Boses
Ableitung der Planckschen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen
wichtigen Fortschritt”2!, Nie poinformowat jednak zarazem, iz do rezul-
tatdw zbieznych z ujeciem Bosego doszedt Natanson h]kanaﬁcle lat
wczesniej.

Jak wiadomo, A.Einstein brat udziat w I Kongresie Solvayowskim w -
1911 r. i odegrat (wraz z M.Planckiem, H.A.Lorentzem, J.Jeansem i
P. Langevmcm) pierwszoplanowa rol¢ w dyskusji nad zagadnieniem pro-
mieniowania™?2, Mozna przypuszczad, ze Einstein dokladnie zapoznal si¢
z artykulem M.Plancka i zetknal si¢ z wyrazong tam uwagg o pracy
W .Natansona.

- Wydaje sig, Zze przyczyna pominigcia anahzy W.Natansona przez Ein-
steina byl fakt, iz problematyka zwigzana z uzasadnieniem procedury
Plancka nie budzila juz w latach dwudziestych tych watpliwosci, jakie
wczesniej prébowali wyjasni¢ M.Planck, P.Ehrenfest, W.Natanson, a
takze sam Einstein oraz wielu innych fizykéw.

Czy Bose zetknat si¢ z nazwiskiem Natansona i czy znal jego analizg
metody obliczeri Plancka — trudno dzis$ ustalié.

20 Tamze,s. 145. _
21 A Einstein, Anmerkung des Ubersetzers, ,Zeitschrift fiir Physik”, 26, 1924, s. 181.
22 AEinstein, WypowiedZ [w:] Die Theorie der Strahlung und der Quanten

Verhandlungen auf einer von E.Solvay einberufenen Zusamenkunft (30 October bis
3 November 191: ), Halle 1914, s. 95-108.



