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Wiestaw Wéjcik
(Sosnowiec)

ZASTOSOWANIE METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW
W ANALIZACH Z ZAKRESU HISTORII I FILOZOFII MATEMATYKI

WPROWADZENIE

Imre Lakatos — jeden z wybitniejszych wspéiczesnych filozoféw nauk — bu-
dowat swoja filozofi¢ w opozycji do tendencji neopozytywistycznych. Tendencje
te Swigcily swéj triumf w latach trzydziestych XX wieku oraz w pierwszych latach
po drugiej wojnie §wiatowej. Zatamanie si¢ neopozytywizmu nastapito na przeto-
mie lat pigédziesiatych i szeSédziesiatych. Jedna z postaci, ktdra przyczynila si¢
do przezwycigzenia neopozytywizmu, byt na pewno Imre Lakatos. Na poczatku
swojej dziatalnos$ci na polu filozoficznym zajat si¢ Lakatos filozofia matematyki.
PéZniej rozpoczat badania w zakresie filozofii nauki rozumianej bardziej ogélnie,
a rozwazania z zakresu filozofii matematyki pozostawil w duzZym stopniu niedo-
koficzone i niedopracowane [11], [12].

Jednak pewne odkrycia i spostrzezenia, mimo swojej niepetnosci,maja duze
znaczenie w przetamaniu stereotypu patrzenia na matematyke, jak na formalny,
logiczny ukfad struktur budowanych na niezbitych podstawach (w duzym stopniu
zostat dowartosciowany przez Lakatosa proces tworczy). Wystgpowat wigc ostro
przeciwko logicystom i formalistom (por. Wstep do [11]). Uznawal, Ze filozofia
matematyKi jest nierozdzielnie zwiazana z historia matematyKki i jedna bez drugiej
nie ma wigkszego sensu.

W celu ukazania tego zwiagzku poddat analizie filozoficzno-historycznej hipo-
tez¢ Eulera-Descartesa oraz hipotezg Leibniza [15]. Na przyktadzie ewolucji tych
hipotez ukazat narodziny nowej metody badan matematycznych. Metoda ta zostata
odkryta w XIX wieku, a do jej odkrycia przyczynili si¢ Cauchy, Abel i Seidel.
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Lakatos poddaje analizie t¢ metod¢ patrzac na jej rodzenie si¢ w kontekscie
historycznym. Nie analizuje natomiast tego, w jaki sposéb metoda ta stala si¢
czgscig matematyki, wytwarzajac nowy nurt badawczy (dzigki niej powstato wiele
nowych dzialéw matematyki). Metoda ta zostata nazwana przez Lakatosa metoda
»dowodéw i kontrprzyktadéw” (proofs and refutations).

W pracy tej chcialbym ukazaé znaczenie wykorzystanej przez Lakatosa me-
tody dowoddw i kontrprzyktadéw dla badan w zakresie historii i filozofii matema-
tyki. Wykorzystam t¢ metod¢ przy analizie powstania matematycznych pojeé
miary i wymiaru oraz wnikajac w filozoficzne aspekty tych poj¢c. Analiza ta da
zarazem pelniejsze zrozumienie metody dowodéw i kontrprzyktadéw i pozwoli na
sprecyzowanie istoty nowych badan, ktére dokonywaly i dokonuja si¢ w matema-
tyce w ramach przedstawionej metody.

ANALIZA METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW
POWSTANIE METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW

Zanim przejdg do przedstawienia metody dowodéw i kontrprzyktadw, cheiat-
bym zwrdci¢ uwage na pewien specyficzny i istotny dla naswietlenia dalszych
rozwazan fakt zwigzany z historia matematyki XIX wieku. Fakt ten wiaze si¢
z préba, uscislenia podstaw analizy matematycznej. Proba ta wystapita z petna sita
w pierwszej potowie XIX wieku.

Wiek XVII i XVIII to okres mtensywnego rozwoju analizy (po pracach
Newtona i Leibniza), bez zwracania zbytniej uwagi na jej podstawe. Kiedy jednak
rozrastajacy si¢ gmach analizy matematycznej zaczal natrafia¢ na trudne do
rozwiazania problemy i wewngtrzne sprzecznosci, uznano, ze nalezy okreslic
podstawowe poje¢cia analizy, podac ich Sciste definicje i na tej podstawie przepro-
wadza¢ dopiero dalsze rozwazania oraz formutowac i dowodzi¢ twierdzenia. Ten
okres rygoryzacji przebiegal pod hastem ,arytmetyzacji analizy”. Wielu wybit-
nych matematykdw, takich jak: Cauchy,Abel,Bolzano, Riemann, Weierstrass itd.,
brato w tym udzial{4]. Wtedy to podano definicje ciaglosci, granicy, funkcji, cakki,
pochodnej itd. Program ten w duZej mierze przebiegal w ramach nowozytnego
paradygmatu naukowosci. Jest jednak przynajmniej jeden element ktory poza ten
paradygmat wykraczal — zwiazany jest on z metoda dowodow i kontrprzyktadéw.

W celu naszkicowania analizy odkrycia metody dowodow i kontrprzyktadéw
zaczng od przedstawienia prawa ciaglosci Leibniza, ktore brzmi:

»W kazdym domniemanym przejSciu, koiczacym sig na jakims kresie, dozwo-
lone jest ustanowienie pewnego ogélnego rozumowania, ktérym objaé¢ mozna
takze koficowy kres”[15].
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Prawo to stanowi jedna z podstawowych zasad filozoficznych, na ktérych
opierat si¢ Leibniz tworzac rachunek ,nieskoficzenie matych”. Z prawa tego
wynika (oczywiscie przy odpowiedniej interpretaciji), iz pojgcie granicy jest zalez-
ne od pojecia ciaglodci (tzn. pojgcie granicy powinno byé takie, aby ciaglo$é
w przejsciu granicznym byla zachowana), a ,nieskoficzenie mata” (r6zniczka)
musi by¢ liczba, jako wielko$¢ otrzymana w wyniku granicznego przej$cia wiel-
kosci liczbowych.

Cauchy natomiast odwrdcil ten warunek, uzalezniajac pojecie ciaglosci od
pojecia granicy. Poza tym, pracujac nad nadaniem $cislej postaci analizie matema-
tycznej, definiuje pojecie granicy i ciaglosci oraz prébuje poda¢ dowdd tzw.
hipotezy Leibniza, ktorag mozna traktowac jak matematyczna wersj¢ prawa ciaglo-
$ci — granica ciagu funkcji ciaglych jest funkcja ciagla [7].

Przez caly czas hipoteza ta uznawana byla za niewatpliwie shuszng i nie
wymagajaca dowodu. I dopiero kiedy Cauchy podat definicj¢ ciagltosci okazato
si¢, ze istnieje jednak potrzeba dowodu tej hipotezy. W kontekscie definicji
ciaglosci Cauchy’ego (jak réwniez definicji granicy i ustalenia pojecia funkcji)
hipoteza ciaglosci wychodzita z gaszcza przedzatozei filozoficznych i uzyskiwata
matematyczng postac. Cauchy podal dowdd tej hipotezy — dowdd okazatl sig
»btedny”. Okazalo si¢ rowniez, iz pewne funkcje Fouriera [9], reprezentowa-
ne przez szeregi trygonometryczne, sa nieciagle w sensie ciaglosci Cauchy’ego,
a wigc stanowia kontrprzyktady pierwotnej hipotezy. Doktadna analiza dowodu
Cauchy’ego, dokonana przez Seidela (por. dodatek 1, [11]), wykryta lemat odpo-
wiedzialny za to, iz (pozornie) stuszne rozumowanie, oparte na prawdziwych
zalozeniach, prowadzi do fatszywych wnioskéw. Ten ,,winny” lemat zwiazany byt
z pojeciem jednostajnej zbieznosci. Ta zbieznos$¢ nie wystgpowata w przyktadach
Fouriera. Wystarczylo wigc dotozy¢ do zatozei wymaganie jednostajnej zbiezno-
Sci i rozumowanie uzyskiwato poprawnos¢. Hipoteza ciaglosci zostata wigc za-
chowana, tylko uzyskata nowe znaczenie.

Mozna powiedzieé, ze w dowodzie Cauchy’ego nie bylo bledu, lecz brak
istotnego pojecia. ,,Blad” w dowodzie oznaczat wigc, Ze to puste miejsce musi by¢
czyms zapehnione, domagat si¢ poj¢cia jednostajnej zbieznosci. ,,Bt¢dne” dowody
mozna wigc uwazac za generatory poj¢¢ matematycznych.

Istotne w tym przykladzie jest to, iz, wedlug Lakatosa, Seidel po raz pierwszy
w sposGb wyrazny zastosowat w rozumowaniu metodg ,,proofs -and refutatins”,
w odréznieniu od czesto wéwczas stosowanej metody ,,exception-barring”. I tak
na przyklad Abel, po analizie dowodu Cauchy’ego (wedtug niego poprawnego)
oraz kontrprzyktadéw Fouriera, chcac zachowac ,,czystos¢” matematyki, propo-
nowal ograniczyc badania tylko do szeregéw potggowych, ktérych kontrprzyktady
nie dotyczyly. Tym samym stosowat metodg ,,exception-barring”. Metoda ta nie
jest tworcza, chociaz pozwala zachowaé poprawnos¢ rozumowan i wnioskow
—nie prowadzi jednak na ogét do nowych wynikow, ograniczajac czasem w sposéb
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zbyt drastyczny pole badan. Natomiast w metodzie ,,proofs and refutations” nie
ogranicza si¢ pola zasiggu zaprzeczonego przez kontrprzyktady twierdzenia, lecz
wzbogaca si¢ rozumowanie (dowéd) o nowe pojgcia. Stanowia one jakby nowe
»cegly” zapetniajace luki w budowli dowodu.

OPIS METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW

Po odkryciu Seidela metoda dowodow i kontrprzyktadéw weszta do matema-
tyki jako jedna z ,,oficjalnych” metod badawczych i znalazta si¢ w sferze uzasad-
nien matematyki. Okazata si¢ bardzo ptodna heurystyka, wystepujac przeciwko
euklidesowemu stylowi uprawiania matematyki, tzn. poddata w watpliwos¢ fakt,
ze komplikowanie aksjomatéw i pierwotnych poj¢¢ (W postaci twierdzef) ma
prowadzi¢ do sukces6w matematyki w ujmowaniu rzeczywisto$ci. Okazuje si¢, ze
w kryzysowych i zarazem twdrczych okresach rozwoju matematyki metoda kom-
plikowania aksjomatoéw 'nie daje post¢pu, lecz zaczyna blokowaé prawdziwie
twodrcze badania. To sugeruje, Ze pod pozornie przewodnia metoda euklidesowa
tkwia inne metody, ktore rzadza rozwojem matematyki. Istota tych metod jest
zawarta w metodzie dowodow i kontrprzyktadéw i polega na wysuwaniu §miatych
hipotez, podawaniu kontrprzyktadéw, probnych dowodéw itp. Kontrprzyklady nie
obalaja hipotez, lecz walcza o swoje uznanie. W momencie, gdy zostana uznane,
zmieniaja sens przyjmowanych hipotez, wrgcz wytwarzaja nowe teorie niefor-
malne. Celem dziatalnosci tworczej w przypadku stosowania metody dowodow
i kontrprzyktadéw nie jest otrzymanie twierdzenia (hipoteza tak naprawd¢ nigdy
nie staje si¢ twierdzeniem), ktére wzbogacitoby matematyke¢ o nastgpny nieomylny
i niezbity fakt, lecz ewolucja hipotez i ,wychwycenie” szczegdlnie ptodnych
kierunkéw badani.

Wynika stad, Ze nie do utrzymania jest podzial na kontekst odkrycia i kontekst
uzasadnienia, zupelnie wyczerpujacy przestrzei funkcjonowania dziatalnosci na-
ukowej. Metoda dowodéw i kontrprzyktadéw nie jest umieszczona ani w jednym,
ani w drugim kontekscie. Jest ,logicznym” wzorem post¢pu nauki, lecz zarazem
kieruje procesem twérczym matematyka i zamienia czg¢sto przypadkowe techniki
mysSlenia na formalne procedury dowodowe.

W swoich pdzniejszych pracach Lakatos wprowadza poj¢cie programu badaw-
czego, ktory oznacza pewien ciag rozwijajacych sig teorii naukowych, w ramach
ustalonych metod i zatoZeii. Pojgcie to powstato w ramach badan majacych na celu
podanie kryterium pozwalajacego odrézniac teorie naukowe od nienaukowych.
Lakatos kontynuowal pewne idee Kuhna i Poppera, a niektére z nich krytykowat,
np. odrzucat ide¢ rewolucji naukowych Kuhna i zauwazyt, ze w rzeczywistosci
mamy do czynienia z mikrorewolucjami w waskiej dziedzinie nauki, a rewolucje
zdarzaja si¢ niezmiernie rzadko. Odrzucil réwniez tez¢ Poppera méwiaca, Ze teoria
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jest tym bardziej naukowa, im wigcej zakazuje. Wedlug Lakatosa Zadne prawa
naukowe niczego nie zakazuja. Zawsze mozna uzgodnic teori¢ ze zdaniami obser-
wacyjnymi, wprowadzajac dodatkowe hipotezy ad-hoc czy pojgcia. W ten sposéb
powstata koncepcja programéw badawczych — wedlug Lakatosa badamy i oce-
niamy nie pojedyncza teorig, lecz program badawczy, ktdry sklada si¢ z pewnego
ciagu teorii. To, co jest niezmiennikiem przy przejSciu od jednej teorii do drugiej,
to tzw. twardy rdzei”. Wokét niego znajduje si¢ pas ochronny, w ktérym
dokonujemy modyfikacji zgodnie z przyj¢tymi regutami metodologicznymi. Za-
wsze kolejna teoria musi wyjasniac to, co wyjasniala poprzednia i ponadto prze-
widywac nowe zjawiska. Poza tym pas ochronny trzeba budowa¢ tak, aby nie
naruszy¢ twardego rdzenia. Jesli program badawczy realizuje te zaloZzenia meto-
dologiczne, to jest postgpowy, inaczej degeneruje sig [13].

Pomimo Ze Lakatosowi przy koncepcji programéw badawczych chodzito
giéwnie o teorie przyrodnicze, to w procesie rozwoju matematyki mozna réwniez
wysledzi¢ pojawienie si¢ i rozwdj pewnych programéw badawczych. Takim
programem byla np. matematyka rozpoczynajaca si¢ od Kartezjusza w ramach
metody analitycznej.

Réwniez w oparciu o metod¢ dowoddéw i kontrprzyktadéw powstat program
badawczy w matematyce. Istota tego programu polegala na definiowaniu
pewnych struktur matematycznych (np. granicy czy calki) i szukaniu tych
poje¢ (wlasnosci), ktore daja sie umiesci¢ w tych strukturach. Ponadto, jesli
mamy uklad elementéw i dokonamy na tych elementach pewnej ,,nieskoriczo-
nej’”’ operacji (np. przejscie do granicy lub utworzenie z nich jakiejs nowej
struktury), to element, ktory otrzymamy jako wynik tej operacji, moze miec
zasadniczo inne wlasnosci niz elementy wyjsciowe. W tym nurcie zaczegly wigc
intensywnie powstawaé nowe pojgcia — w ten sposéb powstato np. pojgcie jedno-
stajnej zbieznos$ci czy pojecie miary stworzone w ramach badan nad catka Rie-
manna.

ANALIZA POWSTANIA WSPOLCZESNEGO POJECIA MIARY

CALKA RIEMANNA

W poprzednim paragrafie przedstawilem krétko histori¢ powstania pojgcia
jednostajnej zbieznosci. Obecnie chciatbym zajac si¢ analiza powstania pojg-
cia miary. Poniewaz odkrycie to zostalo dokonane w ramach metody dowodéw
i kontrprzyktadéw, mysle, Ze analiza ta da peniejszy wglad w istot¢ programu
badawczego powstatego w oparciu o t¢ metodg.

W tym celu wré¢my do idei catki Leibniza, ktora sktada si¢ z dwoch istotnych
elementow:
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1) Catka jest definiowana i rozumiana niezaleznie od pochodnej — inaczej niz
u Newtona, ktéry uwazal, Ze przez catk¢ nalezy rozumie¢ wylacznie funkcje
pierwotna.

2) Catka jest rozumiana jako ,nieskoficzona suma nieskonczenie matych”.

Idea calki Riemanna nawiazywata do pierwszego elementu koncepcji catki
Leibniza, natomiast odrzucata element drugi [22]. Przeanalizujmy dokladnie;j t¢
kwestie.

Catka Riemanna powstata w nurcie badan nad szeregami Fouriera. Problem,
ktére funkcje mozna przedstawic¢ w postaci szeregu Fouriera, wigZe si¢ z proble-
mem catkowalnosci, poniewaz wspétczynniki rozwinigcia tego szeregu wyrazaja
si¢ przy pomocy catek. A poniewaz istnialy rozwinig¢cia funkcji nieciaglych,
badania poszty w kierunku zbadania, na ile funkcja moze by¢ nieciagla, aby wzory
zachowywaty jeszcze swoja waznos¢. Badanie te prowadzit Dirichlet. W pracy
z roku 1829 podaje warunek, ktéry w dzisiejszej terminologii stwierdza, ze
catkowalne sa funkcje, ktérych zbiér punktéw nieciagtosci jest nigdziegesty [16].

W 1854 roku badania te podejmuje Riemann [22]. Riemann post¢puje zgodnie
znowym programem badawczym. Poniewaz chce znaleZ¢ kryterium, ktére méwi-
toby jakie funkcje mozna catkowaé, postanawia ustali¢ najpierw definicj¢ catki
(zgodna z ideg pojgcia granicy) i przyjaé t¢ definicj¢ jako punkt wyjscia dalszych
rozwazan. Tym samym nawigzuje do pomystu Leibniza, aby traktowac catke
niezaleznie od poj¢cia pochodnej. Kryterium catkowalnosci podane przez Rieman-
na jest nastgpujace:

»Jesli funkcja f jest skoficzona i przy nieograniczonym zmniejszaniu wszy-
stkich danych wielkosci suma tych przedziatéw, w ktdrych wahania funkcji sa
wigksze niz dana wielkos$¢, koniecznie staje si¢ dowolnie mata, to suma s [5] dazy
do granicy, kiedy wszystkie & staja si¢ dowolnie mate” ([22], s. 227).

Kryterium to pokazuje, jaka musi by¢ natura funkcji, ktére mozna catkowac,
a tym samym, jaki musi by¢ zbiér punktéw nieciagtosci funkcji catkowalne;j.
Warunek ten pokazuje jasno, Ze zbidr ten musi by¢ ,na tyle maty”, aby suma
dhugosci tych przedziatéw, ktore zawieraja wszystkie punkty nieciaglosci, byta
dowolnie mata, gdy zaggszczamy. podziat przedziatu, na ktérym catkujemy. Wy-
nika to z tego, ze wiasnie przedziaty, na ktérych wahania (przy dostatecznym
zaggszczaniu podziatu) sa wigksze od dowolnego o, sa przedziatami zawierajacy-
mi punkty nieciagtodci funkcji. Stad warunek catkowalno$ci Riemanna niesie ze
sobg intuicj¢ pojecia wielkosci.

EWOLUCJA MIARY

We wspomnianej pracy Riemann (s. 228) podaje przyktad nast¢pujacej funkcji:
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[eo]
foo= S 12,
n=1 B
przy czym [x] oznacza réznic¢ pomigdzy x i najblizsza mu liczba catkowita.
Natomiast, jesli x lezy doktadnie posrodku przedziatu, pomigdzy dwiema kolejny-
mi liczbami catkowitymi, to wéwczas [x] oznacza zero.

Funkcja ta jest skoficzona, a zbiér jej punktéw nieciaglosci jest ,,duzy” (nie-
skoniczony). Jednak funkcja ta speinia warunek catkowalnosci, a to znaczy, ze zbiér
jej punktéw nieciaglodci jest ,,maty”. Byla to sprzecznosé, ktdra doprowadzita do
badan nad poj¢ciem funkcji rzeczywistej i ciaglosci. Chodzito migdzy innymi
o to, aby ustali¢ i uja¢ matematycznie niesciste (jak si¢ teraz okazato) pojecie
wielkosci. Z jednej strony badania te doprowadzily do podania definicji ,,wielko-
Sci” (skoficzonych i nieskoficzonych) i stworzenia przez Cantora teorii mnogosci.
Z drugiej strony poprzez analizy Stolza, Harnacka, Cantora, Peano, Jordana,
Borela i Lebesgue’a otrzymano poj¢cie miary, ktdre stato si¢, migdzy innymi,
idealnym narz¢dziem do podania warunku koniecznego i wystarczajacego catko-
walnosci funkcji w sensie Riemanna — funkcja jest catkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér jej punktow nieciaglosci jest miary zero.

Jednym z pierwszych etapéw ewolucji pojgcia miary jest miara Cantora [6].
Dla dowolnego zbioru ograniczonego E C R i liczby p Cantor definiuje otoczenie
V(p) zbioru E: '

V(p) = {xER" : d(x, E) < p}.

Cantor uwaza, ze pole tego otoczenia mozna policzy¢ przy pomocy cat-
ki, chociaz nie podaje jak. Przez miar¢ zbioru E rozumie kres dolny pdl otoczen
zbioru E.

Jednak ta miara nie rozr6znia danego zbioru oraz tego zbioru po domknigciu
(w obu przypadkach otrzymujemy te same miary) —z tego wynika, Ze miara ta nie
jest addytywna. Poza tym nie wiadomo, jak liczy¢ pola otoczen.

Dlatego Peano [18] i Jordan [10] ulepszaja poj¢cie miary Cantora. Robia to
W nastepujacy sposob:

1) Zastgpuja ogdlne pojecie otoczenia skoficzona suma, kostek.

2) Wprowadzja miarg wewng¢trzna m(E) zbioru E:

m(E) = m(I) \ m(I\ E),
przy czym E C I, gdzie [ jest kostka n-wymiarowa, a miar¢ Cantora nazywaja miara,
zewngtrzng zbioru.
3) Za zbiér mierzalny uwazaja zbidr, ktérego miara wewngtrzna jest réwna
mierze zewngtrznej.
Te zmiany okazuja si¢ fundamentalne. Przede wszystkim, tak otrzymana miara
jest juz addytywna oraz istnieje metoda jej obliczania.



28 W. Wéjcik

Nie wszystkie ,sprzecznosci” zostaly jednak dzigki temu pojeciu usunigte.
Zauwazmy, Ze miara wewngtrzna nie uwzglednia brzegu zbioru, natomiast miara
zewngtrzna ujmuje zbior wraz z jego brzegiem. Stad wniosek, ze jesli zbiér ma
duzy, w sensie miarowym, brzeg, to wéwczas jest niemierzalny w sensie Peano-
Jordana. Innymi stowy, addytywno$¢ miary jest osiagnigta dzigki wyrzuceniu
zbioréw o duzym brzegu. Jednak koszt uzyskania addytywnosci jest zbyt duzy
— bardzo wiele zbioréw zostaje poza zasi¢giem tej miary (sa niemierzalne).
Przyktadowo istnieja niemierzalne zbiory otwarte i domknigte ograniczone [23]
oraz niemierzalny jest zbior liczb wymiernych zawartych w dowolnym przedziale.

W celu ominigcia tej trudnosci Borel [2] proponuje traktowa¢ miarg zbioru
otwartego jako sume¢ miar jego skladowych wychodzac ze znanego faktu, ze
dowolny zbior otwarty jest przeliczalna suma roztacznych przedziatéw — sktado-
wych. To nasung¢to Lebesgue’owi mysl [14], aby w koncepcji miary Peano-Jordana
zastapi¢ skofczong sumg kostek, pokrywajacych dany zbior, suma przeliczalna.
W tym momencie poj¢cie miary uzyskato whasciwa postac i zaczeto zy¢ wlasnym
zyciem, tworzac nowy dzial matematyKi [3].

METODA BADAWCZA POINCAREGO
METODY DOWODOW I KONTRPRZYKLADOW

KROTKI OPIS METODY BADAWCZEJ POINCAREGO

Francuski matematyk, fizyk i filozof, Henri Poincaré, byl w duzym stopniu
zafascynowany programem erlangenskim F. Kleina [21]. Uwazat, Ze poj¢cie grupy
oraz niezmiennika ma podstawowe znaczenie dla matematyki. Tym poj¢ciom
przypisywat zasadnicza rol¢ we wszelkim poznaniu. Sadzil, Ze poj¢cie grupy
»preegzystuje w umysle ludzkim” i okresla pewng aprioryczng struktur¢ umyshu
([19)],s. 77). Ta aprioryczna struktura stanowi formg¢ poznania [8]. Swiat, wedtug
Poincarégo, ma swoja wiasna, obiektywna, niezalezna od umysthu strukture, ktora
przyjmowana jest przez umyst w sposéb przedrefleksyjny (por. [25], [17]). Pozna-
nie, a wigc wszelkie Swiadome ujgcie struktury $wiata, mozliwe jest wylacznie
w ramach poj¢cia grupy. Program klasyfikacji geometrii Kleina ukazuje, jak dzigki
pojeciu grupy wylania si¢ dana struktura geometryczna (dana geometria powstaje
jako teoria niezmiennikéw okreslonej grupy przeksztalcen). Pojecia grupy oraz
niezmiennika stanowig u Poincarégo centralny element apriorycznych struktur
poznawczych [27].

W swoich pracach Poincaré analizuje znaczenie indukcji matematycznej dla
powstawania wiedzy matematycznej. Z tych analiz wynika, ze pojgcie indukcji
matematycznej jest przez niego uzywane w znaczeniu bardzo ogélnym i nieprecy-
zyjnym i praktycznie petni rolg zasady, dzigki kidrej powstaja ,,istotne” pojgcia
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matematyczne. T¢ zasadg, ktdra jest drugim elementem apriorycznych struktur
poznawczych, nazwe¢ zasada indukcji apriorycznej — nadbudowywuje si¢ ona
nad pierwszym elementem. Funkcjonowanie tej zasady polega mig¢dzy innymi na
uswiadomieniu sobie przez umyst mozliwosci wykonania danej operacji nieskoni-
czenie wiele razy. Przykladem dziatania tej zasady jest wspomniana wczesniej
zasada ciagtosci, jak réwniez zasada indukcji matematycznej czy wszelkiego typu
definicje rekurencyjne.

POWSTANIE POJEC CONTINUUM I WYMIARU

Przyjrzyjmy sig, jak w oparciu o przedstawiong metod¢ badawcza powstaja
pojecia matematyczne. Postuza do tego pojecia continuum i wymiaru analizowane
przez Poincarégo ([19], s. 21-34). Analiza ta ukaze zarazem, Ze metoda badawcza
Poincarégo tkwi w programie badawczym wyznaczonym przez metod¢ dowodéw
i kontrprzykladow.

Punktem wyj$cia do powstania pojgcia continuum jest pojecie grupy liczb
catkowitych oraz formuta continuum fizycznego. Formuta continuum fizycznego
wyraza si¢ w nastgpujacy sposob:

A=B,B=C,A<C,

gdzie A, B, C sa wielkosciami pewnych cial, przy czym ciata A i B (jak réwniez
B i C) maja wielko$ci nierozréznialne w ramach danego doSwiadczenia, natomiast
wielkosci ciat A i C sa juz rozréznialne [28]. Ta formuta prowadzi jednak do
sprzecznosci (B < B). Struktura continuum fizycznego jest uyymowana przez umyst
w trakcie do§wiadczenia. Umyst dokonuje procesu uniesprzecznienia tej struktury.
Tym, co uniesprzecznia formulg continuum fizycznego, jest powstate w czasie tego
procesu continuum matematyczne. Tym, co niezb¢dne w tym procesie, jest pre-
egzystujace w umysle pojecie grupy (jak réwniez zasada indukcji aprioryczne;j).

Przeanalizujmy jak dokonuje si¢ ten proces. WeZmy dwie wielkosciA i C
z powyzszego przyktadu i przyporzadkujmy je dwém kolejnym liczbom catkowi-
tym.

Wtedy zgodnie z formula continuum fizycznego moze istnie¢ ,,migdzy” licz-
bami A i C liczba odpowiadajaca wielkosci B. Zgodnie z zasada sprzecznosci ta
liczba musi by¢ jednak r6zna od liczb A i C. ,Migdzy” dowolnymi liczbami
catkowitymi pojawia si¢ wiec nowa, rézna od nich liczba. Bez pojgcia continuum
fizycznego to ,,mi¢gdzy” nie miatoby Zadnego sensu. Dwie kolejne liczby catkowite
»Stykaja si¢” ze soba — majac do dyspozycji wytacznie grupg liczb catkowitych
stwierdzamy, Ze na przyklad liczba 2 nastgpuje bezposrednio po liczbie 1.

Natomiast mozliwo$¢ umieszczania mi¢dzy dwoma dowolnymi liczbami
calkowitymi nowej liczby wynika z tego, Ze liczby te maja struktur¢ grupy
— umieszczajac nowgq liczb¢ migdzy, na przyktad, liczbami 1 i 2 mamy automaty-
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cznie t¢ operacj¢ wykonang dla dowolnych liczb k i k + 1 (wystarczy przesunaé
przedziat [1, 2] o liczbg k — 1). Dzigki zasadzie indukcji apriorycznej t¢ operacj¢
wstawiania liczb posrednich migdzy dwie kolejne juz otrzymane liczby mozemy
kontynuowacé w nieskoniczonos¢. W ten spos6b powstaje continuummatematyczne
I rzgdu (jak nazywa je Poincaré) — jest to zbi6r liczb wymiernych.

Liczby wymierne usungly wigc sprzecznos¢ wynikajaca z formuty continuum
fizycznego. Traktujac jednak lini¢ geometryczng jako continuum wymierne do-
chodzimy réwniez do sprzecznosci. Dwie dowolne linie rozumiane jako twory
fizyczne (tzn. majace szerokos$¢) przecinaja si¢ w pewnym ,,punkcie” (rozciagltym,
majacym dhugos¢ i szerokos¢). Gdy przechodzimy do granicy, zmniejszajac do
zera szeroko$C tych linii, to wlasno$¢ przecinania si¢ powinna si¢ zachowac
(zauwazmy, Ze korzystamy w tym rozumowaniu z zasady ciaglosci, ktora jest
przyktadem dziatania zasady indukcji apriorycznej). Sg jednak przypadki, w kt6-
rych linie jako twory fizyczne przecinajg si¢, a w granicy nie (np. okrag wpisany
do kwadratu i przekatna tego kwadratu si¢ nie przecinaja, jesli traktujemy rozpa-
trywane linie jako continuum wymierne). Jest to sprzeczno$¢ (mozna ja rozumiec
jako sprzecznos¢ z zasada ciagto$ci), ktora rozwiazuje wprowadzenie liczb niewy-
miernych. Otrzymane w ten sposob liczby rzeczywiste to continuum matematycz-
ne II rze¢du.

Zauwazmy, Ze poj¢cie liczb rzeczywistych (prostej rzeczywistej) nie rozwia-
zuje jednak wszystkich sprzecznosci. Wr6émy do rozpatrywanych powyzej linii
fizycznych przecinajacych si¢. W tym przypadku zbiorem przecigcia si¢ tych linii
jest pewien obszar majacy dwa wymiary: dtugo$¢ i szerokos$¢ (tak samo jak
rozpatrywane linie). Zmniejszajac szerokos¢ rozpatrywanych linii do zera powo-
dujemy zarazem, Ze oba wymiary obszaru przecigcia (dhugos¢ i szerokos¢) redu-
kujg si¢ do zera. Linie matematyczne nie posiadajace szerokosci (tylko dhugos¢)
przecinaja si¢ w punkcie (ktory nie posiada ani szerokosci, ani dtugosci). Do tego
wigc, aby podzieli¢ continuum matematyczne jednowymiarowe (majace tylko
dhugo$¢) wystarczy continuum zerowymiarowe, tzn. punkt (continuum o jeden
wymiar mniejsze) lub ogdlnie, skoficzony zbiér punktéw. Tym samym pojawia si¢
pojecie continuum matematycznego n-wymiarowego: continuum jest n-wymiaro-
we, jesli mozna je podzieli¢ na dwa rozlaczne zbiory przy pomocy continuum
(n—1)-wymiarowego (gdy n >1); w przypadku, gdy n=1, mozemy je podzieli¢ przy
pomocy zbioru skoiczonego.

Przyjrzyjmy sig, gdzie tkwi sprzeczno$¢ w pojeciu podziatu linii fizycznej?
Sprzeczno$¢ polega na tym, Ze niemozliwe jest podzielenie linii fizycznej na
doktadnie dwie linie. Podziat jest mozliwy na co najmniej trzy linie; ta cz¢$¢, ktora
dzieli dana lini¢ jest tym ,trzecim kawatkiem”. Zauwazmy, Ze to znaczy, iz podziat
linii fizycznych jest whasciwie niemozliwy, gdyz ten ,trzeci kawatek” jest linig
fizyczna, ktora nalezy podzielié, a ktdrej podzieli€ si¢ nie da. T¢ sprzeczno$¢ usu-
wa dopiero poj¢cie wymiaru, a doktadniej pojgcie przekroju, bedace podstawa
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definicji pojgcia wymiaru — przekrojem linii matematycznej jest punkt (a wigc
obiekt,ktéry nie podlega juz dalszemu podzialowi) a nie linia i dzigki temu
mozliwy jest podziat linii.

POWSTANIE POJECIA WYMIARU
A METODA DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW

Z tych analiz mozna wyciagnac, jak sadze, interesujace wnioski. Zauwazyli-
$my, Ze poj¢cia matematyczne powstaja w wyniku uniesprzeczniania réznego typu
doswiadczen — mozna powiedzieé, ze pojawiajac si¢ ukazuja istot¢ danego rozu-
mowania i neutralizuja przeczace temu rozumowaniu kontrprzyktady. I tak:

1. Pojegcie liczb wymiernych usuwa sprzeczno$¢ wynikajaca z zasady tozsa-
mosci obiektow (ktéra mowi, ze dwa obiekty migdzy ktérymi piszemy znak ,,=”
sa tozsame) w polaczeniu z formuly continuum fizycznego;

2. Pojecie liczb rzeczywistych usuwa sprzecznos$é, do ktdrej doprowadza
zasada ciagtosci Leibniza, w potaczeniu z faktem nieprzecinania si¢ pewnych linii
traktowanych jako continuum wymierne;

3. Pojecie wymiaru usuwa sprzeczno$¢ zwiazana z niemozliwoscia podziatu
continuum fizycznego.

Zauwazmy, Ze przy powstaniu pojecia wymiaru istotng rol¢ pelnita metoda
dowodéw i kontrprzyktadéw: obiekt, ktry otrzymaliSmy w wyniku pewnej nie-
skoriczonej operacji (przejscie z szeroko$cia linii do zera), ma inne wlasnosci niz
obiekt wyjSciowy — nowy obiekt (tzn. linia matematyczna) ma t¢ wtasnos¢, ze
dzieli ja punkt (a wigc obiekt innego rodzaju), w odréznieniu od obiektu wyjscio-
wego (jest nim linia fizyczna), ktéry dzielit si¢ przy pomocy linii (a wigc obiektu
tego samego rodzaju).

Uzywajac jezyka heglowskiego mozna uwazad, ze hipoteza méwiaca o mozli-
wosci podziatu continuum jest teza, w ktorej tkwia rézne mozliwosci rozwoju,
a zaleza one od ustalen terminologicznych. W momencie, gdy krystalizuje si¢
poje¢cie przekroju, niemoznos¢ podziatu continuum fizycznego okazuje si¢ kontr-
przykladem do powyzszej hipotezy i pelni, wraz z poj¢ciem przekroju, rolg
»hegatywnego pola” antytezy. ,,Pozytywnym polem” antytezy okazuje si¢ rozu-
mowanie, z ktérego wynika, ze dane continuum matematyczne mozna podzieli¢
przy pomocy continuum nizszego ,wymiaru”. To rozumowanie staje si¢ wigc
poprzednikiem pojecia wymiaru. Pojgcie to mozna okreslic mianem syntezy.
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KONSEKWENCJE POJAWIENIA SIE METODY
DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW

ZNACZENIE METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW
DLA MATEMATYKI

Na przyktadzie topologii, dla rozwoju ktérej poj¢cie wymiaru odegrato nie-
bagatelna rol¢ i ktora w duzej mierze rozwija si¢ zgodnie z metoda dowoddéw
i kontrprzyktadéw, naswietlg blizej znaczenie tej metody dla matematyki.

Rozwazania dotyczace pojecia wymiaru pokazuja, jak to pojecie wiaze sig
z filozofia nauki Poincarégo i zarazem ukazuja, Zze teoria wymiaru pojawita si¢
w nurcie programu badawczego okreslonego przez metod¢ dowoddéw i kontrprzy-
ktadéw. Pojgcie wymiaru, ktérego istote okreslit Poincaré, zostato p6Zniej sprecy-
zowane przez Brouwera, Mengera i Urysohna i stato si¢ jednym z centralnych
poje¢ topologii. Podobnie wyglada sytuacja z innymi pojeciami oraz metodami,
ktére wprowadzit Poincaré dostrzegajac ich ogromne znaczenie dla matematyki.
Tymi pojgciami s migdzy innymi: pojecie homologii, grupy podstawowej oraz
pojecie punktu statego odwzorowan ciaglych. Pojecia te, wraz z glgbokimi intui-
cjami zawartymi w pracach Poincarégo, staty si¢ podstawa dalszego rozwoju teorii
homologii, teorii homotopii oraz teorii punktu statego, a wigc centralnych teorii
topologicznych. Na przyktad, w ramach teorii homologii podat Poincaré idee
kompleksu symplicjalnego oraz podziatu symplicjalnego, tworzac tym samym
podstawowa metodg topologii kombinatorycznej.

Znowu, jak w przypadku pojg¢cia wymiaru, istota powyzszych pojec $cisle
wiaZe si¢ z metoda badawcza Poincarégo. Okazuje si¢, ze kluczowym pojeciem
w teorii homologii jest pojgcie grupy homologii (grupy Bettiego). Grupg taka
mozna skonstruowaé dla komplekséw symplicjalnych i grupa ta nie zalezy od
podziatu symplicjalnego kompleksu. Grupa homologii staje si¢ podstawowym
niezmiennikiem wieloscianéw, gdyz homeomorficznym wielo$§cianom odpowia-
daja izomorficzne grupy Bettiego.

Przyjrzyjmy si¢ dokfadniej metodzie punktdw statych wprowadzonej przez
Poincarégo [20]. Metodg t¢ wykorzystat Poincaré przy badaniu réwnan réznicz-
kowych, gdy chodzito o rozstrzygnigcie problemu istnienia rozwiazai danego
réwnania réZniczkowego. ’

Zauwazmy, Ze istnienie miejsc zerowych funkcji f(x) jestrtéwnowazne istnieniu
punktéw statych odwzorowania g(x) = fix) + x. Jednak wiele probleméw, ktore
wydawaly si¢ nie do rozwigzania, gdy prébowano rozwiaza¢ je poprzez udowod-
nienie istnienia rowiazania danego réwnania rézniczkowego, stato si¢ dostgpnych
dzigki metodzie punktéw statych. Sadzg, Ze nie jest to przypadek i wiaze si¢ bardzo
SciSle z istnieniem struktur apriorycznych, a doktadniej z faktem, Ze w oparciu
0 pojecie grupy i jej niezmiennikoéw tworzymy wszelka wiedz¢ (w rozumieniu
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Poincarégo). Odnajdujac rézne metody badawcze opieral si¢ wigc Poincaré na
swojej filozofii poznania i filozofia ta dawata mu mozliwo$¢ odnajdywania skute-
cznie dziatajacych metod i ptodnych poj¢c. W przypadku metody punktéw statych
rzecz ta wyglada w nastgpujacy sposob. Majac odwzorowanie g i szukajac pun-
ktow statych tego odwzorowania mozna zauwazyc, ze zbiér G = {g" : n € N},
gdzie g" oznacza n—krotne ztozenie funkcji g ze soba, tworzy pétgrupg odwzoro-
wan, a punkty state odwzorowania g sa niezmiennikami tej pétgrupy (g(x) = x
wiedy i tylko wtedy, gdy dla kazdegon € N, g"(x) = x). Oczywiscie, poszukiwanie
miejsc zerowych odwzorowania f nie sprowadza si¢ do badania niezmiennikéw
potgrupy F = {f" : n € N}; z réwnosci f(x) = 0 nie wynika w ogélnym przypadku
réwnos¢ f*(x) = 0, dlan > 1.

Jak wigc widaé na powyzszych przyktadach, przedstawiona metoda badawcza
Poincarégo ma warto$¢ heurystyczna, a poza tym sadzg, Ze niektdre dziaty wspot-
czesnej matematyki (np. topologia) s3 w duzZym stopniu budowane zgodnie z tg
metoda, a lym samym pozostaja w nurcie badan wyznaczonych przez metode
dowodéw i kontrprzyktadéw. Uzasadnienie tej tezy wymagaloby oczywiscie
dokladniejszych analiz — czgsciowo ta kwestig zajmowat si¢, migdzy innymi,
rosyjski topolog P. S. Aleksandrow [1].

Wréémy teraz do pojecia miary i zobaczmy jeszcze raz, jak powstanie tego
poje¢cia byto zalezne od metody dowoddw i kontrprzyktadéw oraz w jaki sposdb
wptyn¢to na nowe rozumienie matematyki.

Warunek catkowalnos$ci Riemanna i funkcja skonstruowana przez Riemanna
pokazywaly, ze dla catkowalnosci funkcji nie jest wazne, czy punktow nieciaglosci
jest skoniczona, czy nieskonczona ilos¢, lecz Ze istotne jest to, aby te punkty dato
si¢ pokry¢ przeliczalng iloScia przedzialow, na ktérych suma wahan funkcjibytaby
dowolnie mata. Ideat ten realizuje miara Lebesgue’a. W swojej istocic miara nie
»liczy” wigc elementéw zbioru (w szczegdlnych przypadkach moze), lecz ,,ujmu-
je” strukturg zbioru. Nie jest istotne wigc to, jaka miar¢ mozemy przypisa¢ danemu
zbiorowi. Istotne raczej jest to, czy zbidr jest mierzalny, czy nie (ewentualnie, czy
jego miara jest dodatnia, czy zerowa). Koncepcja miary Lebesgue’a zrywa wigc
z takim rozumieniem matematyki, w ktérym za przedmiot matematyki uwaza si¢
pewne ,,ilo$ci”. Stosujac ten jgzyk mozna powiedzieé, Zze w koncepcji miary istotne
s3 jakosci zbioréw.

Podsumowujac te rozwazania, chciatbym zauwazy¢, ze koncepcja catki Rie-
manna stala si¢ mozliwa w oparciu o metod¢ dowodéw i kontrprzyktadéw, po
zdefiniowaniu poje¢¢ granicy i cigglosci. Ustalenie pojgcia catki spowodowato
pojawienie si¢ sprzeczno$ci w rozumieniu pojecia ,,wielkosci”. Proby usunigcia
tej sprzecznosci doprowadzity, mi¢gdzy innymi, do zdefiniowania pojgcia miary.
Podobnie wigc, jak precyzowanie poj¢é granicy i ciaglosci doprowadzito do
pojawienia si¢ sprzecznosci w rozumieniu hipotezy Leibniza — a sprzeczno$c ta
zrodzita poj¢cie jednostajnej zbieznosci, tak ustalenie poj¢cia catki przez Rieman-
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na stworzyto sprzeczno$¢ w rozumieniu pojgcia wielkosci zbioru —a ta sprzecznosé
spowodowata, mi¢dzy innymi, powstanie pojgcia miary.

Istnieje mozliwosé, ze metoda dowodéw i kontrprzykladéw moze byé rozu-
miana ,niedoktadnie”. W swojej dos¢ mocno uproszczonej formie jest uznawana
przez matematykéw za oczywisty. Nikt nie przeczy, ze préby dowodu pewnej
hipotezy sktadaja si¢ z réznych rozumowan, ktérych poprawnos¢ kontrolowana
jest przez kontrprzyktady.

I nie to jest istotne w metodzie dowodéw i kontrprzyktadéw, gdyz w tej
metodzie kontrprzyktady nie obalaja twierdzen, lecz zmieniaja znaczenia poj¢c
uzywanych w dowodzie. Natomiast to, czy dane przyklady zostana uznane za
kontrprzyktady zalezy od wczesniejszych ustalei terminologicznych. Istnieje wigc
Scisty zwiazek pomigdzy kontrprzyktadami a dowodem (i definicjami pojgé wy-
stgpujacych w dowodzie), ktdrego dotycza. Poniewaz kazdy bledny dowdd moze
staé si¢ przodkiem nowego pojecia, istota tego nowo powstatego pojecia w jakims
sensie zawiera si¢ w kontrprzyktadzie. Kazdy kontrprzyklad jest kontrprzyktadem
dopiero w kontekscie jakiej$ teorii czy struktury matematycznej, wigc moze on
wyznacza¢ nowa teori¢, nie obalajac starych struktur, w ktérych si¢ pojawit. Jak
pokazatem, taka sytuacja miata miejsce w przypadku pojawienia si¢ miary Lebes-
gue’a, gdy okazato sig, Ze miara wymyslona przez Peano i Jordana jest ,,zta”, gdyz
nie wszystkie zbiory, ktdre ,,powinno” dac¢ si¢ mierzyc, sa mierzalne.

Wskazany juz przeze mnie przyktad funkcji (podanej przez Riemanna) majace;j
nieskoniczenie wiele punktéw niecigglosci, a mimo to catkowalnej, burzyt wyob-
razenia wiazace bardzo $cisle catkowalnos¢ funkcji z jej ciagloscia — okazato sig,
ze funkcja moze by¢ w duzym stopniu nieciagta, a mimo to catkowalna. W tym
czasie inny przyklad, podany w 1875 r. przez H. J. Smitha, pokazywat funkcj¢
niecatkowalna, ktdrej zbiér punktéw nieciagtosci jest ,maty” (nigdziegesty) [24].
W éwcezesnym rozumieniu byly to kontrprzyktady wczesniej bezkrytycznie uzna-
wanych faktdw. Tym samym ciaglto$¢ ukazala swoja niezaleznos¢ wzgledem
innych poje¢ matematycznych. Mimo Ze juz wczes$niej zostata podana definicja
ciagtosci, to jednak przez dhuizszy czas traktowano ja jako pojgcie pomocnicze
i w duzym stopniu dalej rozumiano ja intuicyjnie ([11], dodatek 1).

Sadze wigc, Ze definicja nie powoduje automatycznie, iz definiowane pojecie
zaczyna istnie¢ w matematyce. Do tego, aby poje¢cie zaczeto istniec, potrzebne sg
przyklady, ktére pokaza, ze pojecie ma swoj wlasny rodowdd i nie jest tylko
skrétem utatwiajacym wypowiedzenie mysli.

Jest réwniez inna droga wskazujaca na istnienie poj¢¢ matematycznych. Jesli
badamy ,,natur¢” pewnych obiektéw matematycznych i okazuje si¢, Zze funkcjono-
wanie tych obiektéw w danej strukturze jest zalezne od pewnych niedopracowa-
nych pojeé, to wéwczas te niedopracowane poj¢cia wskazuja na istniejace w ma-
tematyce obiekty, ktdre nalezy odnaleZ¢ i zdefiniowac. Tak byto z poj¢ciem mia-
ry. Badania natury funkcji catkowalnych w sensie Riemanna ukazaty zwiazek
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catkowalnosci funkcji z wielkoscia zbioru punktéw nieciagtosci, a pojgcie miary
okazalo si¢ wlasciwym narz¢dziem ujmujacym tg wielkos¢.

Widzimy wigc, jak metoda dowodéw i kontrprzyktadéw, bedaca bardzo ogdl-
na metoda rozwoju matematyki, wskazuje w gruncie rzeczy na sposéb istnienia
poj¢é matematycznych. Istotne jest to, iz z metody dowodéw i kontrprzyktadéow
korzystatlem w kontekscie konkretnych teorii powstatych w oparciu o t¢ metodg.
Bez lokalnego kontekstu metoda dowoddw i kontrprzyktadéw jest pusta: rozumie
si¢ ja jako banalnie oczywista (gdy oddziela si¢ sens kontrprzyktadéw od dowodéw
i precyzowanych poj¢é) lub tez metoda ta staje si¢ karkolomnym wymystem
podwazajacym pewnos¢ juz raz osiagni¢tych wynikéw (gdy uwaza sig, ze kontr-
przyktady obalaja hipotezy, ktérym przecza).

ZNACZENIE METODY DOWODOW I KONTRPRZYKEADOW DLA FILOZOFII

Nie chciatbym dokonywac zbytdaleko idacych uogdlnien, jednak nasuwaja si¢
pewne metodologiczne czy wrecz epistemologiczne i ontologiczne stwierdzenia
odnosnie do matematyki. Proba ukazania mechanizmu dzialania metody dowo-
déw i kontrprzyktadéw, mam nadziejg, zarysowata granice, do ktdrej tworczy jest
aksjomatyczno-dedukcyjny spos6b uprawiania matematyki. Metodologia euklide-
sowa (jak nazywa aksjomatyczno-dedukcyjny sposéb uprawiania matematyki
Lakatos) jest jedynie eksploatacja poktadéw odkrytych metoda dowodéw i kontr-
przyktadéw. Znaczenie dokonanego, mi¢dzy innymi przez Seidela, odkrycia,
polega na tym, Ze metoda ta, od momentu jej odkrycia, weszta do matematyki jako
jedna z jej oficjalnych metod (metoda ta doS¢ wyraZnie oddziela np. teorig
mnogosci czy topologi¢ od algebry). Znalazta sig wigc w kontekscie uzasadnienia
(jak pokazywatem wczesniej mozna ja rozumie¢ nawet szerzej), mimo Ze przez
wielu matematykéw ten fakt nie jest w peini uSwiadomiony.

Metoda dowoddéw i kontrprzyktadéw funkcjonowata w matematyce juz wezes-
niej, jednak w sposob zupelnie przypadkowy. Bardzo fadnie widac jej wystgpo-
wanie w analizie np. motywacji tworzenia geometrii analitycznej przez
Kartezjusza, czy w przypadku proby pogodzenia przez Eudoksosa sprzecznosci,
ktéra pojawila si¢ wraz z odkryciem przez pitagorejczykéw odcinkéw niewspot-
miernych — ta sprzeczno$¢ uderzata w uznawana w tym czasie absolutng jednos¢
matematyKki.

Zauwazmy jednak, Ze w momencie zastosowania metody dowodéw i kontr-
przyktadéw zaczyna si¢ wyraZny rozwdj matematyki. Metody zastosowane przez
Eudoksosa pozwalaly rozwiazaé wiele probleméw matematyki starozytnej Grecji;
wystarczy wspomnieé o metodzie wyczerpywania, pozwalajacej oblicza¢ w spo-
sob $cisty pola i objgtosci figur, czy o teorii stosunkéw, umozliwiajacej usunig-
cie rozdZzwieku miedzy geometrig i arytmetyka. Natomiast metoda Kartezjusza
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spowodowata powstanie i rozwdj nowych dziatéw matematyki w XVII i XVIII
wieku, np. teorii réwnafi rézniczkowych czy rachunku wariacyjnego.

Na poczatku XIX wieku rozwdj matematyki zaczyna si¢ znowu blokowad.
Wiele nieprecyzyjnych poje¢ (ciagtos¢, nieskoficzono$é, funkcja itp.) stosowa-
nych w matematyce uniemozliwia jednoznaczne uzgodnienia dowodéw z kontr-
przyktadami. Nalezy te pojecia uscislic i whaczy¢ do matematyki. Zaczyna dziatac
metoda dowodéw i kontrprzyktadéw — znowu przypadkowo. Jednak, poniewaz
uzycie tej metody zostato wyrazone w postaci regut dowodzenia, istnieje mozli-
wos¢ budowania przy jej pomocy nowych dzialéw matematyki — zgodnie z ta
metoda postgpowali np. Riemann przy konstrukc;ji catki czy Poincaré przy docho-
dzeniu do poj¢cia wymiaru.

Metoda dowoddéw i kontrprzyktadéw otwiera nowe pola badai w matematyce.
Jednak nie pokazuje, ktdre z nich warto eksploatowac. Jej uzycie wymaga wigc
intuicji tworczej.

Dlatego tez w matecmatyce po odkryciu tej metody wazne staja si¢ konkretne
prace metodologiczne, ktére bylyby w stanie naswietli¢ ptodne kierunki badan
i zarazem wyeliminowac §lepe uliczki rozwoju matematyki.

Mozna jednak patrze¢ przez pryzmat tej metody na histori¢ matematyki, tzn.
na teorie, kiore juz powstaty i wowczas odstania si¢ pewna epistemologia i on-
tologia matematyki. W ramach tej nowej filozofii zostaje przezwycigzony w pew-
nym sensie dualizm migdzy konstruktywizmem i platonizmem. Przyjrzyjmy si¢
temu dokladnie;.

W poprzednim paragrafie zwrdcitem uwage na pewne mechanizmy, ktore
wskazuja na istnienie poj¢¢ matematycznych. Pierwszy z tych mechanizméw
polegal na tym, ze istnienie poj¢¢ matematycznych jest ukazywane poprzez
przyktady wskazujace na autonomig tych poje¢ w matematyce. Drugi mechanizm
pozwala odkrywa¢ pojecia matematyczne ukryte za niedopracowanymi i niesci-
stymi poj¢ciami, gdy staje si¢ jasny zwiazek tych niedopracowanych poj¢é z in-
nymi, juz uznawanymi pojeciami matematycznymi. A wigc zdefiniowanie, czy
skonstruowanie danego pojecia nie jest gwarantem, 7e¢ to pojgcie ma obiektywny
treS¢ wykraczajaca poza struktury formalne matematyki. A na to, iz poj¢cia majace
taka obiektywna tres¢ istnieja (nazwe takie pojgcia obiektami matematycznymi
— tak naprawde¢ przez obiekly matematyczne rozumiem to, co odpowiada takim
pojeciom; wyjasnig to doktadniej w dalszej czgsci artykutu), wskazuje wspomnia-
ny powyzejdrugi mechanizm, dzi¢ki ktdremy odnajdujemy fakt zaleznos$ci takiego
pojecia od pojeé, ktorych znaczenie odbicrane jest na podstawie pozamatematy-
cznych (np. filozoficznych) intuicji. A wigc, po pierwsze, zbior poj¢¢ matematy-
cznych jestszerszy niz zbidr obicktdw matematycznych i po drugie zbior obiektéw
matematycznych jest niepusty — przykladem takicgo obiektu jest pojecic miary
majace zwiazek ze zdroworozsadkowym pojeciem wielko$ci czy pojecie cigglosci.
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Mozna wigc powiedziec, Ze obiekt matematyczny jest swoim pojgciem. Ta
pozornie banalna teza ma donioste konsekwencje ontologiczne. Jak wspomniatem
wcze$niej, na istnienie obiektéw matematycznych wskazuja pewne niedopracowa-
ne — z punktu widzenia matematyKki i zarazem petne znaczenia — pojgcia filozofi-
czne, jak np. rozwazane w tej pracy poj¢cia wielkosci, ciaglosci i podziatu. Gdy
rozwéj matematyki zaczyna si¢ blokowad, gdy pojawiaja si¢ sprzecznosci (co
mialo miejsce np. przy prébie pogodzenia hipotezy Leibniza z przyktadami Fou-
riera), to wowczas te niedopracowane poj¢cia wskazuja na istnienie pewnych
obiektéw matematycznych. Istniejacy obiekt matematyczny domaga si¢ zdefinio-
wania, tzn. istniejace zaleznosci wskazujg na jego struktur¢ ontologiczng — tg
strukturg jest wlasnie poj¢cie, ktore odpowiada temu obiektowi.

W trakcie rozwoju matematyki istnicjace w niej uprzednio obiekty uzyskuja
strukture¢ ontologiczna, tzn. staja si¢ swoimi poj¢ciami. Innymi stowy, dowody
i kontrprzykfady sa generatorami poje¢ matematycznych (lecz nie obiektow).
Poj¢cia matematyczne, ktérym odpowiadaja istniejace obiekty matematyczne,
stanowig istot¢ matematyki i zarazem obszar, w ktérym styka si¢ ona z wlasng
historia (réwniez proces prawdziwie tworczy przebiega wtasnie w tym obszarze).
Te pojecia zwiazane sa zarazem z ideami sterujacymi rozwojem matematyKki,
a wi¢c generuja zbior heurystyk.

Obiekt matematyczny wyczerpuje si¢ W pojeciu, ktore go okresla, lecz wyla-
cznie w sensie ontologicznym, a nie epistemologicznym, tzn. poprzez poznanie
nowych zaleznos$ci moze nastapic odrzucenie starego poj¢cia (staje si¢ nieprzydat-
ne) i obiektowi temu zostaje przypisane nowe poj¢cie — ewolucja pojgcia miary
czy rozwdj pojecia continuum jest dobrym tego przyktadem. Jednak nowe pojecie
nie wnosi juz nic nowego w struktur¢ ontologiczna tego obiektu. Mozna by wigc
SciSlej zdefiniowac strukturg ontologiczna obiektu matematycznego jako zbior
niezmiennikow przy przechodzeniu od jednego poj¢cia do drugiego. Ta ewolucja
pojecia (odpowiadajacego danemu obiektowi) moze iS¢ w dwdch kierunkach:

1) w kierunku abstrakcji, gdy poj¢cie staje si¢ coraz bardziej ogdlne lub

2) w kierunku sprecyzowania, gdy pojecie wchtania w siebie nowe tresci[26].

Reasumujac: do obiektu matematycznego docieramy poprzez réznego typu
konstrukcje. Konstrukcje pojecé nie wyczerpuja danego obiektu w sensie epistemo-
logicznym, lecz wyczerpuja go w sensie ontologicznym. Otrzymujemy tym sa-
mym platoniska epistemologi¢ matematyki, natomiast ontologi¢ be¢daca pewna
wersja konstruktywizmu. Oczywiscie te tezy filozoficzne wymagatyby doktad-
niejszego potwierdzenia w faktach z zakresu historii matematyki. W pracy tej te
uogolnienia opieraja si¢ na przedstawionej analizie powstania poj¢C miary, conti-
nuum, wymiaru oraz przedstawionej przez Lakatosa historii poj¢cia jednostajnej
zbieznoSci. Jest to z pewnoscia za mato do tego, aby konstruowac odpowiedzialng
filozofi¢ matematyki. Dopiero analiza innych poje¢ matematycznych w ich histo-
rycznym i metodologicznym kontekscie moze uprawomocnic tego typu uogolnie-
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nia i nada¢ im bardziej precyzyjny ksztatt. Podkreslam, Ze tych uogdlnien brak jest
w filozofii matematyki Lakatosa, chociaZ pewne jego rozwazania przedstawione
w dodatku 2 ksiazki Proofs and Refutations moga sugerowac chgé péjscia w tym
whasnie kierunku, tzn. w kierunku obronienia platonizmu w matematyce i pogo-
dzenia go z pewnymi elementami konstruktywizmu.
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Wiestaw Wojcik

AN APPLICATION OF THE METHOD OF PROOFS AND REFUTATIONS
TO THE ANALYSIS OF HISTORY AND PHILOSOPHY OF MATHEMATICS

The article daels with an application of the method of proofs and refutations to the
studies of history and philosophy of mathematics. It is based on Lakatos’ view that history
and philosophy of mathemiatics are strictly connected and one without the other has not
much sense. The connection is demonstrated through the analysis of the origins of the
concepts of uniform convergence, measure and dimension. The concepts appear within the
framework of the method of ”proofs and refutations” which was discovered by Seidel in
1840s. These mathematical concepts offer possibilities of a deeper insight into such
concepts of common language as division, continuity and quantity.






