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GEOMETRIA STAROZYTNA | FILOZOFIA PLATONA NA PODSTAWIE
KOMENTARZA PAPPUSA DO X KSIEGI ,,ELEMENTOW” EUKLIDESA

Pappus z Aleksandrii zyt na przetomie 111 i IV w. n.e (ok. 290-350), w cza-
sach panowania Dioklecjana (284-305). Byt autorem pism, ktore swoim zakre-
sem obejmowaty cato$é starozytnej geometrii greckiej. Zachowany w jezyku
greckim zbiér pism zostat wydany przez Fr. Hultscha (1875—8)'. Pisat takze ko-
mentarze, z ktérych wiekszos¢ zagineta.

Najbardziej znanym dzietem Pappusajest Komentarz do X ksiegi , Elemen-
téw ” Euklidesa2 Tekst tego komentarza zachowat sie tylko w jezyku arabskim
(MS. 2457 w Bibliothéque Nationale w Paryzu)’. Istniejgtrzy ttumaczenia (i edy-
cje) komentarza najezyk francuski4 niemiecki5 i angielski6.

Moim celem nie jest przedstawienie calej zawartosci tego komentarza. W tym
wzgledzie odsytam czytelnika do tekstu i uwag wydawcOw. Pragne natomiast
zwrocié uwage na szereg zagadnien, ktore nie zostaty - jak dotad - wyjasnione
i sg zwigzane z przeprowadzonymi przeze mnie badaniami nad matematyka sta-
rozytng i filozofig Platona7. Badania te tgczg sie Scisle z analizg X ksiegi Ele-
mentéw Euklidesa.

Juz na wstepie musze zaznaczyé¢, ze, z jednej strony, komentarz Pappusa cat-
kowicie potwierdza nowy obraz geometrii Euklidesa, jaki wytonit sie w wyniku
badan, a z drugiej strony, uzyskane wyniki pozwalajg odczyta¢ w nowym Swiet-
le wiele miejsc w samym komentarzu.
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Dlatego w pierwszej czeSci przedstawie zarys najwazniejszych idei dotycz-
acych nowego odczytania geometrii Elementéw Euklidesa i filozofii Platona, by
w drugiej pokaza¢ zwiazek tych idei z Komentarzem.

Ponizej podaje pewne fakty opuszczajac ich Sciste uzasadnienie, ktére ptynie
ze zrédet historycznych i powoddw rzeczowych. W tej sprawie odsylam do
ksigzki Platon ipodstawy matematyki... .

I. NOWE ODCZYTANIE ELEMENTOW EUKLIDESA

Wspoiczesny czytelnik Elementow Euklidesa moze zrozumiec tekst, a nawet
dowies¢ wielu twierdzen matematycznych wyrazajgcych sie w pozornie iden-
tycznej szacie stownej. Moznajednak pokazac - iSciste udowodnienie tego fak-
tu jestjednym z istotnych rezultatéw przedstawionych w mojej ksigzce - ze dzi-
siejszy czytelnik rozumie tekst Elementéw w zupetnie innym modelu
intuicyjnym niz matematyk starozytny. Bez rekonstrukcji tego intuicyjnego mo-
delu, czyli tzw. horyzontu hermeneutycznego, rozumienie matematyki Elemen-
tow' jest niepetne i nieprawidtowe.

Jesli szokiem dla filozoféw i matematykdw byto odkrycie geometrii nieekli-
desowych, gdy okazato sie, ze mozna zaprzeczy¢ pewnej pozornie samooczywi-
stej prawdzie (pigtemu postulatowi o prostych réwnolegtych), i nie tylko nie
otrzymamy sprzecznosci czy absurdu, lecz poznamy nowy system geometrii
- to zdumiewajgce wydaje mi sie tez pokazanie, ze te same aksjomaty mozna
rozumie¢ na co najmniej kilka, diametralnie ré6znych sposobow.

Nie chodzi tu o jaka$ sztuczke matematyczng. Okazuje sie, ze na poziomie
tego, co oczywiste oraz tgczonych z tekstem Elementow wyobrazeh zachodzi
kilka réznych mozliwosci. Nawet sama teoretyczna mozliwos$¢ tych alternaty-
wnych sposob6w rozumienia jest w najwyzszym stopniu intrygujaca. Ale
ponadto mamy tu do czynienia z historycznym faktem innego rozumienia mate-
matyki. Przy pomocy metod Scisle matematycznych oraz historycznych odkry-
wamy réznice w podstawowych kategoriach pojeciowych matematyki: liczby,
przestrzeni, prostej, figury geometrycznej itp. i dostrzegamy ich zmiennos¢.

Méwigc o tzw. ,micie euklidesowym” (R. Hersch), przedstawia sie geome-
trie Euklidesajako przyktad niezmiennej teorii naukowej. Rzekomo w identycz-
ny sposob rozumiemy twierdzenie Pitagorasa i inne.

Chce od razu zaznaczyé¢, ze jestem jak najdalszy od jakiejkolwiek destrukcji
racjonalnosci w stylu wasko pojetego historyzmu czy socjologizmu. Opisywane
sytuacje odstaniajg podlegajgce racjonalnej analizie podstawy tworzenia i zmien-
nosci wiedzy matematycznej. Podstawe racjonalnosci stanowi mozliwos$¢ po-
myslenia tego samego sensu w identyczny sposéb przez r6zne podmioty poz-
najagce. Mozliwos$¢ ta nie jest jednak automatyczna i nie opiera sie na catkowicie
kontrolowanej aktywnoS$ci $wiadomosci.
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Nawet w przypadku poje¢ takich jak , kwadrat”, précz aktowych, mamy tak-
ze nieaktowe (horyzontalne) sktadowe rozumienia8 Zawarto$¢ ,horyzontu”,
czyli ,tego, co oczywiste”, zmienia sie historycznie. Co innego byto oczywiste
dla matematyka starozytnego, a co innego jest takim wspotczesnie. Stad mozli-
wa i konieczna jest racjonalna rekonstrukcja zawartosci horyzontu hermeneu-
tycznego dla matematyki starozytnej. Podobnie dla matematyki wspotczesnej,
nawet $cisle sformalizowanej, mozna pokazaé, ze taki horyzont jest obecny
i poddaje sie rekonstrukcji. Wspoétczesnie taka rekonstrukcja skutkuje tworze-
niem istotnie nowej wiedzy matematycznej.

Jak jest mozliwe inne rozumienie geometrii Euklidesa i na czym to polega?
Chociaz odpowiedz jest dtuga i dos¢ skomplikowana, to w wyniku otrzymuje-
my jasny intuicyjnie i catkiem ,klasyczny” zbior zatozen, przed-zatozen izasad
oczywistych w starozytnosci. Nie wszystkie one byty wtedy formutowane w ja-
wnej postaci. Byly natomiast aktywne ,horyzontalnie”, tzn. matematyk mogt
dokonywac¢ kolejnych krokéw badania matematycznego kierowany ,,poczuciem
oczywistosci”. Za tym ,,poczuciem oczywistosci” staty jednak pewne konkretne
przekonania, wiec mozliwa jest ich racjonalna rekonstrukcja.

Bardziej wspdtczesnym przyktadem takiej ukrytej intuicyjnej sktadowej, ak-
tywnej w ,poczuciu oczywistosci”, jest aksjomat wyboru. Zostat on wykryty
przez Zermelo jako tzw. ciche zalozenie w dowodzie R. Cantora twierdzenia
0 dobrym uporzadkowaniu kazdego zbioru i wzbudzit dobrze znane, burzliwe
dyskusje nad zakresem swego obowigzywania. Potem okazato sie, ze po sformu-
towaniu tego aksjomatu w postaci wyraznej zasady, byt on stosowany nieswia-
domie w dowodach pewnych twierdzeh nawet przez matematykéw, ktérzy go
otwarcie zwalczali (Borel, Lebesgue).

Wspbicze$nie wyobrazamy sobie twory geometrii Euklidesa jako zanurzone
w nieskonczonej przestrzeni, w ktorej znajduja sie ,,gotowe” do uzycia nieskon-
czone proste, ptaszczyzny, asymptoty, krzywe stozkowe, katy itp. Tymczasem
pierwsza réznica, to nieobecno$¢ wszystkich nieskoficzonych pojeé w geometrii
Elementow.

Nigdzie w Elementach nie wystepuje pojecie nieskoiczonej ,,przestrzeni eu-
klidesowej”. Wydaje sie to niewiarygodne, ale tak jest. Sprawa wyjasnienia te-
go faktu i pokazanie, co mamy zamiast nieskofAczonej, sztywnej, jednorodnej
przestrzeni, w ktérej wszystkie miejsca sg identyczne i niewyrdznione, kompli-
kuje sie dodatkowo, gdyz Elementy nie sg dzietem jednego autora, lecz zbiorem
odrebnych traktatéw, pochodzacych z r6znego czasu, ktére zebrat Euklides i ko-
lejni wydawcy, dokonujgc koniecznych zmian.

Najwieksza pod wzgledem objetosci, najbardziej doskonata logicznie i naj-
trudniejszg jest X ksiega Elementéw. Autorem jej treSci matematycznej jest
przede wszystkim Teajtet z Aten, bohater dialogu Platona o tym samym tytule.
Teajtetjest tez autorem badz wspoétautorem ksigg VI (teoria podobienstwa figur),
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VII (teoria proporcji liczbowych) i XIII (zawierajacej stynne twierdzenia o licz-
bie wieloscianéw foremnych).

Istnieje wiele interpretacji X ksiegi - do tej ksiegi powstawato najwiecej ko-
mentarzy (np. arabskich) - lecz do dzi$ nie wiadomo dok}adnie po co zostata na-
pisana, jaki jest cel i powdd pojawiania sie kolejnych twierdzen9. W swej ksigzce
opisatem pewne, do tej pory niezauwazone, wtasnosci matematyczne geometrii
przedstawionej w tej ksiedze.

Wiadomo, ze X ksiega zawiera klasyfikacje niektorych linii niewspotmier-
nych. Przez ,linie” nalezy zawsze w Elementach rozumie¢ ,,odcinek”, a nigdy
»prosta”. Starozytni matematycy zauwazyli, ze bok kwadratu ijego przekatna sa
niewspotmierne, tzn. zaden odcinek (jako jednostka miary), zawarty okreslong
liczbe razy w boku, nie zawiera sie w przekatnej. Jesli jaki$ odcinek mierzy
przekatng to nie mierzy boku, i odwrotnie: jesli wielokrotno$¢ jakiego$ odcin-
ka-miary pokrywa sie z bokiem (czyli miesci sie w nim okreslong liczbe razy),
to zadna jego wielokrotno$¢ nie pokryje sie z przekatng. Bok i przekatna nie po-
siadajg wspolnej miary.

Ten prosty dla nas wynik, byt w najwyzszym stopniu zadziwiajacy dla staro-
zytnych. Byly to przeciez czasy pitagorejczykéw, ktorzy gtosili, ze ,,zasadg” ca-
tej rzeczywistosci jest liczba. Liczba dla starozytnych to byta zawsze liczba na-
turalna wieksza niz jeden - utamkéw w matematyce nie znali w ogodle.

Odkrycie niewspotmiernosci byto niezgodne z przekonaniem pitagorej-
czykéw o tym, czym jest liczba. Dowdd niewspdtmiernosci, ktéry ze Swiadectw
historycznych rekonstruujemy jako dowod ,,nie wprost”, byt dla matematykow
pitagorejskich dowodem ,,wprost”. Zamiast prawa ,,wytgczonego $rodka” mieli
oni zasade, ze kazda liczba jest parzysta albo nieparzysta. Wykazywali, ze jesli
bokowi kwadratu odpowiada jaka$ liczba (naturalna), to przekatna nie da sie
opisa¢ zadng takg liczba. Gdyby przekatna byta liczbg bok bytby réwnoczesnie
liczba parzystg i nieparzystg cojest niemozliwe. W matematyce istniaty dla nich
dwa rodzaje wielkosci: liczby oraz to, co przestrzenne. Dowod niewspétmier-
nosci pokazywat, ze arytmetyka i geometria nie dajg sie do siebie sprowadzic,
wiec nie mozna opisaé ,,tego, co geometryczne” za pomocag liczb (naturalnych).

Podstawg dla takiego opisu bytoby utozsamienie zasady liczb, czyli Jedyn-
ki, z jakim$ wyroznionym odcinkiem Jednostkowym” - miarg. Dowdd nie-
wspdtmiernosci pokazywat, ze nie ma jednego odcinka jednostkowego, ktdry
mierzytby wszystkie linie.

Mozna byto przyja¢ dwie miary: jedng dla bokdw, a druga dla przekatnych.
»10, cO geometryczne” byloby wtedy opisane przez jakby dwa egzemplarze
liczh, oparte na wzajemnie nieporownywalnych (niewspétmiernych) odcinkach
jednostkowych. Szybko jednak, w wyniku badan Teodora (réwniez bohatera
Platofnskiego Teajteta), okazato sie, ze przekatne sg nie tylko niewspdétmierne
z bokami kwadratéw, lecz takze nieporéwnywalne miedzy soba.
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Gdyby jednak dato sie przyjaé¢ kilka, lub przynajmniej skonczong liczbe
typow linii, kazda ze swa witasng ,,zasadg” - linigjednostkowa? Ten problem
- jak sadze - rozwazyt wiasnie Teajtet w X ksiedze i pokazat, ze nic jest mozli-
wa skonczona klasyfikacja linii w geometrii. Istnieje nieograniczona liczba
réznych, wzajemnie nieredukowalnych typéw linii w geometrii. Oznaczato to
wzajemng nieredukowatnos¢ arytmetyki i geometrii.

Do czego stuzyta klasyfikacja linii z X ksiegi w codziennej praktyce badaw-
czej? Przynalezno$¢ linii do klasyfikacji, tzn. bycie jedna z linii medial, apoto-
me. hinomial ild., oznaczato, ze linia ta daje sie skonstruowaé przy pomocy
cyrkla i linijki. Ograniczenie konstrukcji tylko do takich, byt to pomyst Platona,
co wiemy od Proklosa (por. np. Proc Ills, dz.cyt. s. 66, 3).

..Cyrkiel i linijka” lo pewne metafory i nie wystepujg nigdzie w Elementach.
Zamiast tego mamy w | ksiedze wykaz dozwolonych konstrukcji. Wymienione
sg lam jedyne dozwolone w geometrii operacje: kre$lenie kola o danym promie-
niu i przedtuzanie danej linii (odcinka) albo w jedng, albo w obie strony naraz.

Starozytni znali, jak wiemy, duzo wiecej nieopartych na powyzszych opera-
cjach metod konstrukcji, ale te zostaty pominiete. Przy pomocy jednej z takich
niestandardowych metod Archytas rozwiazat stynny problem podwojenia szes-
cianu. Ale jego genialny dowdd i metoda nie znalazty sie w Elementach. Znane
sg z innych Zrédet, np. od Archimedesa.

Teajtet wymyslit, ze na poczatku nie mamy przestrzeni, prostych, ptaszczyzn
itd., lecz tylko jeden wyr6zniony odcinek, tzw. linie podstawowg i wymienione
dozwolone konstrukcje. Z tej jednej linii tworzymy ,,siatke” innych, budujac z nich
kwadraty, wielokaty, wieloSciany i pozostate twory geometryczne, ograniczone
jednak tylko do tych. ktére mozemy otrzymac z tej jednej linii wyjSciowej.

Linia podstawowa bya absolutna i wyrdézniona. Dla nas jestjasne, ze zawsze
otrzymamy ,,to samo”, niezaleznie jakiej ,,dtugosci” odcinek przyjmiemy w punk-
cie wyjscia.

Natomiast Teajtet tworzyt Swiat geometrycznych przedmiotéw z przekona-
niem. ze jedna linia jest absolutnie wyrézniona. Nigdzie w Elementach nie po-
jawia sie termin ..linia podstawowa”, czy ,,linia wyr6zniona”. Jednak faktjej ist-
nienia jako podstawy systemu Teajtetajest niewatpliwy, gdyz-jak pokazatem
- klasyfikacja linii z X ksiegi nie jest niezmiennicza wzgledem operacji zamia-
ny linii podstawowej.

W drugiej czesci ksigzki przedstawitem, jak zachowujg sie sklasyfikowane
linie, gdy dang linie podstawowa zamienié na inna. ktéra byta wzgledem niej np.
linig medial. Obranie za nowg linie podstawowg np. linii medial sprawia, ze in-
ne linie w klasyfikacji Teajteta zachowujg sie w Scisle okre$lony sposéb, choé
tracg czesto swa przynaleznos$¢ klasyfikacyjna.

Najwazniejsze jednak, ze zamiana linii, choéby tylko w obrebie podstawo-
wej dla klasyfikacji grupy linii rational, powoduje rozpad klasyfikacji: linie
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moga utraci¢ swe wiasnosci klasyfikacyjne. Ten fakt, wraz z tym, ze sam Teajtet
w o0g0le nie rozwazyt problemu zamiany linii podstawowej $wiadczy, ze Swia-
domie lub nieSwiadomie, powodowany poczuciem oczywistosci, miat przed
oczami jedng linie absolutnie wyrézniona.

Sprawa jest fundamentalna, gdyz uznany za zwieniczenie matematyki staro-
zytnej dowod Teajteta, ze istnieje co najwyzej 5 wieloscianéw foremnych w tzw.
»przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej” dowodzi czego$ catkiem innego.
Teajtet dowiddt bowiem, ze istnieje dokladnie 5 wieloscianéw foremnych
wzgledem danej linii podstawowej. Pelny dowod twierdzenia o wietoScianach
wymaga rozwazenia dodatkowo ilejest wieloscianéw, gdy zamienimy linie pod-
stawoweld Tego nikt dotad nie dostrzegat.

Teajtet tworzyt swojg geometrie w analogiczny sposob jak artysta grecki
dzieto sztuki. Linia podstawowa jest czym$ podobnym do bazy kanonu architek-
tonicznego czy rzezbiarskiego. Wiemy od Witruwiusza, ze znajomos¢ jednego
odcinka w danym porzadku architektonicznym pozwala ustali¢ prawie wszy-
stkie detale $wigtyni, nawet ilo$¢ i rozmiary ztobkowania kolumn.

Upraszczajac, nalezy powiedzie¢, ze rekonstrukcja horyzontu hermeneutycz-
nego dla matematyki starozytnej umozliwita powstanie nowej teorii matema-
tycznej, wyrazonej catkowicie starozytnymi $rodkami. Teoria ta thumaczy wiele
fundamentalnych cech matematyki, nie tylko starozytnej. Na przyktad, jednym
z powodow nieobecnosci teorii zamiany linii w starozytnosci byta nieu-
miejetno$¢ (wynikajgca z braku poczucia oczywistosci) postugiwania sie catos-
ciami o nieskonczonych zakresach. Dla nas jest oczywiste, ze mozemy moéwic
0 ,,zbiorze wszystkich linii mediaT' lub o zbiorze wszystkich liczb naturalnych.
Tymczasem, na przyktad Platon twierdzit, ze nie ma idei wszystkich liczb.

Takze w Komentarzu Pappusa spotykamy stwierdzenia, ktore $wiadcza, ze
starozytni matematycy, nawet jesli dostrzegali konwencjonalno$¢ wyboru jed-
nostki miary, to samo rozpatrzenie zamiany linii podstawowej uwazali za nie-
poddajgce sie matematycznej analizie.

»Przeciwnie, linig, o ktdrej chcielibySmy wykazac, ze jest media!, kto$ inny
uznawatby za nie bardziej medial niz rational, skoro nie jest pozbawiona miary.
Ale to nie jest metoda naukowa.” (czes¢ |, paragraf 14; o zamianie linii podsta-
wowej mowa jest wprost w paragrafie 17 czesci |, zob. takze paragraf 16).

Okazuje sie jednak, ze zamiana linii - jak pokazatem - prowadzi do cieka-
wej teorii matematycznej. Sam mechanizm zamiany linii moze by¢ takze nowg
metodg tworzenia kolejnych (nowych) rodzajéw linii niewymiernych.

Opisana przeze mnie teoria zamiany linii stanowi dodatkowo jakby druga,
niespisang i brakujgcg czes¢ X ksiegi Elementéw, gdyz wyjasnia ..biate plamy” w
tej ksiedze. Rekonstrukcja ,,brakujgcych” twierdzeh pozwala znalez¢ poszuki-
wang od 2000 lat wewnetrzng logike tej ksiegi i wyttumaczy¢ powody jej powsta-
nia. Teoria ta pozwolita takze na wyjasnienie rozwoju teorii proporcji starozytnych,
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doprowadzajac do rekonstrukcji tego rozwoju i wykrycia jednej teorii proporcji,
dotychczas nieznanej".

Wrécémy do pojecia przestrzeni euklidesowej. Zamiast gotowej, rozpostartej
w nieskonczono$¢ przestrzeni jest jedynie mozliwos$¢ przeprowadzenia dozwolo-
nej konstrukcji na juz skonstruowanej linii czy figurze. Miejsca jest tylko ,tyle.
ile trzeba", aby ,,pomiesci¢” najpierw linie podstawowa, a potem wszystko, co da
sie z niej skonstruowaé. Miejsce to rozrasta sie w miare uprawiania geometrii
i ogranicza tylko do tego, co juz zostato explicite skonstruowane. W ksiazce po-
kazuje, ze przestrzen nieskoficzona zostata w geometrii Teajteta zastgpiona Diada
»tego, co wielkie i male” Platona, a linia podstawowa odpowiada tajemniczej
.linii niepodzielnej”, o ktérej - zdaniem Arystotelesa - nauczat Platon.

Nie sposob podaé wszystkich argumentéw w tym miejscu, ale jeden warto
przytoczyé. W zachowanych fragmentach komentarza Merona do Elementow
(jeszcze z 1 wieku p.n.e.) znajdujemy alternatywne dowody niektérych twierdzen
(np. twierdzenie I. 20 i uwagi do twierdzen I. 16, 1. 48), polegajace na podniesie-
niu zarzutu, ze Euklides zaklada, iz obok skonstruowanej juz figury ,,jest jakie$
miejsce obok”. Dlatego Heron wyznacza potrzebng w dowodzie linie wewnatrz
juz skonstruowanej, ,rozpostartej” figury; por. Proc lus 12: In Euclidem ...,
275, 7 ei de legoi lis lopon me eidenai..., 289, 18 legei oun ti.s holi ouk esti to-
pos... (por. Thomas Little Heath: The Thirteen Books of Euclids Ele-
ments. Cambridge 1926, s. 23). T. Heath za Van Peschem podaje, ze z uwagi na
podobienstwo argumentacji alternatywne dowody twierdzen 1. 5.1 17,1 32 u Pro-
klosa, takze nalezy przypisaé Heronowi. Stanowisko Herona jest Swiadectwem,
ze pojecie przestrzeni Euklidesowej nie byto wcale tak jasne jak obecnie.

Twierdze, ze pojecia infinitarne (np. prostej nieskoriczonej) byty znane w sta-
rozytnosci, ale -jako niejasne (niemozliwe do matematycznego ujecia w ramach
starozytnych teorii proporcji) - zostalty wyeliminowane metodycznie z matema-
tyki Elementéw. Geometria Euklidesa jest w rzeczywisto$ci swego rodzaju geo-
metrig nieeuklidesowa. Na przyktad: skoro linie nieskoficzone w niej nie wy-
stepuja. to przez punkt nie lezacy na danej linii-odcinkn mozna poprowadzi¢
nieskonczenie wielu linii rdbwnolegtych do danej. Nie wystepuje tez w tej geo-
metrii pojecie ciagtosci, a klasyfikacja linii Teajteta ze wspdiczesnego punktu
widzenia (podatem zarys dowodu) stanowi fragment pewnego przeliczalnego
modelu geometrii absolutnej, ktéry jest nieciagty.
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I. POTWIERDZENIE NOWEGO ODCZYTANIA
ELEMENTOW PRZEZ KOMENTARZ PAPPUSA

I. ELIMINACJA NIESKONCZONEJ PRZESTRZENI
JAKO ARENY DLA UPRAWIANIA GEOMETRII

Pierwsze zwigzane z tym informacje znajdujg sie w paragrafie 2 czesci |I.
Pappus stw ierdza tam. ze liczby réznig sie od wielkosci geometrycznych tym, ze
w liczbach istnieje granica podziatu (jedynka), a wielkosci geometryczne (tj.
ciggle) sa zawsze ograniczonymi (skonczonymi) wielko$ciami, ktére jednak
mozna dzieli¢ w nieskonczono$é. Liczby zatem nie sg ograniczone ,z gory",
gdyz mozna zawsze znalez¢ liczbe jeszcze wiekszg, lecz ,,z dotu”, a wielkosci
geometryczne na odwrot.

Nalezy tu zwrdci¢ uwage na lakt, ze Pappus nie dopuszcza nieograniczone-
go przedtuzania, np. odcinka, stwierdzajac wyraznie, ze wielkoSci geometrycz-
ne (ciggle) maja zawsze maksimum, czego nie da sie powiedzie¢ o liczbach.

To przekonanie starozytnych mozna wyjasni¢ nastepujgco: jak pokazaty ba-
dania nad wspoélmiernoscig i nicwspétmiernoscia, linie nie tworzg jednej ijed-
norodnej rodziny. Dlatego mamy zawsze tylko konkretne juz skonstruowane li-
nie. a nie cato$¢ ztozong z wszystkich mozliwych linii. Kazda taka, konkretna
linia jest skonczona. Liczby natomiast tworzg jednorodng rodzine, gdyz maja te
samg zasade - jedynke, ktéra mierzy je wszystkie i umozliwia wzajemne ich
uporzadkowanie. W przypadku liczb tez. kazda nastepna jest wytwarzana przez
te sama jednosc-jedynke. Mozna wtedy opisac jednorodny i kontrolowany me-
chanizm generowania liczb. Brak wsp6lnej miary dla linii oznacza brak kontro-
li nad zawartos$cig catosci ztozonej z tych linii.

..Powéd jest taki, ze liczby, rosngce stopniowo, wychodza od najmniejszej
przez dodawanie i kroczg w nieskoriczono$¢ (czyli bez konca) [...] Je$li zatem
nie mozna znalez¢ najmniejszej w przypadku wielkosci ciggtych, jest oczywiste,
ze nie istnieje zadna miara (czyli wielko$¢), ktora jest wspolna im wszystkim,
jak jednosc¢ jest wspdlna liczbom. Lecz jest jasne, ze wsrdd nich (tj. wielkosci
ciggtych) nie ma najmniejszej; ijesli nie ma, to niemozliwe, by wszystkie byty
wspotmierne. Jedli zatem szuka¢ powodu czemuz to najmniejsza, lecz nie naj-
wieksza znajduje sie w przypadku wielkosci nieciagtej, zas w przypadku ciagtej,
najwieksza, lecz nie najmniejsza, to trzeba odpowiedziec¢, ze rzeczy takie réznig
sie od siebie tylko z racji tego jak sg zgodne ze skoriczonos$cig lub nieskonczo-
noscig; rzeczy wytworzone, ktore sg wzajemnymi przeciwienstwami bedac
skonczone, podczas gdy pozostate pochodza od nieskofnczonosci. Porownajmy
na przyktad przeciwienstwa: podobne i niepodobne, rowne i nieréwne, ruch ispo-
czynek. [Podobne, rowne i spoczynek] prowadza [czyli sprowadzajg sie do] skon-
czonosci; podczas gdy niepodobne, nieréwne iruch prowadzg (czyli sprowadzajg
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sie do) nieskorniczonosci.” (Por. Komentarz, par. 3, cze$¢ I; ttumacze na podsta-
wie tekstu angielskiego Thomsona).

Dzisiaj jest dla nas oczywiste, ze linie mozna dobrze uporzadkowaé. Tym-
czasem, matematycy starozytni nie potrafili wprowadzi¢ metryki w swojej geo-
metrii. Dlatego, zamiast méwié¢ o catosci wszystkich linii, zadowalali sie bu-
dowg catosci tych linii, ktére mozna otrzymac z jednej wyrdznionej linii. O tej
wyrdéznionej linii powiem w punkcie trzecim.

Mozna wskaza¢ na zgodno$¢ wywodow Pappusa odnos$nie ograniczenia
przestrzennego twordéw geometrycznych ze stanowiskiem Arystotelesa. Pod-
kresla to takze W. Thomson przytaczajac, np. nastepujace fragmenty:

»Nie to bowiem jest nieskonczone, co juz nie ma niczego poza sobg, lecz
wiasnie to, co ma co$ poza soba.” (Fizyka 207a 1-5, thum. K. Les$niak; por.
cytowane powyzej w czesci | Swiadectwo Herona).

»Nalezy przyja¢ zgodnie z rozumem, ze nie istnieje nieskoficzono$é przez
dodawanie w sensie przekraczania wszelkiej wielkosci, natomiast istnieje nie-
skonczono$é przez podziat. Zaré6wno bowiem materia, jak i nieskoficzono$é sg
»obejmowanex, jako nalezace do okre$lonego przedmiotu [...]. Stusznie tez trze-
ba uzna¢ w liczbie najmniejszg granice, w drugim za$ kKierunku kazda ilos¢ mo-
ze by¢ przekraczana. Natomiast w dziedzinie wielko$ci [rozciagtych - Z. K]
rzecz ma sie przeciwnie: w kierunku zmniejszania mozna przekroczy¢ kazda
wielkos¢, a znowu w kierunku zwiekszania nie ma wielosci nieskoiczonej. [...]
A skoro zadna wielko$¢ postrzegalna zmystowo nie jest nieskoficzona, przeto
nie moze istnie¢ wielos¢, ktéra by przekraczata wielkos¢ okreslong; gdyby to
byto mozliwe, woéwczas mogtby istnie¢ twér wiekszy od nieba.” (Fizyka 207a-
207b, thum. K. Les$niak).

Istnieje, oczywiscie, duzo wiecej Swiadectw w sprawie eliminacji pojecia
nieskoriczonej przestrzeni z geometrii starozytnej, ktére przytaczam w swojej
ksigzce. Uzasadniam tam takze, ze pojecia nieskonczone bytly znane w starozyt-
nosci, ale zostaty Swiadomie wyeliminowane z Elementéw Euklidesal3

2. DIADA PLATONA ZAMIAST NIESKONCZONEJ PRZESTRZENI
JAKO BAZA INTUICYJINA DLA GEOMETRII ELEMENTOW EUKLIDESA

Nasuwa sie oczywiste pytanie: jesli pojecie nieskoficzonej przestrzeni zosta-
to wyeliminowane z geometrii Elementéw, to co je zastepuje?

Odpowiedz, ze zamiast przestrzeni ,,Euklidesowej” matematycy starozytni
uzywali jakiej$ ,,Diady” wyglada na arbitralng i sztuczng. Diada wydaje sie by¢
- 0 ile w og6le wystepuje w matematyce starozytnej - pojeciem filozoficznym
i zewnetrznym w stosunku do zagadnien, ktére sg Scisle matematyczne.
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Tymczasem Diada nie zajmuje pozycji analogicznej w stosunku do geome-
trii, jak mistyka liczb w stosunku do arytmetyki, lecz jest pojeciem zaréwno
stricte matematycznym, jak i filozoficznym. Podobne dwie warstwy - filozo-
ficzng i matematyczng-da sie wykry¢ w starozytnym pojeciu liczby.

Jak pokazatem, Platon postuguje sie specyficznym pojeciem liczby. Do tej
pory nie zauwazono, ze w starozytnej Grecji istnialy trzy sposoby pojmowania
liczby. Najstarszym, uzywanym jeszcze w Egipcie i Babilonii, byto pojecie licz-
by jako miary. Pojecie liczby jako miary jest pojeciem hermeneutycznym, tzn.
nie byto ono zdefiniowane, lecz uzywane, ajego rekonstrukcja (dokonana po raz
pierwszy w mojej ksigzce) wyjasnia podstawowe cechy iréznice w arytmetyce
egipskiej, babilonskiej igreckiej. Zauwazenie tego pojecia i wtasciwe odréznie-
nie go od pozostatych dwoch pojec liczby jest trudne. Prawdopodobnie brak jas-
nego widzenia réznic pomiedzy tymi pojeciami to gtdwna przyczyna licznych
trudnos$ci interpretacyjnych gdy chodzi o filozofie Pitagorejskg i Platoriska,
i zrozumienie wzajemnych zwigzkéw miedzy nimi.

Przyktadowo pojeciem liczby jako miary postuguje sie Konrad Gaiser¥ przy-
pisujac je btednie Platonowi. Pojecie to jest ciekawe rowniez z tego wzgledu, ze
najczesciej postuguje sie nim takze wspétczesny czytelnik Platona i Elementow.

Liczba jako miara to traktowanie dowolnej (w tym ciagtej) wielkosci lub
przedmiotu: odcinka w geometrii lub pewnej ilosci wody, wina lub oliwy albo
stada owiec, jako jednosci. Tajedno$¢ podlega dalszym operacjom, np. podzia-
fom na okreslong liczbe porcji. Jak wiemy z papiruséw, w Egipcie zajmowano
sie obliczeniami jak podzieli¢ okreslong ilos¢ zywnosci pomiedzy pewng ilos¢
robotnikdw, aby wyzywié¢ ich przez okreslong liczbe dni.

W matematyce egipskiej, w przeciwienstwie do greckiej, znano utamki i li-
czono gidwnie na nich. W zasadzie wszystkie utamki w Egipcie byty utamkami
o liczniku réwnym jednos$ci. Odpowiadato to ,traktowaniu jako jednosci” wy-
jsciowej wielkosci do podziatu. Zwr6émy uwage, ze za kazdym razem co inne-
go bylo tajednoscig. Dlatego koncepcja ta byta zwigzana z pojeciem tzw. licz-
by zmystowej u Platona. Podaje tu tylko og6lng charakterystyke pojecia liczby
jako miary iopuszczam caly - w zasadzie najbardziej istotny - kontekst pojecia
miary, uwzgledniony w mojej ksigzce.

Tymczasem zdaniem Platona i wszystkich matematykéw greckich matema-
tyka powinna by¢ oparta na niezmiennej, zawsze takiej samej jednosci. Matema-
tyka kupcow, rzemieslnikow i zotnierzy, czyli matematyka stosowana, nie jest
wiasciwg matematyka. Dlatego greccy matematycy definiowali explicite pojecie
liczby. Dla wiekszosci z nich - i tak liczba jest definiowana w VII ksiedze
Elementéw i u Arystotelesa - liczba byta wielo$cig ztozona z identycznych jed-
nostek-monad. Ale nie dla Platona. Dla Platona liczbajest pewnajeclnoscig zto-
zong z identycznych jednostek-monad.
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Réznicajest pozornie bez wiekszego znaczenia. Dlatego zapewne nikt nie za-
uwazyt jej fundamentalnych konsekwencji, a przede wszystkim tego, ze kwestii
czy liczbajest wieloscia, czy JednosScig nad wieloscig” poSwiecona jest w isto-
cie dyskusja Arystotelesa z teorig idei Platona.

Jak pokazuje, Arystoteles twierdzit, ze do danej wielosci (np. do trzech ko-
ni) nie dochodzi zadne jedno nad nimi. Liczba 3 jest zawsze zwigzana z pewng
dyskretna wieloscig niepotgczonych i nieciagtych przedmiotéw. Dlatego jest
wielo$cia ztozong z jednostek i wieloscig mierzong przez jedno$¢. Platon nato-
miast widziat jednosé liczby: jesli liczba bytaby luzna wielo$cig monad, to nie
mozna powiedzie¢ czy w matematyce mamy do czynienia z liczbg 5, czy z dwo-
ma liczbami: 2 i 3.

Matematyka wspétczesna przyznata racje Platonowi. Jego pojecie liczby jest
pewnym (nieekstensjonalnym) pojeciem zbioru. Dopiero R. Cantor, prawie
2500 lat p6zniej pokazat, ze samo pomyslenie pewnej wielosci jako jednosci
umozliwia ukonstytuowanie sie pojecia zbioru. Dla prawdziwego matematyka
jest zadziwiajace, co takiego ,,dochodzi” do elementdw, ze tworzg zbidr. Zbiér
pojawia sie tylko wtedy, gdy pewng wielo$¢ elementéw potraktujemy jako jed-
nos¢. Wiasnie uswiadomienie sobie tego faktu spowodowato powstanie wspot-
czesnej teorii mnogosci. Pomijam w tym miejscu szczegbtowa dyskusje zZrédet
historycznych.

Po rekonstrukcji wymienionych poje¢ liczby, przedstawiam w ksigzce role
struktury Jeden nad wieloscig” (termin pochodzi od Platona) w filozofii Plato-
na. Kazda idea jest JednoS$cig nad wieloScig” uczestniczacych w niej przed-
miotéw. Jesli nie ma wielosSci, nie ma tez idei. Dlatego nie ma idei pojedynczych
przedmiotéw, np. Sokratesa. Jedynka nie byta liczba dla Grekéw, lecz zasada
liczb. Najmniejszg liczbg byla ,,elementarna wielo$¢”, czyli liczba 2.

Jesli liczbajest Jedno$cig nad wieloScig” identycznych zasad-jednosci i kaz-
da idea jest JednoS$cig nad wielo$cig” uczestniczacych w niej przedmiotéw, to
jest jasne, dlaczego kazda idea jest dla Platona liczbg. Kazda idea uczestniczy
bowiem w strukturze idealnej Jeden nad wieloscig”, ktérej archetypem jest
wiasnie struktura liczbowa.

Idee uczestniczg nie w poszczeg6lnych liczbach arytmetycznych, bo tych
jest wiele; matematyk musi, na przyktad dysponowaé, wieloma egzemplarzami
liczb, zeby doda¢ do siebie 3 + 3+ 3, lecz wystarczy 10 liczb idealnych.

Liczby idealne sg pierwowzorami wszystkich innych Jednosci nad wielo-
$cig okresloncf. Jest ich tylko 10, gdyz, podobnie jak geometria - arytmetyka
starozytna jest konstruktywna.

W geometrii mieliSmy jedna linie podstawowag a w arytmetyce mamy 10 ,,liczb
podstawowych” (idealnych) i okre$lone mechanizmy tworzenia tych liczb. O
narodzinach liczby i o sposobach tworzenia liczb mowia prawie wszystkie za-
chowane komentarze do Arystotelesa. System liczbhowy Grekdéw byt dziesietny,
co oznacza mozliwos$¢ zapisania kazdej liczby przy pomocy kilku wyjsciowych.
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Badatem nastepnie role odkrycia niewspotmiernosci w filozofii Platona i po-
kazatem, ze sg dwa rodzaje przedmiotow idealnych: idee uczestniczace w licz-
bie idealnej, czyli .jednosci nad wieloscig okreslong”, i przedmioty bedace Jed -
noscig nad wieloscig nieokreslong”.

Przyktadem jednosci nad wieloscig nieokre$long sg odcinki, figury geome-
tryczne i og6lnie, wszelkie wielkos$ci przestrzenne. Nalezg tu takze (por. Fileb)
przyjemnosci i wszelkie wielkosci, ktorych moze by¢ ,wiecej lub mniej”, a wiec
np. ciepte i zimne, uczucia, odczucia zmystowe etc. Platon odkryt dwa rodzaje
wielkosci, gdy okazato sie w wyniku badan Teajteta, ze arytmetyka nie redukuje
sie do geometrii, a wiec, ze ,,nie wszystko jest liczbg”. Dlatego tez, badania Teaj-
teta bylty zapewne motywowane przez Platona i- prawdopodobnie - ujmowaty
istotne matematycznie fakty w ogolnej filozofii Platona. Podaje tego dowody.

Gtdwnym skutkiem odkrycia niewspétmiernoSci i teorii Teajteta byta kon-
ieczno$¢ przyjecia w wyjasnianiu filozoficznym (dialektyce) dwdéch, wzajemnie
nieredukowalnych zasad. Sg to najwyzsze niespisane zasady, tworzgce tzw. pro-
tologie Platona. Sa to: JednoS¢ i nieokre$lona Diada ,,tego, co wiecej i mniej”.

Niestety, nie moge w tym miejscu zaprezentowac drobiazgowej analizy pro-
tologii Platona, czyli jego teorii najwyzszych zasad's. Wspomne tylko, ze Platon
W swojej, tzw. niespisanej nauce twierdzit, ze u podstaw wyjasniania rzeczywi-
stosci stojg dwie najwyzsze zasady: Jednos¢ i Diada ,tego, co wielkie i mate”.
Jednos$¢ odpowiedzialna jest za kazda forme okreslonosci, skoficzonosci iogra-
niczenia. Natomiast Diada odpowiada za ,,pierwotng przestrzenno$¢”, nieokres-
lone rozpostarcie (w dwdch kierunkach), mozliwos¢ nieokreslonej, ciggtej zmia-
ny. Kazdy poszczeg6lny twor, np. przedmiot zmystowy lub przedmiot idealny
(idea), czy matematyczny (powiedzmy: odcinek) powstaje ze ,,zmieszania” tych
dwoch zasad. Dlatego sg one obecne we wszystkim, co istnieje.

Najwyzsze zasady sg wzajemnie nieredukowalne, tzn. nie da sie wyjasniac¢ na
przyktad Diady przy pomocy Jednosci. Sg one jednakowo konieczne, gdyz nie da
sie wyjasni¢ niczego, postugujac sie tylko jedng z nich. Zasady sg najwyzsze,
gdyz proba méwienia o tych zasadach przy pomocy innych poje¢ (idei) prowadzi
do aporii. Wszystkie te fakty - jak pokazatem w swojej ksigzce - sg przedmio-
tem rozwazan w Platonskim Parmenidesie i fakty te zostaty tam dowiedzione.
Stynne aporie w Parmenidesie sg w rzeczywistosci dowodami dialektycznymi
najwyzszej pozycji niespisanych zasad i wzajemnej ich nieredukowalnosci.
Wszystko to prowadzi do Scistego pojecia uczestniczenia, ktore jest bardziej fun-
damentalne niz np. pojecie idei. W ksigzce pokazuje takze zwigzek protologii
Platona z odkryciem i badaniami nad niewspotmiernoscig matematyczna.

Fakty te znajdujg dodatkowe potwierdzenie w dialogach Platona. W ksigzce
podaje zarys nowego odczytania najbardziej kontrowersyjnych z nich, np. Par-
menidesa, Fileba (ktéry okazuje sie dyskusjg z pogladami Eudoksosa ijego teo-
rig proporcji), Timajosa i Teajteta.
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Nowa interpretacja Parmenidesa znajduje swoje potwierdzenie takze w Ko-
mentarzu Pappusa. Na przyktad, wrocimy teraz ponownie do - juz cytowanego
- pierwszego fragmentu z paragrafu 2 czesci | Komentarzal6.

Ostatnie zdanie tego cytatu - razem z catym przestaniem paragrafu 2 - po-
twierdza dodatkowo moje spostrzezenie, ze tzw. najwyzsze rodzaje Platona
z Sofisty sg uporzagdkowane parami, gdzie pierwszy czton uczestniczy w Jednos-
ci, a drugi w Diadziel7.

Paragraf 2 Komentarza dostarcza technicznych wskazéwek do nowego od-
czytania tekstu Parmenidesa, tak jak to pokazatem w swojej ksigzcel® Dotyczy
on bowiem rozumienia terminéw czes¢, catos¢, jednos¢ i wielos$¢, a takze ich
réznego znaczenia i przeciwstawienia odpowiednio w kontekscie wielkosci dys-
kretnych (liczbowych, ,tego, co arytmetyczne”) i ciggtych (przestrzennych,
»1€go, co geometryczne). Tekst tego paragrafu stwierdza bowiem explicite ist-
nienie dwdch rodzajow wielosci i catosci, tj. Jednosci nad wieloScig okreslong”
i ,jednosci nad wieloscig nieokre$lona” oraz wiaze je z filozofia Platona. Aby
zakonczy¢ juz sprawe zwiazku Komentarza z interpretacjg Parmenidesa nalezy
dodaé, ze Pappus wprost postwierdza mojga interpretacje tego dialogu odnosnie
pierwszej hipotezy (por. Parmenides 137c-142a) w par. 13 ksiegi |. Aporie
w Parmenidesie pojawiajg sie, gdy mieszamy zasady: Diade i Jedno$é, zakita-
dajac wspétmierno$¢ wszystkiego. Parmenides zawiera wiec dowody wzajem-
nej nieredukowalnosci i wyrdznionej, najwyzszej pozycji protologicznych zasad
z nauki niespisanej Platonald

,Jesli tak, dyskusja w dziele Platona nazwanym imieniem Parmenidesa nie
powinna temu przeczy¢ (tj. istnieniu wielkosci niewspoétmiernych), [zauwazmy
bowiem, ze]20rozwazyt on w nim Pierwszg Przyczyne (tj. Jedno$é) w powigza-
niu z podziatem (czy oddzieleniem) linii wsp6tmiernych od niewspétmiernych.”
(Por. Komentarz, par. 13, cze$é ).

Pappus potwierdza zatem zwigzek Parmenidesa z matematycznymi badania-
mi nad niewspdtmiernoscia i X ksiega Elementéw. Ten watek jest szczegétowo
wyjasniony w mojej ksigzce.

Wracajac do roli Diady w geometrii starozytnej, nalezy zauwazy¢ jej obe-
cnos¢ nie tylko w komentarzach filozoficznych, ale takze w $cis$le matematycz-
nych, jak u Pappusa. Przykfadem komentarza filozoficznego moze by¢ Komen-
tarz Proklosa do pierwszej ksiegi ,,Elementow” Euklidesa. Odwotania do proto-
logii Platona sa tam, zwtaszcza w Prologu, bardzo czeste.

Zacytuje przyktadowo tekst z rozdziatu Il (od 5.15):

»Aby odkry¢ zasady bytu matematycznego jako catosci, musimy wznie$¢ sie
do tych wszechprzenikajgcych zasad, ktére wytwarzajg wszystko z siebie: mia-
nowicie do Granicy oraz Nieograniczonego. Bowiem te dwie zasady najwyzsze
zaraz po niewystowionym i catkowicie niepojetym dziataniu Jednego, rodzg wszy-
stko inne, tgcznie z bytami matematycznymi. Z tych zasad pochodzg wszystkie
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inne rzeczy razem iz osobna, lecz gdy sie wytaniajg, pojawiaja sie we wiasci-
wym rozdzieleniu i zajmujg swoje miejsce w uporzadkowanym pochodzie, nie-
ktére pierwsze, inne po $rodku, a inne u konca. Przedmioty Rozumu (Nous), na
mocy sobie wiasciwej prostoty, sg pierwszymi uczestnikami Granicy i Nieogra-
niczonego. Swajednos¢, tozsamosé i statos¢ trwania w istnieniu czerpig od Gra-
nicy: lecz swe zrdznicowanie, tworczg ptodnos¢ i swa boskg innos¢ i postep, od
Nieograniczonego. Przedmioty matematyki sg potomstwem Granicy i Nieogra-
niczonego [...] To dlatego w tych porzadkach istnienia sg stosunki idgce w nie-
skonczonos¢, lecz rzadzone przez zasade Granicy. Bowiem liczba, poczynajac
od jednoSci, jest zdolna do nieograniczonego wzrostu, chociaz kazda liczba,
ktérg wybierzesz, jest skonczona; podobnie wielkosSci [przestrzenne, geome-
tryczne - Z.K.\ dzielg sie bez konca, cho¢ rézne wielkosci wszystkie sg ograni-
czone. a rzeczywiste czesci catosci sg skofczone. Gdyby nie byto nieskonczo-
nosci, wszystkie wielkosci bylyby wspo6tmierne i nic nie bytoby niewyrazalne
czy niewspoOtmierne, co uwaza sie za cechy odrozniajgce arytmetyke od geome-
trii [...] ljezeli Granica bylaby nieobecna, nie bytoby wspdtmiernosci lub iden-
tycznosci stosunkéw w matematyce, ani podobienstwa iréwnosci figur [...] Dla-
tego matematyka potrzebuje tych dwoch zasad tak, jak potrzebujg ich inne
dziedziny bytu. Co do najnizszych jestestw, tych, ktére ujawniajg sie w materii
i sg ksztatltowane przez nature, jest natychmiast catkiem jasne, ze uczestniczg
one w obydwu zasadach, w Nieograniczonym, jako podstawie, ktéra wspiera ich
formy, i Granicy - na mocy ich stosunkéw, postaci i ksztattéw. Jest zatem jasne,
ze zasady pierwotne w matematyce sg tymi, ktore rzadzg wszystkimi rzeczami.”

Odwotania do Diady sg czeste w Komentarzu, natomiast nigdzie nie wystepu-
je przestrzen nieskoriczona. Pappus nie uzywa wprawdzie w zadnym miejscu ter-
minem ,,Diada”, ale postuguje sie nigjako zasada w wyjasnianiu wszelkich prze-
jawow nieskorniczono$ci matematycznej (tj. nieskoficzonosci arytmetycznej i geo-
metrycznej). Za obecnos¢ nieskonczonosci w matematyce sg odpowiedzialne
doktadnie te funkcje, ktore Platon przypisywat Diadzie: mozliwos¢ nieograni-
czonego powielania (np. jednosci i kolejnych egzemplarzy liczb w arytmetyce)
i mozliwo$¢ nieograniczonego przediuzania oraz dzielenia wielkosci przestrzen-
nych (,,tego, co wielkie i mate”).

Odwotania do funkcji Diady iJednosci jako pryncypidw catej rzeczywistosci ma-
tematycznej wystepuja w nastepujacych paragrafacli czesci | Komentarza Pappusa:

1 (gdzie uwzglednia sie takze role drugiego pryncypium, Jednosci, w dzie-
dzinie linii niewspotmiernych, piszac o okreslonosci na mocy definicji; analo-
giczna uwaga odnosi sie do paragrafu 3), 3 (najwazniejsze $wiadectwo dotycz-
ace funkcji Diady w | ksiedze, odwotlujgce sie explicite do Platona), 6
(wystepuje tam termin ,wielko$¢ i matos¢”2l), 8 i 9 (podkreslajgce determi-
nujacag role skonczonosci, ktéra podpada pod Jedno$¢, a w paragrafie 8jest do-
datkowo mowa o wielosci okreslonej), 13 (paragraf ten dodatkowo pozwala
ustali¢, ze Pappus przez ,,zasade” w paragrafie 9 rozumie Jednos¢)2
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Rola Diady jako pierwotnej przestrzennosci, nieokres$lonej co do rozmiaru iza-
wartosci stanie sie jeszcze bardziej widoczna, je$li uwzglednimy zamiar Teajteta
zbudowania geometrii w oparciu o jedng, dang bez uprzedniej konstrukcji, wy-
rézniong linie podstawowga. Wyjasnie to lepiej w nastepnym punkcie rozwazan.

3. WYROZNIONA LINIA PODSTAWOWA. TEAJTET A EUKLIDES

Pappus podkresla konwencjonalny charakter jednostki miary w geometrii
w wielu miejscach, na przykiad:

,.[...] [Miara] istnieje, w przypadku wielkos$ci ciggtych, umownie, jako
wytw'or sity wyobrazni. Zaktadamy, mianowicie, taka lub inng okres$long miare
i nazywamy ja tokciem czy piedzig lub jakg$ podobng rzecza. Nastepnie
porownujemy te okre$longjednostke miary, ktérg rozpoznaliSmy, i nazywamy te
wielkos$ci ciggte, ktére mozemy mierzy¢ nig, wymiernymi, podczas, gdy te,
ktére nie moga by¢ przez nig mierzone, klasyfikujemy jako niewymierne. Dla-
tego, by¢ wymiernym w tym sensie nie jest faktem, ktéry wywodzimy z natury,
lecz jest wytworem umystowej fantazji, ktdra dostarcza przyjetej miary. Dlate-
go wielkosci ciggle nie mogg wszystkie by¢ wymierne w odniesieniu do jednej
wspélnej miary. Dlatego obrana miara nie jest miarg dla wszystkich; nie jest wy-
tworem natury, lecz umystu'’ (par. 5).

Z drugiej strony w Komentarzu stwierdza sie wyraznie, ze Teajtet i Teodor
uwazali, iz istnieje wyré6zniona jednostka miary:

~Nalezy zauwazyé, jednakze, ze rozumowanie Teajteta nie obejmuje kazde-
go kwadratu jaki istnieje, wspotmiernego liniowo, czy niewspétmiernego, lecz
tylko te kwadraty, ktére pozostajg w stosunku do tak czy inaczej wymiernego
kwadratu, tego kwadratu mianowicie, ktérego miarg jest [jedna - Z.K.\ stopa
[kwadratowa]. Dlatego to ten kwadrat byt podstawa, z ktérej Teodor rozpoczat
swoje badanie dotyczace kwadratéw, ktérych miarg sg trzy stopy [kwadratowe]
i kwadratow, ktérych miargjest pie¢ stop [kwadratowych], istwierdzit, ze sg one
niewspdétmierne z kwadratem, ktérego miarg jest [jedna - Z.K.] stopa [kwadra-
towa]” (par. 11, czes¢ ).

Stanowisko, ze istnieje jedna linia wyrdzniona zostaje przeciwstawione
pogladowi Euklidesa:

-W przeciwienstwie do tego, rozumowanie Euklidesa obejmuje kazdy kwa-
drat i nie jest zalezny tylko od jakiego$ obranego wymiernego kwadratu lub li-
nii*" (par. 11, czes¢ ).

Nieco dalej (przy koncu par. 12) Pappus jeszcze raz potwierdza réznice po-
miedzy podejsciem Teajteta, a Euklidesa:

»Zostato takze wystarczajgco jasno pokazane na podstawie twierdzenia (lub
zdania) w ksiedze nazywanej imieniem Teajteta, czemu konieczne jest odr6znienie
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linii wspoétmiernych liniowo oraz w kwadracie wzgledem wybranej linii wy-
miernej, tej, ktérej miarajest mianowicie stopa, od linii wsp6tmiernych tylko
w kwadracie.”

Tymczasem, w nastepnych paragrafach Pappus zdaje sie stwierdza¢ co$ in-
nego, niz to, co przypisat Euklidesowi w przeciwienstwie do podejscia Teajteta
w paragrafie 11:

»8 14. Musimy jednak wroci¢ do przedmiotu naszych rozwazan izastanowic¢
sie, czy jest mozliwe, by pewne linie byly wymierne mimo swej niewspotmier-
nosci z linig, o ktorej na poczatku zatozyliSmy, ze jest wymierna. W skrdcie, mu-
simy zbadac, czy pewna wielko$¢ moze by¢ wymierna i niewymierna zarazem.
Obecnie uwazamy, ze miary (tj. w przypadku wielkos$ci ciggtych) istniejg tylko
na mocy umowy, a nie z natury - fakt, na ktéry czesto zwracali$my uwage wczes-
niej. Stad znaczenie termindw wymierny i niewymierny z koniecznosci zmienia
sie zgodnie z umowng miara, jaka jest przyjeta; i, gdy rzeczy, ktére sg wzajemnie
niewspétmierne, nigdy nie moga by¢ wspoétmierne w zadnym sensie, to niemniej
byloby mozliwe, by co$ wymiernego stato sie niewymierne, skoro miary moga
sie zmieni¢. Lecz, jako ze jest pozadane, by wiasnosci wymiernych i niewymier-
nych [wielkosci - Z K] byty okreslone iog6lne, przyjmujemy pewngjedng miare
i wiasnosci wymiernych i niewymiernych wielkosci ciaggtych rozrézniamy
wzgledem niej. Bowiem gdybysmy nie rozrdzniali ich wzgledem pewnej jednej
rzeczy, lecz wzieli za wymiernajaka$ wielkos¢ ciggta, ktdrej zatozona miara nie
mierzy, z pewnoscig nie zachowaliby$Smy wyraznych i nieomylnych definicji te-
go uczonego badacza [tj. Euklidesa-Z.K.]. Przeciwnie, linie, o ktérej chcielibys-
my wykazaé, ze jest media/, kto$ inny uznawatby za nie bardziej medial niz ra-
tional, skoro nie jest pozbawiona miary. Ale to nie jest metoda naukowa. Jak
mowi Euklides, jedng linie konieczne trzeba [uzna¢ za] wymierna.

8 15. Niech zatem linia zatozona bedzie wymierna, skoro koniecznie trzeba
wzig¢ pewng jedng linie za wymierng; i niech kazda linia, ktdra jest z nig
wspétmierna, czy liniowo, czy tez w kwadracie, bedzie zwana wymierng. [...]
Wobec czego wyro6zniona linia nie koniecznie mierzy kazdg linie wymierng. [...]
Wspotmierno$¢ z wyrdzniong linig wymierng jest wobec tego jedyng podstawg
wymierno$ci.” (Euklides zatem jest przedstawiony raz jako zwolennik jednej li-
nii podstawowej wyrdznionej, a raz jako jej przeciwnik izwolennik konwencjo-
nalnosci miary (par. 11, cze$¢ I).

Stwierdzenia w podobnym duchu spotykamy takze w nastepnych paragra-
fach Komentarza; por. § 16, 17 czesci 1 Wyrdzniona linia podstawowa wystepu-
je takze implicite w dociekaniach czysto matematycznych w ksiedze II., na przy-
ktad w paragrafie 7. Stwierdza sie tam, ze dwie linie dodane moga utworzy¢
nowg linie niewymierng tylko wtedy, gdy obie sg wspdtmierne tylko w kwadra-
cie lub sg niewspotmierne ani liniowo, ani w kwadracie. Ten drugi przypadek
jest rozwazany w nastepnym, 8, paragrafie. Dla nas, wspotczes$nie, jest zupetnie
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jasne, ze dwie linie niewsp6tmierne w kwadracie (w sensie globalnym - por.
cze$é Il mojej ksigzki) niekoniecznie muszg utworzy¢ kwadraty, ktérych sumy
sg obszarami wytgcznie albo rational, albo medial. Tymczasem Pappus formu-
tuje takie, falszywe ze wspodiczesnego punktu widzenia twierdzenie, poste-
pujac analogicznie do Euklidesa (por. twierdzenia z X ksiegi Elementéw do-
tyczace linii major, side ofa square equal to a rational plus a media! area i side
ofa square equal to two medial areas).

Mozna to wyjasni¢ tylko odniesieniem dojednej linii wyréznionej. Dodatko-
wo rekonstruujemy niestychanie istotng dla zrozumienia zamiaru matematykow
starozytnych ceche ich geometrii: w geometrii nie rozpatrywano wszystkich
mozliwych linii, lecz tylko te, ktére byty odniesione do wyrdznionej linii pod-
stawowej. Dlatego continuum starozytnych zawierato ,luki”. Oznacza to, ze
z Diady ,,wytawiano” tylko niektore linie, te mianowicie, ktore daty sie skonstru-
owac w okre$lony sposob z linii podstawowej, tj. przy pomocy cyrkla i liniatu
lub poprzez dodawanie i odejmowanie linii i obszarow.

W tek$cie Komentarza mamy tego bezpos$rednie Swiadectwo w czesci |,
w paragrafie 16:

»Euklides nigdy nie nazywa wymiernymi linii, ktére sg niewspétmierne z dang
linig wymierng pod obydwoma wzgledami (tj. dtugosci i kwadratu). A ¢4z mia-
toby go przed tym powstrzymad, jesliby zamiast okre$la¢ linie wymierne wzgle-
dem tej linii jedynie, okre$latby je takze przyjmujac jaka$ inng miare na podsta-
wie z tych linii, ktére sg zwane wymiernymi i odnositje do niej?” [Nowa miare
maégtby obraé sposrdd linii wymiernych, wspétmiernych tylko w kwadracie
z dang linig podstawowag - Z.K.\.

To dlatego, ze jedna linia jest wyrdzniona, nie sg niezmiennicze wzgledem
zamiany linii w obrebie linii wymiernych definicje szesciu linii binomial i sze$-
ciu apotome. W swojej ksigzce podaje matematyczne dowody omawianych tu-
taj pobieznie spraw; por. na przyktad twierdzenie 14, s. 165 (Z. Kr6l: Platon
ipodstawy...).

Sprawa jest nie tylko prosta (sic), ale i ma fundamentalne znaczenie dla zro-
zumienia X ksiegi Elementéw i Komentarza. Tymczasem nikt tego do tej pory
nie wykryt. Na przyktad, cytowany przed chwilg fragment Komentarza, W. Thom-
son (i G. Junge) opatruje uwaga: "Not very elear, as already Suter has observed.
G. J.” (por. odnosnik nr 131, s. 110, u Thomsona).

Przyktadem miejsca w Elementach, gdzie dla zwyklego rozumienia tekstu
jest konieczna wiedza o istnieniu wyrdznionej linii podstawowej, sgtwierdzenia
39-41 wraz z odpowiadajagcymi im konstrukcjami z twierdzen 33-35 (a takze
analogony tych twierdzen dla obszaréw odejmowanych, por. twierdzenia 74-78)
z X ksiegi. Linie te, np. major, sg definiowane ogdlnie, ale konstrukcja przy-
ktadédw tych linii jest zawsze odniesiona do jakiej$ linii wymiernej, wzgledem
wyrdznionej linii podstawowej; por. takze nizej uwagi o wariancie N_2a.
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Paragraf 19 (cze$¢ 1) Komentarza ttumaczy, ze liniami medial, ktére sg defi-
niowane ogolnie za pomocg Sredniej geometrycznej, nie sa $rednie geometrycz-
ne pomiedzy dowolnymi liniami (ani nawet pomiedzy dowolnymi liniami
wspotmiernymi tylko w kwadracie), lecz tylko te, ktére sg okreslone wzgledem
wyrdznionej miary, tj. linii podstawowej.

Mozemy teraz wyjasni¢ pozorng niezgodno$¢ poczatkowych cytatow przywo-
tanych w tym punkcie, a przeciwstawiajacych stanowisko Teajteta, ktory wyroznit
jedna linig, stanowisku Euklidesa. Euklides bowiem, jak sie wydaje, raz jest przed-
stawiony jako przeciwnik jednej linii wyrdznionej, a raz jako jej zwolennik.

Nie ma tu jednak zadnej niekonsekwencji. W paragrafach 10, 11 i 12 1ksiegi
Komentarza jest mowa o pogladach Teajteta na podstawie dialogu Platona o tym
tytule. Istotnie, we fragmencie 147d - 148a Teajtetajest mowa, ze kwadraty o po-
lach wyrazalnych przy pomocy liczb kwadratowych majg boki wspétmierne.
Pappus zupetnie stusznie zauwaza, ze w Elementach podane jest znacznie
ogoOlniejsze twierdzenie X. 9, tzn. ze jesli dowolne kwadraty pozostajg do siebie
w takim stosunku jak dwie liczby kwadratowe, to ich boki sg wspdtmierne. Jak
argumentuje Pappus, nie oznacza to, ze te boki muszg byé wspotmierne z linig
podstawowag, chociaz moze tak by¢. Na podstawie omawianych wiasnie frag-
mentow Komentarza nie jesteSmy w stanie zrekonstruowaé pogladéw historycz-
nego Teajteta, gdyz Pappus wyjasnia jedynie roznice pomiedzy stwierdzeniem
zawartym explicite w dialogu Platona, a zawartoscig X ksiegi. Mozna ponadto
wykazaé, ze twierdzenie X. 9jest takze autorstwa Teajteta24 Sugestywne sformu-
towania dotyczace modyfikacji przez Euklidesa twierdzenia z dialogu prezentujg
wiec prywatne wyjasnienia Pappusa, a nie pochodza, np. od Eudemosa.

Mozemy natomiast na podstawie innych fragmentéw Komentarza prébowac
zrekonstruowac dorobek matematyczny Teajteta historycznego w odniesieniu do
tresci X ksiegi Elementéw.

Poswiece temu troche miejsca, gdyz sprawa ta jest przedmiotem wielu kon-
trowersji i badan. Cze$¢ z nich omawiam w swojej ksigzce, ale dla wiekszej pet-
nosci przypomne, ze stanowiska sg tu bardzo zréznicowane - od prawie catko-
witej negacji dorobku matematycznego Teajtetas, poprzez proby jego
rekonstrukcji, m.in. na podstawie tekstu PappusaZ az do stwierdzenia, ze cata
zawarto$¢ X ksiegi jest autorstwa Teajtetar.

Dla Pappusa, podobnie jak dla Proklosa, zrodtem wiedzy o dorobku matema-
tycznym Teajteta historycznego, jest-jak sam podaje w paragrafie 1czesci |- za-
ginione obecnie dzieto Eudemosa z Rodos, ucznia Arystotelesa, poswiecone hi-
storii geometrii. Napisat on takze ,,dzieto o kacie, stwierdzajac, zejest on wielko$cig”2
(por. Proc lus, dz.cyt. s. 125.7-8). Jak wiemy, np. z fragmentu 379 u Pro-
klosa, dzieto Eudemosa przytaczato tez dowody roznych twierdzen, a ideowo
zalezne byto od filozofii Arystotelesa.
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Tak wiec, Pappus za Eudemosem podaje, ze Atenczyk Teajtet, po drobiazgo-
wej analizie ustalit sciste definicje i podat niepowatpiewalne dowody w odnie-
sieniu do nauki o wielkosciach niewspétmiernych. Odro6znit takze ,linie, ktore
sq wspotmierne liniowo, od tych, ktore sg niewspétmierne (tj. liniowo), i ktory
podzielit najbardziej powszechnie znane linie niewspdtmierne zgodnie z rézny-
mi $rednimi, przypisujac linie medial geometrii, binomial arytmetyce i apotome
harmonice” (por. paragraf 1).

Euklides natomiast miat okresli¢ niepodwazalne zasady odnos$nie wspotmier-
nosci i niewspdtmiernosci, a wiec nie tylko w odniesieniu do jednej linii podsta-
wowej, lecz globalnie, tzn. niezmienniczo wzgledem dowolnie obranej linii pod-
stawowej. Okreslit takze wiele rodzajow wielko$ci niewspotmiernych i, wyjas-
nit ostatecznie jakiego rodzaju okre$lono$¢ (lub skonczonos$é) jest w nich do
odnalezienia” (czyli pracowat nad klasyfikacjg tych wielkosSci; por. paragraf 1,
cze$¢ | Komentarza).

Informacje o pracach Teajteta historycznego w | cze$ci Komentarza sg ogra-
niczone, w zasadzie, do paragrafu 1. Powracajg one ponownie w paragrafie 17
czesci Il

,»Ci, ktorzy pisali o tych rzeczach (tj. o wielkosciach niewymiernych), gtosza,
ze Atenczyk Teajtet, zaktadat dwie linie wspotmierne w kwadracie i dowodzit, ze
jezeli wziagt do nich linie stojgcg w proporcji geometrycznej (tj. Srednig geome-
tryczng), to powstawata linia zwana medial, ale gdy wziat [linie] zgodnie z pro-
porcjg harmoniczng (tj. $rednig harmoniczng), powstawata apotome2. Przyjmu-
jemy te twierdzenia, skoro wypowiedzial je Teajtet, lecz dodajmy tu przede
wszystkim, ze [omawiana] $rednia geometryczna jest [i tylko] S$rednig [czyli
medial} miedzy dwiema liniami wymiernymi [wzgledem linii podstawowej
- Z.K] iwspétmiernymi [tylko - Z.K] w kwadracie, natomiast $rednia arytme-
tyczna jest jedng z linii [niewymiernych], ktére tworzy sie przez dodawanie,
a $rednia harmoniczna, jedna z linii [niewymiernych], ktére tworzy sie przez odejmo-
wanie, i po drugie, ze te trzy rodzaje proporcji dajg wszystkie linie niewymierne.”

Nastepne paragrafy 18-20 zawierajg dowody matematyczne, pokazujace jak
otrzymac¢ wszystkie rodzaje linii niewspétmiernych przy uzyciu trzech propor-
cji. Dowody te - moim zdaniem - pochodzg od Teajteta i zostaty usuniete przez
Euklidesa z pierwotnego korpusu teorii X ksiegi Elementéw. Mogty one by¢ tak-
ze zrekonstruowane przez Pappusa, ktory chciat wyttumaczy¢ przekazy staro-
zytnych, na przyktad Eudemosa, dotyczace zwiazku teorii proporcji z teorig
Teajteta. Na ten wariant wskazuje fakt, ze dowody pokazuja, jak otrzymac kazdg
z 12 gtownych linii niewspotmiernych przy zatozeniu, ze zostaty one juz zdefi-
niowane w inny sposéb, tj. przy pomocy operacji dodawania i odejmowania li-
nii. Tylko prezentacja zwiazku linii medial ze Srednig geometryczng jest zby-
teczna, gdyz liniata -jako jedyna w X ksiedze - jest zdefiniowana przy pomocy
proporcji.
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Ponadto cytowany fragment méwi nie o tym, ze Teajtet zdefiniowat linie nie-
wspotmierne przy pomocy $rednich matematycznych, ale ze udowodnit, iz na
przyktad linia $rednia harmoniczna do dwdch linii wymiernych, wspétmiernych
tylko w kwadracie, jest linig zwang apotome. Co prawda identyczne sformuto-
wanie wystepuje w odniesieniu do linii medial, ktéra jest zdefiniowana w Ele-
mentach tylko poprzez $rednig geometryczng, ale koniec cytowanego fragmentu
(tj. ,te trzy rodzaje proporcji dajg wszystkie linie niewymierne”) wskazuje, ze cho-
dzi raczej o wtorne zwigzanie klasyfikacji linii niewymiernych z teorig proporcji.

Na wtdrne zwigzanie teorii linii niewymiernych z proporcjami wskazuje tak-
ze fakt, ze w paragrafie | czeSci | Pappus pisze nie o Srednich matematycznych,
lecz 0 zwigzku odpowiednio linii medial, binomial i apotome z geometrig, aryt-
metyka i harmonika. Wydawcy i komentatorzy dzieta Pappusa na og6t uwazaja
to za blad lub przejaw obrazowego sposobu mdwienia. Tymczasem, jesli zato-
zy¢ wtornos$¢ zwigzania klasyfikacji z X ksiegi z teorig proporcji, to staje sie to
jednym zjego powodow.

W pracy Wstep do starozytnych teorii... podaje uwagi o teorii proporcji Teaj-
teta P_5, ktore uzasadniajg przedstawione rozumienie omawianego fragmentu
na podstawie prac Teajteta nad og6lng teorig proporcji. Te ogbing teorie (P_6)
sformutowat dopiero Eudoksos.

Mamy wiec pierwszy mozliwy wariant rozgraniczajacy wkiad Teajteta i Eu-
klidesa w X ksiege Elementéw. Oznacze gojako N_1. W tym wariancie cala ma-
tematyczna tres¢ X ksiegi jest autorstwa Teajteta. Natomiast Euklides opierat
dowody twierdzen na teorii proporcji Eudoksosa, eliminujac starsze teorie pro-
porcji P_4 (teoria proporcji wielkosci czysto geometrycznych z ksiegi VI Ele-
mentéw) i P_530 Teorie te sgjednak dalej obecne w dowodach wielu twierdzen
w X ksiedze iwskazujg wyraznie w jaki sposob wygladata pierwotna klasyfika-
cja linii Teajteta. PozostatoSci starszych teorii proporcji pozwalajg na selekcje
starszych wersji dowoddw, autorstwa Teajteta, od nowszych, zmienionych przez
Euklidesa. Mozemy otrzymac w ten sposéb liste probleméw, ktére w szczegol-
ny sposéb interesowaty Euklidesa’l

Zgodnie z N_I, Teajteta nalezy uzna¢ za autora faczacych linie niewymierne
z teoriami proporcji twierdzen ,,pomostowych”, ktére podaje Pappus w paragra-
fach 17 - 20 w czeSci 1132 W paragrafie 20 Pappus stwierdza, ze:

»[...] twierdzenie Teajteta jest niniejszym sprawdzone. Bowiem $rednia geo-
metryczna dwach linii rational i wspotmiernych [tylko - Z.K.] w kwadracie jest
linig medial’, ich $rednia arytmetyczna jest linig binomial', a $rednia harmonicz-
na, apotome.”

Potwierdza to catkowicie wariant N_1.

Drugi mozliwy wariant rekonstrukcji pierwotnej teorii linii niewymiernych
Teajteta, to przypuszczenie, ze wyr6znit on tylko trzy rodzaje linii nie-
wspdtmiernych, odpowiednio do trzech rodzajow proporcji, tj. linie medial, bi-
nomial i apotome (ten wariant oznaczmy jako N_2), natomiast cata pozostata
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klasyfikacja z X ksiegi pochodzi juz od Euklidesa lub Eudoksosa. Tego zdania
jest np. W. R. Knorr, dowodzacy, ze np. linia major, i inne, nie zostata odkryta
przez Teajteta3.

Swiadectwa historyczne na rzecz udziatu Eudoksosa w tworzeniu klasyfika-
cji wielkosci niewspdtmiernych sg bardzo watpliwe, gdyz jedynie posrednie3
Duzo wazniejsza jest jednak sprzeczno$¢ tezy Knorra z bezposrednimi przeka-
zami, ktdre podaja, ze Teajtet byt autorem najwazniejszych wynikéw w ksiedze
X1, gdzie pojawia sig, np. linia major. Co wiecej tezy Knorra sg niezgodne
Z matematyczng trescig przekazéw - dowody Pappusa pokazuja, ze wszystkie
12 linii niewspétmiernych mozna otrzymac za pomoca tylko trzech proporcji i nie
trzeba do tego, np. trzech nowych, autorstwa Eudoksosa3.

Najwazniejsza cze$é argumentacji Knorra wigze sie z wyjasnieniem terminu
»podziaty” w pewnym fragmencie u Proklosa3. Argumentacja Knorra opiera sie
jednak na linii major ijest niezgodna z innymi $wiadectwami historycznymi. Knorr,
na przyktad, wyjasnia w interesujacy sposdb pochodzenie nazwy linii major
(por. s. 280-281), ale nie zgadza sie to z ttumaczeniem pochodzenia tej nazwy
u Pappusa (por. Komentarz, paragraf 8, cze$¢ Il). Nawet, jesli przyja¢ ttumacze-
nie Knorra, ktérego tu nie przytaczam, to potwierdza to jedynie, ze Teajtet, jako
gtowny tworca XIll ksiegi Elementem=> znat linie major i minor.

Gdyby jednak przyja¢, ze Teajtet w pierwotnej klasyfikacji z X ksiegi
Elementéw zdefiniowat linie niewsp6tmierne przy pomocy trzech $rednich
- geometrycznej, arytmetycznej i harmonicznej, to w podobny tatwy sposéb
mozna otrzymaé nie tylko wszystkie pozostate linie sklasyfikowane, ale takze
catg tre$¢ X ksiegi3d’. Nawet dowody poszczegdlnych twierdzen nie ulegaja
wiekszym zmianom, z wyjatkiem twierdzen X.112—114. W tym ostatnim wy-
padku konieczne twierdzenie pomocnicze formutuje Pappus3

Oznaczmy przez N_3 wariant stwierdzajacy, ze tres¢ matematyczna X ksie-
gi jest autorstwa Teajteta z Aten, ale linie niewspétmierne zostaty zdefiniowane
przy pomocy trzech $rednich matematycznych. Zatem, w tym wariancie Eukli-
des zmienit definicje linii, uwalniajac je (z wyjatkiem linii meciial) od zwigzku
ze Srednimi matematycznymi oraz zmienit nieznacznie dowody twierdzen.
Dzietem Teajteta sa wtedy takze definicje wspohniernosci i niewspotmiernosci
liniowej iw kwadracie, i zwigzane z tym twierdzenia (np. X. 9), gdyz sg one bez
zadnych zmian potrzebne w N_3.

Dodatkowo, jak pokaze nizej, w N_3 (i w N_1 takze) mozna wyjasni¢ mate-
matyczny wkiad Euklidesa w klasyfikacje X ksiegi, zauwazajgc, ze Euklides
maogt zastgpi¢ starg teorie proporcji Teajteta P_5 (zob. Z. Krdl: Wstep do sta-
rozytnych teorii...), nowa teoria proporcji Eudoksosa P_6, znang dobrze z V ksie-
gi Elementéw.
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Pewnym problemem jest wyjasnienie, jakiego rodzaju nowe linie nie-
wspotmierne odkryt Euklides. Ogo6lnie mowigc, mozliwe sg dwie odpowiedzi,
prowadzace do dwoch nowych wariantéw: N_3a i N_3b.

W pierwszym przypadku (N_3a) poszukujemy tych linii wsérdd linii sklasy-
fikowanych w X ksiedze. Jednym z kandydatéw wydaje sie by¢ grupa szesciu
linii binomial i szeSciu linii apotome. Twierdzenia dotyczace tych linii tworza
bowiem dobrze wyrdzniong grupe dotyczaca szczegétowego problemu matema-
tycznego. Sg one jednak konieczne, zeby wykazaé, iz nie istnieje skoriczona kla-
syfikacja linii niewymiernych i r6znosci poszczegélnych linii. Dlatego, wydaje
sie, ze odpowiednie twierdzenia potrzebne dla dowodu twierdzenia X. 115, pier-
wotnie zastepowano rozwazaniami o bokach odpowiednich obszaréw i dopiero
Euklides usystematyzowal te rozwazania nazywajac i badajac podstawowe
wiasnosci szesciu linii binomial i sze$ciu apotome. Mozliwe jest takie przeksztat-
cenie zawartosci X ksiegi, ktore opierajac sie na definicjach linii niewspotmier-
nych przy pomocy $rednich matematycznych i korzystajac z twierdzen podanych
przez Pappusa, pozwala na dowdd twierdzenia X. 115 bez systematycznego ba-
dania szesciu rodzajéw linii binomial i apotome. Takze wzmianka w traktacie
Pseudo-Arystotelesa (Eudemos z Rodos?) De lineis insecabilibus (968b 20),
gdzie o liniach apotome i medial méwi sie, ze ,,dopiero ostatnio zostaty przed-
yskutowane”, moze przemawia¢ za wariantem N_3a.

Dlaczego jednak Euklides miatby zmienia¢ definicje linii niewspotmier-
nych? Wydaje sie, ze o ile zmiana taka rzeczywiscie miata miejsce (por. wariant
N_1), to motywowatjg konstruktywizm geometrii starozytnej. Definicja linii bi-
nomial jako sumy dwoch linii wymiernych (wzgledem podstawowej) i wspot-
miernych tylko w kwadracie, a linii apotome, jako ich réznicy, pozwalata lepiegj
okre$lic w wyniku jakich operacji otrzymujemy te linie. Definicja tych linii
z uzyciem odpowiednio $redniej geometrycznej i harmonicznej byta w tym
wzgledzie znacznie bardziej nieokre$lona. W wyniku zmiany definicji pojawity
sie nowe problemy, wcze$niej trudne do systematycznego rozwazenia. Nalezaty
do nich na pewno takze te, ktére doprowadzity do wyréznienia wtasnie szesciu
rodzajow linii binomial i apotome.

Pappus jednoznacznie stwierdza, ze linie niewspotmierne otrzymujemy przy
uzyciu tylko trzech operacji. Sa to: znajdywanie konstruktywne (por. np. twier-
dzenie 11 14) linii $redniej geometrycznej do linii wymiernych wspdtmiernych
tylko w kwadracie ijuz wcze$niej danych, tj. uprzednio skonstruowanych w od-
niesieniu do linii podstawowej, a nastepnie, dodawanie takich linii i- po trzecie
- ich odejmowanie:

»8 2. Po drugie, powinno by¢ wiadome, ze niewymierne [tj. linie niewymier-
ne - Z.K.\ znajduje sie na trzy sposoby: albo przez proporcje, albo przez doda-
wanie, albo podziat (tj. odejmowanie), i Ze nie sg znajdywane w Zaden inny
sposéb, nadto nieuporzadkowane wywodzi sie z uporzadkowanych tylko na te
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trzy sposoby. Euklides znalazt tylko jednag linie niewsp6tmierng przez proporcje,
sze$¢ przez dodawanie i szeS¢ przez odejmowanie; ite tworzg catkowitg liczbe
uporzadkowanych linii niewymiernych” (jest to caty tekst paragrafu 2 w czesci
Il; w sprawie wielkosci uporzadkowanych i nieuporzagdkowanych - zob. nizej).

Na obszarach, np. na figurach ptaskich, mozemy wykonywaé tez operacje
dodawania i odejmowania. Nie sg to jednak obszary catkowicie dowolne, lecz
tyko te, ktore sa okreslone przez kt6ras z linii otrzymang w odniesieniu do linii
podstawowej. W szczegdlnosci, aby otrzymac linie niewymierne nalezy rozpa-
trywac tylko niektére obszary:

»Wobec tego obszary mozna braé na trzy sposoby: albo [linia- Z.K.] medial
jest tgczona z rational, albo rational z medial lub medial z medial. [...] Obszary
moga by¢ albo dodawane do siebie, albo odejmowane jeden od drugiego.” (czes¢ Il,
paragraf 15).

W obu fragmentach widoczny jest zaréwno zwigzek klasyfikacji z linig pod-
stawowag jak i fakt, ze starozytni nie operowali cato$cig dowolnych, wszystkich
mozliwych linii niewspdtmiernych. Diada byta dla nich rzeczywiscie nieokres-
lona, mimo uznaniajednosci nad wielosciami nieokreslonymi (nieskofczonymi;
np. medial, apotome, etc.) i pokazania, ze mozna je $cisle analizowac.

Zauwazmy, ze opis twierdzen w X ksiedze Elementéw rozpoczyna sie od li-
nii podstawowej i konstrukcji zwigzanej z nig grupy linii rational. Nastepnie de-
finiuje sie i konstruuje linie medial. Mamy wtedy do dyspozycji juz trzy rodza-
je linii: linie rational wspo6tmierne liniowo, linie rational wspétmierne tylko
w kwadracie i linie medial. Rozporzgdzamy tez tylko dwoma rodzajami ob-
szaréw: medial i rational.

Cala pozostata klasyfikacja tworzona jest tylko z tych uprzednio skonstru-
owanych elementéw i nie rozpatruje sie wszystkich mozliwych linii i obszardw.

Konstruowanie kolejnych linii niewymiernych z danych i skonstruowanych
uprzednio elementéw jest og6lng metodg matematyczng przenikajaca catg
X ksiege. Metoda ta musiata pochodzi¢ juz od Teajteta, co wynika z jego definicji
linii rationaljako linii wspétmiernych nie tylko liniowo, ale takze w kwadracie.

Umozliwiato to mierzenie linig podstawowg za pomocg kwadratu o boku
réwnym linii podstawowej nie tylko réznych linii, ale takze obszaréw ptaskich.

Uwagi te jednoznacznie preferujg wariant N _I, ktory uznaje za najbardziej
prawdopodobny.

Jesli jednak chcemy dalej poszukiwaé innych, oprécz szesciu linii binomial
i szeSciu apotome, kandydatdw na linie niewspétmierne odkryte przez Euklide-
sa i obecne w X ksiedze Elementéw - czyli w omawianym wariancie N_3a - to
mozliwe jest jeszcze przyjecie nastepujacego kryterium:

(1) Linie, ktére sg scisle zwigzane z linig podstawowgq zdefiniowat Teajtet,
a linie zdefiniowane bez bezposredniego zwigzku z linig podstawowa pochodza
od Euklidesa.
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Otbz, omawiajgc uktad poszczeg6lnych czesci ksiegi X Elementoéw, Pappus
stwierdza w paragrafie 27 czesci |, ze:

»W czwartej cze$ci zaznajamia nas on [tj. Euklides - Z.K.\ z sze$cioma linia-
mi niewymiernymi, ktére sg tworzone przez dodawanie. Te sg ztozone z dwdch
linii wymiernych, wspétmiernych [tylko - Z.K.] w kwadracie, - dwoch linii
[wymiernych], wspotmiernych liniowo, gdy sa dodane tworzac jedng linig, ktéra
jest wymierna - albo z dwoéch linii medialnych wspotmiernych [tylko - Z.K.]
w kwadracie - dwoch linii medialnych wspétmiernych liniowo, gdy sg dodane
tworzac linie medial - albo z dwoch linii nieokreslonych [podkreslenie moje
- Z.K], ktore sg niewspotmierne w kwadracie.”

Linie ,,nieokreslone” to linie major, the side ofa rationalplus a medial area
i the side ofa the sum oftwo medial areas, ktore sg zdefiniowane w Elementach
jako sumy dowolnych linii, niekoniecznie rational, byle wspétmiernych tylko
w kwadracie30. W podobnie og6lny sposob sg zdefiniowane odpowiadajgce im li-
nie otrzymywane z odejmowania; por. twierdzenia X. 76-78.

Jednak zwiagzek tych linii z linig podstawowg ustalajg warunki uzupetniajace
dla obszaréw zawartych pomiedzy tymi liniami, o ktorych zaktada sie, ze sg tyl-
ko albo rational, albo medial. Elementy i Komentarz Pappusa zawierajg dowo-
dy, ze obszary rational i medial zastosowane do linii sklasyfikowanych nie wy-
prowadzajg poza klasyfikacje.

Tak wiec, jest mozliwe, ze te linie wprowadzit i odnosne twierdzenia o ob-
szarach podat Euklides. To jednak wydaje sie sprzeczne ze zrodtami stwier-
dzajacymi zwigzek Teajteta z ksiegg XIlI Elementow, gdzie, na przyktad, wy-
stepuje linia major.

Sprawe wyjasnia ostatecznie Pappus w paragrafach 6-10 czesci Il Komenta-
rza. Tlumaczy, ze w definicjach z twierdzen X. 36 - 38 jest mowa o liniach
wspotmiernych tylko w kwadracie z zastrzezeniem, ze te linie sg rational lub
medial, a w nastepnych definicjach (por. twierdzenia X. 39 - 41) méwi sie ogol-
nie o liniach wspétmiernych tylko w kwadracie, jako ze Euklides opart sie na pe-
wnym dodatkowym, nieobecnym w Elementach twierdzeniu.

Twierdzenie to brzmi:

»Jest wobec tego udowodnione, ze dwie linie niewspétmierne w kwadracie
nie sg takze rational lub medial, gdy suma kwadratéw zbudowanych na nich jest
rational lub medial. Kiedy wiec Euklides tego dowodzi (tj. twierdzenia o liniach
rational lub medial, gdy suma kwadratéw zbudowanych na nich jest rational lub
medial), ze jest prawda w przypadku [linii] wspotmiernych w kwadracie, lecz
nie w przypadku [linii] niewspotmiernych w kwadracie, nazywa wspotmierne
w kwadracie rational lub medial, ale tych drugich tak nie nazywa. Nazywaje po
prostu niewspotmiernymi w kwadracie” (paragraf 10, cze$¢ II).
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Oznacza to, ze uzycie linii nieokre$lonych co do rodzaju, nie jest wynikiem
innej, ogdlniejszej metody definiowania, lecz skutkiem zbadania pewnej mate-
matycznej witasnosci.

Prowadzi to do odrzucenia kryterium (1). Przeciwko niemu przemawia
ponadto fakt, ze wszystkie konstrukcje omawianych linii (major, minor etc.) ido-
wody twierdzen, w ktére sg uwiktane, przebiegaja w odniesieniu do jednej linii
podstawowej.

Wszystkie uwagi Pappusa o dorobku matematycznym Teajteta i Euklidesa
z wyjatkiem uwagi opartej na tek$cie Eudemosa o zwigzku linii niewymiernych
z teorig proporcji matematycznych sprawiajg wrazenie, jakby czerpane byty
gtéwnie z tekstu dialogu Platona i X ksiegi Elementow. Na przyktad, w cytowa-
nym juz paragrafie 2 czesci Il Pappus stwierdza, ze ,Euklides znalazt tylko
jedng linie niewymierna przy pomocy proporcji, sze$¢ przez dodawanie i sze$é
przez odejmowanie”, chociaz wczedniej twierdzit, ze to Teajtet znalazt linie nie-
ciial przez proporcje, etc.

Ponadto, greckie nazwy linii apotome, media! i binomial wskazuja, ze linie te
byly zdefiniowane pierwotnie tak samo jak w Elementach. Takze odpowiedniki
arabskie nazw tych linii potwierdzajg, ze tylko linia meclial byta zdefiniowana
przy pomocy proporcji, apotome przy pomocy operacji odejmowania linii, a hino-
mial, dodawania. Oznacza to, ze wariant N | jest najbardziej prawdopodobny.

4. WKELAD TEAJTETA | APOLLONIUSZA A BADANIA EUKLIDESA
NAD KLASYFIKACJA LINII NIEWYMIERNYCH.
REKONSTRUKCJA ZAGINIONEGO TRAKTATU APOLLONIUSZA
O LINIACH NIEWYMIERNYCH

Pozostaje do omdwienia jeszcze wariant N_3b, w ktérym poszukujemy no-
wych linii niewymiernych, odkrytych przez Euklidesa, poza kanonem X ksiegi
Elementow.

Na podstawie zrodet, a zwiaszcza Komentarza Pappusa, posiadamy informa-
cje o wielu rodzajach linii niewymiernych, o ktérych nie ma mowy w Elementach.

Z tekstu Platonskiego Teajteta wiemy, ze Teajtet historyczny rozwazat linie
niewspotmierne zwigzane z liczbami sze$ciennymi. Prawdopodobnie rozszerzyt
on definicje linii rational i dotgczy! do nich takze linie wspotmierne w szescianie.

Badanie linii wspotmiernych takze w sze$cianie, prowadzi do rozwazania -
jak w problemie delijskim - dwdch srednich geometrycznych do danych linii
rational wspotmiernych tylko w kwadracie. Dla szesciandw i innych tworéw
tréjwymiarowych tatwo mozna sformutowaé odpowiednik twierdzenia VI. 1z
Elementem' i ustali¢ dla nich ratio réwne ratio dwdch obszaréw ptaskich. Na-
stepnie. korzystajac ewentualnie z twierdzenia Il. 14, mozna skonstruowac ratio
dwoch linii rowne wyjsciowemu ratio przestrzennemu. Na tej podstawie mozna
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konstruowac nowe linie niewymierne w identyczny sposdb jak w X ksiedze, roz-
wazajac dodawanie i odejmowanie okreslonych objetosci media/ i rational.

Powyzsza procedura moze by¢ uzupetniona o przestrzenny analogat twier-
dzenia X. 9 iwiekszosci pozostatych, poczatkowych twierdzen z X ksiegi (do 20
wiacznie)40. Analogiczne twierdzenia da sie takze rozszerzy¢ i poda¢ dla wiek-
szosci pozostatych twierdzen u Euklidesa.

Metoda ta pozwala zdefiniowaé linie rational wspotmierne tylko w szescia-
nie irozszerzy¢ klasyfikacje. Rozwoj takiej teorii bytjednak ograniczony wsku-
tek ztego stanu stereometrii w czasach Platona, na co filozof narzeka w Panstwie
(528c-d). Same teoretyczne definicje byly niewystarczajgce, gdyz konieczne
bylo takze przeprowadzenie odpowiednich konstrukcji przestrzennych. Nie wie-
my. ile z omawianego projektu zrealizowat Teajtet, lecz pewng wskazdwka sg li-
nie z twierdzenia X. 115, nalezgce do rodzaju linii niesklasyfikowanych, a nazy-
wanych nieuporzgdkowanymi, ktére musiat zna¢ juz Teajtet.

Wskazowke, jak rozumiec terminy linie uporzadkowane i linie nieuporzad-
kowane, zawiera fragment 220 w Komentarzu do | ksiegi ,,Elementow” Euklide-
sa u Proklosa:

»W 0golnosci zobaczymy, ze pewne problemy posiadajgjedno rozwigzanie,
inne wiecej niz jedno i pewne nieokreslong liczbe. Nazywamy »uporzadkowa-
nymi«, uzywajac terminu Amfinomusa, te, ktére majg tylko jedno rozwigzanie,
»posrednimi« te, ktére majg wiecej niz jedno, ale skorficzong [ich - Z.K.] liczbe
i »nieuporzadkowanymi« posiadajgce nieokreslong réznorodnos$¢ rozwigzan.”

Pappus stwierdza (paragraf2, czes¢ Il), ze u Euklidesa linii uporzadkowanych
jest razem 13: jedna uzyskiwana przez proporcje geometryczng szes¢ przez do-
dawanie isze$¢ przez odejmowanie i dopowiada, ze ,te tworzg ogot uporzadko-
wanych linii niewymiernych”. Wiemy, na przykfad, ze istnieje tylko jedna linia
$rednia geometryczna do danych, tylko jedna linia binomial utworzona jako su-
ma dwoch linii rational wspotmiernych tylko w kwadracie (bo binomial dzieli sie
jednoznacznie na tworzace jg linie) i tylko jedna linia apotome bedgca ich
réznicg. To samo mozna powiedzie¢ o innych liniach z X ksiegi Elementow.

Mozna natomiast utworzy¢ sume lub réznice dowolnej ilosci linii rational
wspotmiernych tylko w kwadracie, a takze tworzy¢ ich réznice i znajdywac kolejne
Srednie geometryczne. Twierdzenie X. 115 omawia wiasnie ten ostatni przypadek.

J. Heiberg uznat twierdzenie X. 115 za interpolacje. Jednakze, jak argumen-
tuje w ksigzce, twierdzenie to jest najwazniejszym twierdzeniem i podsumowa-
niem matematycznej tresci catej X ksiegi Elementdw. Potwierdza to Pappus,
traktujac twierdzenie X. 115, jako zwienczenie i cel klasyfikacji:

,Odtad, pragnac dowies¢, ze ilos¢ wielkosci niewymiernych jest nieskoficzona,
znajduje nieograniczong (lub nieskoriczong) ilos¢ linii r6znego rodzaju (lub
porzadku), wszystkie powstate z linii medialne]. Tgq wskazowka korczy traktat, od-
stepujac od badania wielkosci niewymiernych, poniewaz ich liczba jest nieskon-
czona” (paragraf 36, czes¢ |; por. takze koncéwke paragrafu 4 tej samej czesci).
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Teajtet musiat wiec znac linie nieuporzadkowane powstajace z linii medial
za pomocg Sredniej geometrycznej.

Systematyczne studium nad rodzajami linii nieuporzadkowanych miato by¢
dzietem Apolloniusza z Pergi, gdyz ,Euklides zajmowat sie wytgcznie
uporzadkowanymi” (paragraf 1, czes¢ II).

Moim zdaniem Pappus musiat mie¢ dostep do - zaginionego obecnie - trak-
tatu Apolloniusza O nieuporzadkowanych liniach niewymiernych lub do jakiego$
matematycznego omowienia tego traktatu. Na podstawie Komentarza Pappusa
mozemy podja¢ prébe rekonstrukcji tresci i metody badania w tym traktacie.

Apolloniusz miat objasni¢ rodzaje linii uporzadkowanych ibyt odkrywca na-
uki o liniach nieuporzadkowanych, ktérych opisat wielka ilo$¢ postugujac sie
Scistymi metodami i podajac bardzo szczeg6towe i zmudne dowody (por. para-
graf 1, cze$¢ 1). Oznacza to, ze Apolloniusz wprowadzit podziat na linie
uporzadkowane i nieuporzadkowane. Musiat by¢ takze twérca nauki ojednorod-
nosci iniejednorodnosci linii. Linie jednorodne sato linie podobne, gdyz zwig-
zane z linig podstawowa. Konstruujemy je bezposrednio z linii rational. Do tej
grupy nalezg takze niektore linie niejednorodne, mianowicie te, ktére otrzymu-
jemy bezpos$rednio z linii rational. Sgto linie trinomial (sumy trzech linii ratio-
nal, wspétmiernych tylko w kwadracie), guadrinomial (sumy czterech takich li-
nii), itd. Takie sg tez linie uzyskiwane jako réznice wiekszej ilosci linii rational
wspotmiernych tylko w kwadracie.

Istniejg tez sumy i r6znice linii oraz odpowiednich obszaréw zawartych po-
miedzy tymi, ktdére sg liniami niewspétmiernymi. Przyktady takich linii i pewne
matematyczne ich wiasnosci podaje w czesci Il swojej ksigzki. Linie te sg niejed-
norodne z liniami rational, jako coraz bardziej oddalone od linii podstawowej.

Metoda pracy Apolloniusza jest analogiczna do metody z X ksiegi Elemen-
téw. linie konstruuje sie tylko z linii uprzednio skonstruowanych iobszaréw juz
skonstruowanych, i tylko przy pomocy operacji znajdowania $redniej geome-
trycznej, dodawania oraz odejmowania odpowiednich obszaréw; por. paragrafy
1,21 122 czesci .

Na powyzsze rozumienie terminu Jednorodny z” wskazuje takze tekst para-
grafu 12 i 13 czesci Il. Linie tworzone przez dodawanie sg tam nazywane linia-
mi jednorodnymi z liniami uzyskiwanych przez odejmowanie, gdyz sg zwigzane
jako wzajemne przeciwienstwa, ale przy wspdlnym odniesieniu do linii rational.
Na przyktad: linia apotome powstajaca jako réznica jest jednorodna ze swoim
przeciwienistwemdyl, tj. linig binomial (gdyz ta powstaje jako suma odpowiednich
linii rationat). O jednorodnosci zawsze decyduje bliskos¢ wzgledem linii ratio-
nal (por. takze np. § 4, 21 czeSci | oraz wiele innych miejsc w Komentarzu).

Bardziej szczegdtowo zawartos¢ traktatu Apolloniusza mozemy zrekonstruo-
waé na podstawie paragraféw 21-23 czesci loraz 4 i35 czeSci Il Komentarza.
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Traktat zaczynat sie zapewne od definicji linii uporzadkowanych, nieu-
porzadkowanych, jednorodnych i niejednorodnych. Apolloniusz prawdopodob-
nie wyrédznit linie ztozone i proste. Proste sa to linie, ktdre uzyskujemy przy po-
mocy $redniej geometrycznej, a ztozone to wszystkie linie otrzymywane jako
sumy i réznice odpowiednich linii i obszaréw.

Termin linie ztozone wystepuje u Pappusa ijest zdefiniowany w paragrafie
13 czesci 1l. Apolloniusz prawdopodobnie nie zajmowat sie liniami wspétmier-
nymi w sze$cianie. Ten problem cze$ciowo sprowadza! sie do badania dwdéch
$rednich geometrycznych, a wiec do pewnego zagadnienia dotyczacego linii
prostych nieuporzadkowanych.

Podobnie jak u Euklidesa, Apolloniusz mégt rozpocza¢ traktat od tych ostat-
nich linii, bowiem Pappus stwierdza, ze studium wiekszej ilosci linii pozo-
stajgcych w ciggtej proporcji geometrycznej nalezy do samego poczatku bada-
nia wielkosci niewymiernych (paragraf 22, czes¢ 1). Status tych linii jako
nowych, nieredukowalnych do innych linii uporzadkowanych okresla twierdze-
nie X. 115. Apolloniusz mogt ustali¢ réznos¢é tych linii od innych linii nieu-
porzgdkowanych, ale dopiero w koncowej czesci traktatu.

Nastepna cze$¢ dzieta Apolloniusza musiata zawiera¢ definicje linii nieuporzadko-
wanych, tworzonych przez dodawanie i badata ich wtasnosci matematyczne.

Linie tworzone przez dodawanie byty zapewne omawiane w kolejnosci ma-
lejacej ich jednorodnosci wzgledem linii rational. Najpierw badane byty linie tri-
nomial, gnadrinomial, etc., czyli sumy trzech, czterech iwiecej liczby linii ratio-
nal wspétmiernych tylko w kwadracie; por. paragraf 22 czesci 1 ,,.Dowdd
niewymiernosci linii ztozonej z trzech linii wspétmiernych [tylko —Z.K.\ w kwa-
dracie jest doktadnie taki sam jak w przypadku [linii - Z.K.] binomial.”” (por.
paragraf 22, czesci 1iElementy X. 36). Kazdy z szeSciu rodzajéw linii binomial
prowadzit do konkretnych wariantéw i twierdzen, a takze pozwalat na wyroznie-
nie analogicznych typow linii, np. pod-rodzajéw linii trinomial. W niektorych
przypadkach otrzymywato sie linie juz sklasyfikowane i znane z Elementéw.

Kolejnym rodzajem linii otrzymywanych przez dodawanie byly linie nieu-
porzagdkowane i bardziej niejednorodne. Nalezaty tu np. sumy dwdch, trzech
i wiekszej ilosci linii medial, binomial, apotome, major, etc. Otrzymujemy wtedy
linie, ktére wymienia Pappus w paragrafie 20 czesci I:first trimedial (otrzymy-
wane jako sumy trzech linii medial wspotmiernych tylko w kwadracie, takich,
ze prostokaty pomiedzy nimi sa rational’, definicje rekonstruuje przez analogie
do definicji linii /?r.v/ bimedial z twierdzenia X. 37), second trimedial (otrzymy-
wane jako sumy trzech linii medial wspotmiernych tylko w kwadracie, takich,
ze kazde dwie z nich zawierajg prostokat medial’, por. twierdzenie X. 38), ,linia,
ktéra jest utworzona z trzech linii prostych niewspotmiernych w kwadracie, ta-
kich, ze biorac jedng z nich z dowolng z [pozostatych] dwéch, suma kwadratéw
na nich jest wymierna, lecz prostokat zawarty pomiedzy nimi jest mediaF (po-
wstaje wtedy linia major, jak stwierdza Pappus).
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Caly czas byta stosowana metoda dodawania linii i obszaréw. Pappus - za
Apolloniuszem - definiuje, na przyktad, linie, na ktérej kwadrat jest rowny su-
mie obszaru medial i rational oraz linie bedaca bokiem kwadratu réwnego su-
mie dwoch obszaréw medial. Pokazuje tez, ze dwie wymienione przed chwilg li-
nie nalezg do linii trinomial, gdyz sg réwne sumie trzech linii rational
wspbétmiernych tylko w kwadracie.

Paragraf 20 w czeSci |, potwierdza, ze badane bylty warunki, kiedy opisane
operacje nie wyprowadzaty poza klasyfikacje z X ksiegi Elementéw. Pappus po-
daje co prawda falszywe twierdzenie o niewymierno$ci pewnej linii trinomial&,
co wynika wiasnie z braku analizy wspomnianego zagadnienia. Nie moze to jed-
nak oznaczaé, ze linie opisane w Elementach odkryt dopiero Euklides, a nie
Teajtet, gdyz nazwy linii (np.first trinomial) wskazujg na znajomo$¢ tych linii
juz przez Teajteta. Takze inne fragmenty wskazujg ze Apolloniusz pokazywat,
iz nowe linie wyprowadzajag lub nie wyprowadzajg poza klasyfikacje Teajteta
(Apolloniusz byt o cate pokolenie miodszy od Euklidesa - Euklides zmart ok.
265 r. p.n.e., mniej wiecej wtedy, gdy urodzit sie Apolloniusz (ok. 262 r. p.n.e.)).

W sposob catkowicie analogiczny do badania linii nieuporzadkowanych i
otrzymywanych przez dodawanie, Apolloniusz musiat bada¢ linie nieu-
porzadkowane otrzymywane w wyniku odejmowania linii i obszarow okre$lo-
nych wzgledem wyro6znionej linii podstawowej. W oparciu o paragraf 23 czesci
| Komentarza mozna ustali¢ odpowiednie, analogiczne nazwy, definicje linii
nieuporzadkowanych oraz podstawowe twierdzenia.

Metoda itaki uktad tresci wskazywatyby, ze w zaginionym traktacie Apollo-
niusza badanie matematyczne opiera sie najednej, wyroznionej linii podstawo-
wej. Celem traktatu Apolloniusza byto zapewne - podobnie jak w X ksiedze
Elementéw - wykazanie, ze ilo$¢ linii otrzymywanych przez dodawanie i linii
otrzymywanych przez odejmowanie jest nieograniczona43. Jest to badanie wza-
jemnej nieredukowalnosci arytmetyki i geometrii.

Pappus w podsumowaniu paragrafu 22 czesci | wyraznie podaje jako naji-
stotniejszy wniosek, ze:

»Ztozonych linii tworzonych przez dodawanie jest wobec tego nieskornczo-
na ilos¢.”

Po omdwieniu w nastepnym paragrafie linii tworzonych przez odejmowanie
Pappus podaje jako najwazniejszy ogolny wniosek:

»Nie moze by¢ wobec tego zadnego kresu ani dla linii tworzonych przez do-
dawanie, ani przez odejmowanie. Zmierzajg one do nieskonczonosci, w pierw-
szym przypadku przez dodawanie, w drugim, przez odejmowanie od linii, ktéra
jest odcinana (tj. annex4d). Wydaje sie wiec, ze takie metody jak te [tj. Srednia
geometryczna, odejmowanie i dodawanie - Z.K.\ uwidaczniajg nieskoficzong
liczbe wielkosci niewymiernych tak, ze [ciagta] proporcja nie zanika przy okres-
lonej ilosci [tj. liczbie] $rednich, ani nie konczy sie dodawanie ztozonych linii,
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ani odejmowanie nie dochodzi do takiej czy innej granicy. Jak na razie musimy
na tym poprzesta¢, gdy chodzi o naszg wiedze o wielkosciach wymiernych”.

Z tego wida¢, ze Teajtet musiat znac juz wszystkie rodzaje linii z X ksiegi
Elementéw, a dopiero p6zniej badano, czy ilo$¢ linii otrzymywanych innymi
metodami, tj. przy uzyciu réznych rodzajéw srednich, jest takze nieograniczona.
Potwierdza to wariant N_1.

Zatem, je$li Euklides dodat nowe rodzaje linii, to najprawdopodobniej byty
to linie zwigzane z podziatem linii i figur w okreslonych, nowych rodzajach pro-
porcji. Wiemy przeciez, ze juz Apolloniusz badat ré6zne rodzaje proporcji i intere-
sowat sie tymi zagadnieniami wtasnie w zwigzku z klasyfikacja linii niewymier-
nych. Badania te byty kontynuowane przez Eudoksosa.

Cel badan Teajteta, Euklidesa, Apolloniusza i Eudoksosa stanie sie jeszcze
bardziej wyrazisty po przedstawieniu schematu rozwoju starozytnych teorii pro-
porcji; por. Z. Krdl: Wstap do starozytnych teorii... .

I1l. UWAGI KONCOWE

Tradycyjnie przyjmowany schemat rozwoju geometrii, zgodnie z ktérym geo-
metria euklidesowa rozwijata sie jako teoria oparta na wzglednie niezmiennym
zestawie podstawowych intuicji, takich jak nieskoficzona przestrzen ,,euklides-
owa”, intuicja continuum i intuicje metryczne4s, a pierwszg rewolucyjng zmiang
byto odkrycie w XIX w. geometrii nieeuklidesowych - jest nie do utrzymania.

Geometria - jak dodatkowo potwierdzajg wczesne teorie proporcji - na sa-
mym poczatku musiata obejs¢ sie bez wspotczesnej bazy intuicyjnej i pierwot-
nie byta geometrig konstruktywna. ,Platofiska” przestrzer nieskoriczona jako
»arena” dla uprawiania geometrii, gdzie wszystkie miejsca sgjuz ,,gotowe” i wy-
starczy je odkiy¢ iopisa¢, pojawita sie znacznie p6zniej46. Ta zmiana intuicyjne-
go modelu dla geometrii umozliwita powstanie mechaniki Newtona opartej
wiasnie na pojeciu absolutnej i nieskoriczonej przestrzeni euklidesowej. Ten
»platonizm” geometrii ksztatltowat sie stopniowo, a pierwszymi jego metodycz-
nymi przejawami byto uswiadomienie sobie mozliwosci operowania pojeciami
o nieskonczonych zakresach.

Wspoditczesnie nikogo nie dziwi mowienie o dowolnych zbiorach punktéw,
czy wszystkich liczbach naturalnych (czyli o zbiorze N). Analizujemy takze bez
probleméw catosci ztozone z wszystkich linii medial, apotome itp. Analiza kla-
syfikacji linii niewymiernych Teajteta uswiadamia starozytne ograniczenia
w operowaniu takimi pojeciami, a pierwszy, bardzo powolny po pierwotnej
»rewolucji” Teajteta i Platona, przetom stanowi nabywanie zdolno$ci do operowania
pojeciami infinitamymi. Juz Pappus formutuje szereg nowych, nieznanych twier-
dzen opisujacych wiasnosci linii niewymiernych, wtasnie dzieki - niezauwazonej do
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tej pory przez komentatoréw - oczywistosci, z jakg operuje on cato$ciami linii
sklasyfikowanych w Elementach.

Wskazane w tekscie roznice pomiedzy matematykga starozytng i dzisiejsza,
pokazujg od strony rzeczowej na widoczng w wielu miejscach nieprzydatnosc
matematyki wspotczesnej do eksplikacji zamierzen matematykow starozytnych.
Matematyka starozytna miata swoje wiasne $rodki i sposoby wyrazu, a po-
wszechne ,,stosowanie” wspotczesnych metod przez komentatordw i historykéw
matematyki, jak na przyktad uzycie wspotczesnego pojecia pierwiastka liczbo-
wego, czy teorii liczb niewymiernych, uniemozliwia w wielu miejscach zrozu-
mienie matematyki dawnej. Przekonanie, ze matematyka starozytna daje sie
»zanurzy¢” w pewnych wspotczesnych teoriach matematycznych, opiera sie na
ukrytym zatozeniu kumulatywnego modelu rozwoju wiedzy matematyczne;j.
Tylko ,,zawieszenie” obowigzywania tego, co wiemy wspotczednie, umozliwia
petne uzmystowienie sobie przed jakimi rzeczywiscie problemami stat matema-
tyk starozytny. Wtedy konieczne - i mozliwe - jest dokonanie rekonstrukcji ho-
ryzontu hermeneutycznego matematyki starozytnej i staje sie mozliwe nowe od-
czytanie Elementow.

Przypisy

'Pappus: PappiAlexandrini Collectionis quae supersunt. (Collectio). 3 vol. Ed.
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ce, ,,Sciences Mathématiques et Physiques”, Paris 1856 Tome XIV, (pracy tej nie udato
mi si¢ zdoby¢).
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podam powody rozszerzania klasyfikacji przez innych matematykéw, w tym Apolloniusza.
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2B Zaden wspotczesny komentator nie zauwaza tej sprawy!

24 Por. argumentacje z rozdz. VIII (opartg na arytmetycznych wywodach rozdz. VII)
w Wilbur Richard Knorr: The Evolution ofEuclidean Elements. A Study ofthe Theo-
ry ofIncommensurable Magnitudes and Its Significancefor Early Greek Geometry. Syn-
these Historical Library. Texts and Studies in the History of Logic and Philosophy, vol.
15. Dordrecht - Holland / Boston - U.S.A. 1975, a takze mojg argumentacje w sprawie
teorii proporcji P_5 Teajteta [W:] Z. Krdél: Wstgp do starozytnych teorii... dz.cyt.

5 Takie, nieliczace sie ze Swiadectwami historycznymi stanowisko reprezentuje np.
A. Szab¢; por. Arpad Sz ab 6 : The Beginnings o fGreek Mathematics. Budapest 1978.
Sprawa jest kuriozalna, gdyz Szabé formutuje swéj wniosek na podstawie filologicznej
analizy zrodet, w wyniku ktérej dochodzi do wniosku, ze nie mozna wierzy¢ tym
zrédtom. Jest to rodzaj ,filologicznej antynomii”, poniewaz nie zostaje wtedy nic, zeby
uzasadni¢ gtoszong teze.

% Naleza tu przede wszystkim prace W. R. Knorra (np. W. R. Knorr, dz.cyt) i
O. Beckera (por. np. Oskar Becker: Mathematische Existenz. Untersuchungen zur
Logik und Ontologie mathematischer Ph&nomene. ,Jahrbuch fur Philosophie und
phé&nomenologische Forschung®, 1927, 8, s. 539-809). Dotej samej grupy nalezg tez cy-
towani juz wydawcy i komentatorzy dzieta Pappusa, wraz z Heibergiem i T. Heathem.

27 Tego zdania jest np. B. L. Van der Waerden; por. Bartel Leendert Van Der
W ae rde n :Science Awakening. Tlum. ang. A. Dresden. Groningen, Holland 1954.

28 Dzieto to musiato wiec zawiera¢ zasady poréwnywania katéw w ramach starozyt-
nych teorii proporcji (zob. Z. Krél: Wstep do starozytnych teorii....) i mogto zmierzaé
do ujecia w ramach teorii proporcji Eudoksosa wielkosci niearchimedesowych (np. katéw
rogowych). Latwo mozna obmysli¢ konieczne definicje i twierdzenia potrzebne dla wy-
kazania, ze katy sa wielkosciami archimedesowymi, i ustali¢ zasady ich poréwnywania.

2 Suter i Thomson zauwazajg, ze w zdaniu tym brakuje wzmianki o $redniej arytme-
tycznej, co wynika z btedu kopisty lub przeoczenia samego Pappusa; por. W. Thom -
son, dz.cyt. s. 173, odnosnik 107 (H. Suter, dz.cyt. odno$nik 191).

PZob. Z. Kroél: Wstep do starozytnych teorii... dz.cyt.

3 Rozwazenie tego zagadnienia-nie przedstawiam tutaj stosunkowo tatwych do od-
tworzenia wynikéw - potwierdza wariant N_1.

® Sg to twierdzenia pokazujace, ze kazda z linii obecnych w X ksiedze da sig otrzy-
mac jako odpowiednia $rednia. Na przyktad ,jezeli weZzmiemy $rednig arytmetyczng po-
miedzy dwoma liniami medial i wspétmiernymi [tylko - Z.K.] w kwadracie i zawie-
rajacymi prostokat rational, dana linia jestfirst bimediaP' (por. par. 18, cze$¢ II).

BPor. W. R. Knorr, dz.cyt. rozdziat VIII.
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A Por. s. 273-275 u Knorra. Knorr opiera si¢ gtéwnie na wzmiankach u Proklosa, ze
Eudoksos dodat do trzech proporcji nastepne ich trzy rodzaje (por. Proc 1us :In Eu-
cliclem ... dz.cyt., s. 67) oraz na $wiadectwie, ze Hermotimos z Kolofonu rozwinat bada-
nia Teajteta i Eudoksosa (tamze, s. 67-68). Nie wiadomo jednak o jakie badania chodzi,
awiemy, ze Teajtet i Eudoksos pracowali tez w dziedzinie arytmetyki.

55 O jakiego rodzaju nowe $rednie chodzi, znakomicie wyjasnia W. R. Knorr;
dz.cyt., s. 274-277. Knorr stwierdza jednak, ze wyniki, jakie mogt uzyska¢ Eudoksos
postugujac sie trzema nowymi $rednimi bytyby catkowicie poboczne i niewiele wnosza-
ce do teorii wielkosci niewspdétmiernych. Sam fakt, ze Eudoksos wprowadzit trzy nowe
$rednie wskazuje jednak z wielkim prawdopodobienstwem, iz prowadzit jednak badania
nad niewspotmiernosciag. Najwazniejsze jest jednak, ze badania zwigzane z trzema no-
wymi $rednimi nie znalazty sie w korpusie X ksiegi Elementdw i byly nieistotne dla jej
zawartosci. Poszukiwanie nowych rodzajéw $rednich matematycznych w czasach Eu-
doksosa wskazuje takze na wtomos$¢ metody definiowania linii niewymiernych poprzez
$rednie, w stosunku do pierwotnej teorii Teajteta.

¥ Por. Proc lus, dz.cyt. s. 67.6: Tiepi tt*v TO|j.Tiv. Trwa dyskusja, czy przez
»podziaty” nalezy tu rozumie¢ przekroje stozka, czy - na przyktad - podziaty linii, takie
jak w przypadku podziatu, powiedzmy, linii binomial na dwie okre$lajace ja linie.
W tym ostatnim przypadku mielibySmy argument, ze Eudoksos pracowat nad teorig
wielkosci niewymiernych. Bibliografie w tej kwestii podaje Knorr w odno$niku 68,
s. 294. Moim zdaniem mozna ustali¢ o jakie ,,podziaty” mogto chodzi¢ na podstawie
dzietka Euklidesa O podziatach figur (zachowane tylko w jezyku arabskim; por. tez
dzieto Herona o tym tytule). Nie musialy to by¢ zatem podziaty zwigzane z klasyfikacjg
linii niewymiernych, chociaz byty zwigzane z teorig proporcji. Inne wyjasnienie nasuwa
- rozpatrywany ponizej - wariant N_3b i badania Apolloniusza.

37 Knorr pokazuje w swojej ksigzce jak tego dokona¢; por. s. 236-238.

B Tamze, s. 237.

P Por. twierdzenia X. 39 - 41.

4 Knorr zauwaza w zasadzie tylko odpowiednik twierdzenia z dialogu Teajtet'.
»Niech beda dane dwie linie A, B idwie liczby C, d, wtedy jes$li A :B=c: d, [to] A_3 :
B 3=c_3:d_3, inaodwrdt.” (por. W. R. Knorr: dz.cyt, s 252).

4 Warto zaznaczy¢, ze tekst arabski dopuszcza w przektadzie paragrafu 12 ksiegi Il
uzycie stowa ,,podobienstwo” zamiast ,,przeciwienstwo”; por. W. Thomson: dz.cyt,
s. 131 i odno$nik 71. Pozostaje tojednak w sprzecznosci z pozostatym tekstem: § 19,22,
23, czesé |l.

L Por. W. Thomson: dzcyt., przypis 169, punkt b) na stronie 113.

43 Cel ten jest niewidoczny dla wydawcéw Komentarza, ktérzy uwazajg, ze Apollo-
niusz bez widocznej potrzeby mnozyt jakies$ ,,algebrogeometryczne” wtasnosci; por. np.
uwagi G. Junge we wstepie do angielskiego przektadu dzieta Pappusa.

M Apotome jest tworzona jako réznica a -b dwaéch linii rational wspotmiernych tyl-
ko w kwadracie. Linia odejmowana (b) to tzw. annex.

4- W sprawie trudnosci zwigzanych z uzywaniem poje¢ metrycznych por. Z. Krél:
Wstep do starozytnych teorii... dz.cyt.
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% Por. Z. Krdl: Intuicja i hermeneutyka ...dz.cyt.

Recenzent: doc. dr hab. Krzysztof Maslanka

Zbigniew Krol

ANCIENT GEOMETRY AND PLATO’S PHILOSOPHY
ON THE BASE OF ‘PAPPUS’ COMMENT
ON THE X™ BOOK OF ‘ELEMENTS’ OF EUCLID’.

The article is treating of a new interpretation of ancient geometry (part I) and is will-
ing to explain several mathematical and historical conceptions that were presented in
Pappus’ Comment on the X hBook of Elements’ of Euclid (part Il). Euclid’s Elements
were a kind of ‘intuitive model’, quite different from the contemporary one. Elements
were divested of the ‘infinite space’ notion. Reconstruction of the hermeneutic horizon
of the ancient mathematics lets us explain structure and mathematics presented in the
columns of the X'hbook of Elements.

The following subjects were handled:

1. reasons for elimination of the Euclid’s ‘infinite space’ notion and substituting it

for Plato’s Diad in ancient times,

2. basing geometry and searches over the incommensurable magnitudes on one dis-
tinguished line together with mathematical consequences,

3. differences in the way of thinking of ancient and contemporary mathematician.

Scientific studies let qualify from the historical point of view the share in develop-
ment of the incommensurable magnitudes theories presented by Theaetetus of Athens,
Apollonius of Perga, Euclid and Eudoxus. In the article there is also presented a recon-
struction of the mathematical contents of the lost Apollonius’ treatise on incommensu-
rable magnitudes. A traditionally established pattern of the development of geometry,
according to which Euclidean geometry used to extend as theory basing on relatively
unalterable outfit of the fundamental intuition as, for instance, Euclid’s infinite space,
continuum intuitions and metric intuitions (what important, the first revolutionary change
was adiscovery of non - Euclidean geometry in the XIX"1century) - cannot be sustained.



