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WSTEP DO STAROZYTNYCH TEORII PROPORCIJI

Starozytne teorie proporcji sg przedmiotem badan od wielu lat, a nawet
wiekéw. Nie da sie zrozumie¢ matematyki starozytnej Grecji bez zrozumienia
teorii proporcji. Rekonstrukcja dawnych teorii proporcji pokazuje ponadto z cata
jaskrawos$cig odmiennos$¢ sposobu mys$lenia wspotczesnych matematykdéw i skut-
kuje w $cistym opisie réznic pomiedzy matematyka starozytng a dzisiejsza'.

Duza ilo$¢ zachowanych fragmentoéw dziet filozoficznych, np. pitagorej-
czykdéw, Platona, Arystotelesa, nawigzuje do teorii proporcji ido sytuacji w ma-
tematyce swych czaséw. Mozna nawet powiedzie¢ wiecej: to teksty filozoficzne
czesto oparte sg na okreSlonych wynikach badania matematycznego. Znajomos$¢
ich jest wiec czestokro¢ warunkiem sine qua non rozumienia tych tekstéw filo-
zoficznych.

Tymczasem, przewaznie w polskiej literaturze przedmiotu, analizuje sie
fragmenty, np. pitagorejskie, bez zadnych odniesien do stanu badan matema-
tycznych. Przyktadem mogg by¢ analizy filozofii Archytasa z Tarentu czy Filo-
laosa, gdzie stwierdzenia posiadajace S$ciste, matematyczne znaczenie traktuje
sie jako filozoficzne og6lniki. Zapomina sie, ze Archytas jest autorem Kksiegi
VIII Elementoéw ijednej z teorii proporcji, a nie tylko kilku, tzw. fragmentéw.

Na podstawie tekstu Elementéw rekonstruuje sie teorie starozytnych matema-
tykow. Dlatego za gtéwnych autoréw niektorych ksigg lub pewnych partii tekstu
uznaje sie konkretnych matematykéw. Na przyktad O. Becker zrekonstruowat
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najstarszg greckgateorie matematyczng (archaiczna, pitagorejska ..arytmetyka Bec-
kera™), zawierajgcq nauke o parzystosSci i nieparzystosci, z koncowych frag-
mentow ksiegi I1X (twierdzenia IX. 21-34 i IX. 36)2 Podobnie wiemy, ze ksiega
VIl zawiera teorig proporcji Teajteta, VIII - Archytasa. Og6lnie méwigc: teorie
arytmetyczne pitagorejczykow rekonstruujemy z ksigg VII, VIII i IX.

Elementy zawierajg az 6 réznych teorii proporcjis (powszechnie przyjmuje
sie, ze 4). Ksiega VI jest wczesniejsza niz ksiega V, autorstwa Eudoksosa - wszy-
stkie twierdzenia VI ksiegi mozna uzyska¢ bez ksiegi V, w tym mozna dowies$¢
czysto geometryczny analogat twierdzenia V. 13.

Odkrycie niewspotmierno$ci uniemozliwito wprowadzenie Jednej” matema-
tyki, tzn. matematyki, ktéra w jednolity sposob opisywataby rzeczywistosé geo-
metryczna i arytmetyczna. Oznacza to, ze geometria GrekOw nie byta metryczna.
Dazenie do jednolitej teorii opisujacej zaréwno wielkosci liczbowe, jak i prze-
strzenne trwato calg starozytnos$¢. Teoria wielko$ci Eudoksosa tez takg nie byta (tj.
umozliwiajacg wprowadzenie metryki, pozwalajgcej mowié o dtugosci np. boku
tréjkata jako o wielkosSci liczbowej), gdyz nie obejmowata np. wielkosSci niearchi-
medesowych: katow rogowych (znane Euklidesowi; por. twierdzenie Ill. 16).

Grecy nie byli w stanie mowi¢ o dtugosci boku, czy polu powierzchni jako
o liczbie i mieli problem w ogéle z jakgkolwiek miara, oraz z poréwnywaniem
wielkosci, a nie tylko z miarg jako liczbg. Z tego powodu nieprawdziwe jest
przekonanie wyrazone w zdaniu:

»Z intuicyjnego punktu widzenia, »réwno$é« to dla Euklidesa »réwnos¢
miary«: odcinki sg réwne, jesli sg réwnej dtugosci, katy sg réwne, jesSli maja
rébwne miary, wielokaty sg rowne, jesli maja réwne pola.”

Problem z Elementami polega w#asnie na réznicy w tych ,intuicjach”:
wspoéiczesnych istarozytnych. Geometria Hilberta nie jest w zadnym razie jedy-
nie uscisleniem (,tataniem dziur”) i poprawnym opisem jednej i niezmiennej
idei przestrzeni euklidesowej. Pojecie to w og6le nie wystepuje w Elementach.
Dotyczy to takze przypadkdéw, w ktérych stwierdza sie wystepowanie takich
poje¢, np. w twierdzeniu 1. 12. Dodajmy takze: definicji I. 23, postulacie I. 5,
twierdzeniach 1 22, I. 29. Wszedzie tam jest mowa - jak ttlumaczy Proklos4
[158, 6; 286, 7-8] - o przedtuzaniu danej linii, tak aby konstrukcja byta mozli-
wa. Intuicyjne pojecia np. prostej nieskoiiczonej byty znane Grekom5 ale z teks-
tu Elementdw zostaty wyeliminowane. Dlatego w Elementach jest mowa np. o ,,przed-
tuzaniu” - na mocy postulatu 1.2 - danej, czyli juz skonstruowanej uprzednio
linii, albo ,,w jednym kierunku” (por. twierdzenia I. 5, 14, 16, 17, 20, 21, 27, 29,
31, 32, albo w dwdch (np. I. 37, 38). Konstrukcja zawsze koriczy sie wytworze-
niem konkretnej, skorficzonej linii.

Klasyfikacje linii, ktérg- jak w kanonie architektonicznym - mozna otrzy-
mac przy pomocy cyrkla i liniatu z jednej absolutnie wyréznionej linii, zawiera
X ksiega. Linia ta odpowiada ,linii niepodzielnej” u Platona. Zwigzki Platona
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z Elementami to oddzielny temat. To Platon wymys$lit zawezenie dozwolonych
konstrukcji do cyrkla i liniatu (por. np. Pro k lo s :InEuclidem..., s. 66, 3) - czy-
li wptynat na sformutowanie postulatéw z ks. I. Inny $lad tego typu to zwigzki
Platonskiego Teajteta z X ksiegg etc.

Uwzglednienie zwigzkdéw 1 ksiegi z Platonem i dyskusjami filozoficznymi
(np. z eleatami) pozwala odczytaé definicje z tej ksiegi jako petne konkretnej
treSci stwierdzenia, a nie jedynie jako dziwny wyraz niejasnych intuicji i skoja-
rzen (por. np. prace A. Szab6 odnos$nie watkéw eleackich). Podobnie, istniejg
zwigzki z ,réwnowaznos$cia przez rozktad”, dzietem Euklidesa O podziatachfi-
gur i, na przyktad Timajosem Platona. Dow6d Apolloniusza aksjomatu I. 1, tez
wigze sie z ,,diadycznoscig” starszych ksigg Elementéwh.

1 WCZESNE TEORIE PROPORCIJI: TEORIA PROPORCIJI P_I

P_1 to oznaczenie umowne. W rzeczywistosci niejest to jedna teoria proporcji,
lecz caty konglomerat r6znych zagadnien zwigzanych z teorig proporcji i wiel-
kosci proporcjonalnych we wczesnej fazie rozwoju matematyki greckiej. Naj-
ogo6lniej moéwiac, wczesne rozwazania o wielkosciach proporcjonalnych charak-
teryzuje naiwne metryczne podejscie.

Matematyka przed Euklidesem nie byta monolityczng strukturg. Istniato wie-
le r6znych teorii matematycznych, kilka ré6znych geometrii ,,euklidesowych”.
Dwie z nich rekonstruuje w swojej ksigzce Platon i podstawy matematyki
wspotczesnej. Pojecie liczby u Platona. Inne warianty geometrii dotyczg postu-
giwania sie wielkosciami nieskoficzonymi i (zmiennym) kanonem dozwolonych
metod konstrukcji, a takze postugiwania sie réznymi aksjomatykami. Informa-
cje o tym sg zawarte w Komentarzu do | ksiegi, Elementdw " Proklosa.

Roznymi teoriami matematycznymi byly, na przyktad, arytmetyka psephoi
(sztuka liczenia na liczbach przedstawianych za pomoca kropek, kamyczkdéw
itp. wielkos$ci nieciggtych) ialgebra geometryczna, ktéra z czasem wyparta dys-
kretne przedstawiania liczb.

W. R. Knorr (dz.cyt., s. 6- 8) wyrdznia dwa podejscia: ,,topologiczne” (ksiegi
I, 11l i VI Elementow) oraz naive metrical approach (w ksiegach II, IV, X, XIII
i w czesci ksiegi VI; mo6j termin oznacza co innego). Naive metrical aproach jest
- zdaniem Knorra- podejsciem pOzniejszym, pojawiajgcym sie w czasach Teodora.

Wczesniejsze podejscie topologiczne jest charakterystyczne dla matematyki
jonskiej, a - wedle Knorra - swoje apogeum osigga w matematyce Hippokrate-
sa z Chios, ktdremu mozemy7 przypisa¢ organizacje ksigg I, Ill oraz czesci ma-
teriatu z ksigg VI i XIlI (miara kota). Wzajemne relacje pomiedzy obydwoma
podejsciami omawia Knorr na stronach 7-8. Ksiega VI jest oparta na intuicyj-
nym pojeciu proporcji geometrycznej.
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Moim zdaniem rzeczywisty rozwdj matematyki greckiej przebiegat wedtug
innego schematu, ktérego Swiadectwem sg teorie proporcji PJ - P_s.

Do czasu odkrycia niewsp6tmiernosci matematycy twierdzili, ze ,,wszystko
jest liczbg”. W szczeg6lnosci liczby byly cielesne i posiadaty rozciggtos¢ prze-
strzenng (por. np. Ekfantos). Oznaczato to, ze takze odcinki (linie) geometrycz-
ne byty opisywane przez liczby. Przypominam, ze liczba dla Greka to tyle, co
nasza liczba naturalna wieksza od dwdch.

Odkrycie niewspétmiernosci byto w starozytnosci dlatego tak wstrzasajace,
ze pokazano, iz jesli bok kwadratu jest liczbg to przekatnej nie opisuje zadna
liczba. Gdyby przekatna byla jaka$ liczba, to ta liczba musiataby by¢ réwno-
czes$nie liczbg parzysta i nieparzystg. Nie wszystko jest liczbg - oto, co pokazy-
wat dowo6d niewspotmiernosci. Z matematycznego punktu widzenia oznaczato
to wzajemng nieredukowalno$¢ geometrii iarytmetyki. Pierwotnie pitagorejczy-
cy nie oddzielali rozwazan liczbowych i geometrycznych.

Jesli zgodzimy sie, ze odkrycie niewspétmiernosci musiato mieé miejsce po-
miedzy ok. 460-430 r. p.n.e., to naturalne wydaje sie przyjecie, ze podejscie to-
pologiczne w sensie Knorra byto wczeséniejsze nizjego naive metrical approach.
Sama konstrukcja dowodu niewspotmiernosci zaktada takie podejscie jako zna-
ne wczesniej i, obalone” przez ten dowdd.

Z drugiej strony, znamy takze wiele rezultatéw i problematow zwigzanych
Z pojeciem proporcji oraz podstawowych jej wiasnosci. Nalezg do nich rozwa-
zania o ksiezycach Hippokratesa czy problem podwojenia sze$cianu i- przypi-
sywana takze Hippokratesowi - jego redukcja do problemu znajdowania dwéch
Srednich proporcjonalnych do danych linii. P_1 zawiera wiec wczesng teorie
proporcji wielko$ci geometrycznych i liczbowych.

Badania Hippokratesa potwierdzajg istnienie wczesnej teorii proporcji
wielkosci geometrycznych. Wskazuje na to rowniez obecnos¢ takich pojeé jak
$rednia arytmetyczna, harmoniczna, ,ztoty podziat’gitp. P_1 $wiadczy takze
o0 istnieniu problematyki i fragmentéw teorii proporcji liczbowych.

Wydaje sie naturalne wyrdznienie dwoch faz w rozwoju teorii proporcji P_1:

1 Faza I. Teoria proporcji byta tworzonajako jedna teoria proporcji zaréwno
liczbowych jak i geometrycznych. Motywowana byta takze zagadnienia-
mi muzycznymi. Faza ta dotyczy problematyki matematycznej teorii pro-
porcji w czasach przed odkryciem niewspotmiernosci. Istnieje tradycja
przypisujaca znajomos$¢ trzech gtéwnych proporcji (arytmetycznej, geo-
metrycznej i harmonicznej) juz Pitagorasowi9. (Wydaje sie konieczne do-
ktadniejsze zbadanie tej fazy, co odktadam do innej pracy.)

2. Faza Il. Po odkryciu niewspétmiernosci teoria proporcji P_1 najprawdo-
podobniej podzielita sie na dwa oddzielne nurty rozwazan: P_la i P_1b.
Pierwszy z nich zawierat wczesne teorie arytmetyczne izaczatki teorii pro-
porcji liczbowych?'. Drugi natomiast dotyczyt proporcji geometrycznych,
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a zakres ich badania wytyczatly biezgce potrzeby matematyczne, zwigzane
z rozwigzywaniem konkretnych probleméw (np. problemu delijskiego).

Na rzecz istnienia P_la Swiadczy wiele faktéw". Sg to, na przykiad, réwno-
legte prowadzenie badan nad algebrg geometryczna iteorig liczb, fakt istnienia
geometrycznych iarytmetycznych wersji wielu twierdzen2 w tym twierdzenia
Pitagorasa, pojecie ,liczb podobnych” i analiza zwigzanych z nimi zagadnien,
a takze szereg twierdzen nalezacych do wczesnej arytmetyki pitagorejskiej, np.
IX. 301. Takze twierdzenia dotyczace tzw. gnomicznych podziatéw liczb w
arytmetyce kamyczkow (psephoild), czy tzw. tréjek pitagorejskichis oraz twier-
dzenia o podzielnoscis nalezagdo P_la. Harmonika starozytna musiata by¢ opar-
ta na informacjach, ktdre Scisle opisata dopiero teoria proporcji Teajteta P_5
- wskazujg na to nawet nazwy interwatow muzycznych i pojecie diastemy (por.
np. A. Szabd,dzcyt., Partll).

Gtownym reprezentantem P_1b byt Hippokrates z Chios. Na podstawie prze-
kazéw dotyczacych jego prac matematycznych, a zwtaszcza o pochodzacych od
Simplikiosa informacji o kwadraturze ksiezycéw17, wiemy, ze Hippokrates znat
np. twierdzenia I. 47, 1. 12, 13, a takze jaka$ wersje twierdzenia XII. 2.Wska-
zuje to na znajomos$¢ czesci problematyki z ksiag I, 1l i VI Elementéw Euklide-
sa. Od Proklosa (por. 213.3 - 11) wiemy natomiast, ze Hippokrates zredukowat
problem podwojenia szeScianu (tzw. problem delijski) do zagadnienia znajdo-
wania dwoch $rednich geometrycznych do danych linii. Simplikios przytacza
takze definicje wielkosci proporcjonalnych Hippokratesa:

»podobne obszary sg takimi samymi czeSciami odpowiadajgcych két; na przy-
ktad. pdtkole jest podobne do po6tkola itrzecia cze$¢ kola do trzeciej cze$ci.”

Definicja powyzsza jest oparta raczej na pewnych intuicjach, niz na dojrza-
tej teorii proporcji (por. W. R. Knorr, dz.cyt. s. 41 i przypis 62)18 W kazdym ra-
zie - mozliwe byto uzyskanie szeregu twierdzen z tzw. algebry geometrycznej
i teorii podobienstwa. Algebra geometryczna (zwtaszcza z ksiegi Il Elementéw)
stuzytla takze do poréwnywania i badania zwigzkéw pomiedzy wtasnoSciami
arytmetycznymi i geometrycznymi. Algebra geometryczna i teoria podobien-
stwa (ksiega VI) sg oparte na niesprecyzowanych intuicjach metrycznych. Us$-
ci$lenie intuicji, na ktérych oparta jest ksiega VI Elementéw stato sie mozliwe
dopiero w ramach P_ 5 iP_s6.

Proklos (dz.cyt. s. 176, 186), opierajac sie na Historii geometrii Eudemosa,
przypisuje tzw. metode stosowania obszaréw (do danej linii), ktéra jest pod-
stawg algebry geometrycznej, juz pitagorejczykom. Na pewno jednak tylko nie-
ktore zagadnienia z ksigg Il i VI byly znane wczesnym pitagorejczykom, tj.
przed czasami Teodora i Archytasa. W czasach Hippokratesa na pewno znano
sporg cze$¢ teorii podobienstwa trojkatdw19

Intuicyjnie metryczne podejscie zaktada mozliwo$¢ porownywania wielko-
§ci geometrycznych. Podstawowg trudno$¢ w takim podejSciu stanowi brak
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wspdlnej jednostki miary poréwnywanych wielkosci geometrycznych, gdyz sg
one czesto niewspétmierne. Tak wiec to, co jest oczywiste dla kazdego wspot-
czesnego ucznia, tzn. ze wielkosci geometryczne - na przyktad linie - mozna nie
tylko poréwnywac, ale takze dobrze uporzadkowac, byto w starozytnosci wtas-
nie problematyczne i nieoczywiste po odkryciu niewspotmiernosci. Ten fakt
spowodowat badanie problemu niewspdtmiernosci i poswiadczony jest wzajem-
nymi zwigzkami matematycznej natury pomiedzy teoriami proporcji i klasyfi-
kacja wielkos$ci niewspotmiernych. Knorr, wskazuje na przyktad na zwigzek al-
gebry geometrycznej z 11 ksiegi Elementéw z badaniami Teodora nad niewymier-
nosciami20.

Omowienie wszystkich przekazéw historycznych, jakie posiadamy odnos-
nie wczesnych teorii proporcji, przerasta ramy obecnej pracy.

2. TEORIE PROPORCIJI LICZBOWYCH
MOTYWOWANE BADANIAMI NAD NIEWYMIERNOSCIA: P2 1P 3

Po wkroczeniu P_1 w faze Il, teorie proporcji P_2 i P_3 sg kolejnymi wa-
riantami rozwojowymi teorii P_la. Sg to teorie proporcji liczbowych. P_2 jest
teorig proporcji liczbowych Archytasa (zdaniem Van Der Waerdena), ktorej wy-
ktad zawiera gtéwnie ksiega VIII Elementéw Euklidesa. P_3 natomiast jest teo-
rig proporcji liczbowych zawartg w ksiedze VII Elementow, a jej autorem jest
najprawdopodobiej Teajtet z Aten2l

W teoriach tych porownywane moga by¢ tylko liczby. W teorii P_3 mozliwa
jest zamiana miejscami terminow:

jesli a :b =c :d, gdzie a, b, ¢, d sg liczbami, to (twierdzenie VII. 13), to
a:c=b:d

Teorie te powstawaty dla rozwazenia okre$lonych probleméw matematycz-
nych. Na przyktad P_3 stanowi podbudowe teoretyczng dla podziatu wielkoSci
geometrycznych na wielko$ci odpowiadajace liczbom kwadratowym i szescien-
nym w czesci dotyczacej wiasnosci arytmetycznych odpowiednich liczb.

Zwiazek teorii proporcji P_2 i P_3 z klasyfikacjg wielkos$ci niewymiernych
znakomicie omawia W. R. Knorr2

Wzajemne zalezno$ci pomiedzy tymi teoriami i ich wiasno$ci matematycz-
ne sg stosunkowo dobrze zbadane. Konieczne jest jednak zbadanie zwigzkéw
zwilaszcza pomiedzy teorig P_3 inowgteorig P_5. Dodatkowym problemem jest
sprawa zaleznosci logicznych pomiedzy P_2 i P_3, przy zachowaniu pierwszen-
stwa czasowego P 2 w stosunku do P_3: wyjasnienia wymaga matematyczna
zalezno$¢ P 2 od P 3.
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Ogo6lnie mozna stwierdzi¢, ze P_2 opiera sie na intuicyjnym zastosowaniu
pojecia proporcji Hipokratesa do liczb. Pojecie to zostato natomiast Scisle zdefi-
niowane dla potrzeb arytmetyki w ramach P_3 (por. definicja VII. 20).

Dodatkowg motywacja dla badan w ramach P_2 byty problemy harmoniki mu-
zycznej. Zdaniem A. Sz ab 6, dz.cyt. (passim), odkrycie niewymiernosci byto
spowodowane badaniami nad podziatem tzw. kanonu w muzyce. Badania te mu-
siaty by¢ prowadzone poczatkowo w obrebie P_1. Z kolei, spora cze$¢ materiatu
z tzw. Sectio Canonis (i De Institutions Musica Boecjusza), dotyczy badan mu-
zycznych w ramach P_223 Zachowane fragmenty dzieta Archytasa, np. u Porfiriu-
sza (In Ptolemaei Harmonica, s. 267 (Diels)), zostaty zebrane i zatytutowane
przez Dielsajako Traktat o harmonii. Zawieraja one podobne definicje odpowied-
nich érednich matematycznych, co Timajos Platona (por. 31c - 32a, 36a-b)24 Ba-
dania motywowane muzyka wigzg sie takze z nastepng teorig proporcji: P 4.

3. TEORIA PROPORCJI WIELKOSCI CZYSTO-GEOMETRYCZNYCH: P_4

Jest to teoria proporcji wielkosSci geometrycznych, jaka zawiera gtownie
ksiega VI Elementow. W teorii tej poréwnujemy tylko wielko$ci geometryczne
takie jak odcinki, odcinki i figury ptaskie, figury ptaskie itp.

Systematycznie tworzytjg Teajtet z Aten. Teoria ta, niezalezna od ksiegi V Ele-
mentdéw, zostata zrekonstruowana w cytowanych pracach Toplitza, Beckera
i Van Der Waerdena. Becker pokazuje, jak Teajtet uzyskat czysto geometryczny
odpowiednik dla twierdzen VII. 13 iV. 16; por. O. Bec ker, Eudoxos-Studien
/., B.L. Van Der Waerden,dzcyt. s 175-179.

Z proporcji A : B = C : D otrzymujemy rownos¢:

pr AD =pr BC = pr DA = pr CB (pr XY oznacza prostokat o bokach X i Y.)

Z tego wnioskujemy (O. Becker, Eudoxos-Studien/., s. 311), 22 A\C-B.D.

Korzystamy tu (por. Arystoteles: Topiki 158b) z - trywialnej dla dzi-
siejszego matematyka, lecz niezmiernie interesujgcej dla matematyka starozyt-
nego - witasnosci, tagczacej ,to, co liniowe™

A :C =prAD :pr CD.

Dodatkowo wnioskowanie opiera sie na whasnosci:

prAD :prBD =A :B=C :D = pr BC :BD.

Wystarczy teraz dowies¢, zejesli w proporcji terminy drugie sg rowne, to ter-
miny pierwsze sg réwne, tj. prostokat”®/) rowna sie prostokgtowi BC. Do dowo-
du tej ostatniej wiasnosci trzeba uzyé tzw. lematu Archimedesa, ktéry - znow,
jak pokazuje Becker - wynika z tw. X.1.

Wszystkie uzyte wiasnosci byty znane Grekom przed Eudoksosem.

”

z ,tym, co ptaskie™ :
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Mozna prébowac ustali¢, ktére twierdzenia z ksiegi VI Elementéw byty zna-
ne w ramach teorii P_1b, a ktére nalezaty do P_4. W. Knorr ustala, ze dla potrzeb
ksiegi X konieczne sg twierdzenia VI. 1, 14, 16, 17 i 22; por. op. cit., s. 305.
Tworzg one wydzielong grupe wsérdd twierdzen ksiegi VI.

4. PIERWSZA PROBA METRYZACJI GEOMETRII:
TEORIA PROPORCII TEAJTETA P_5

To zupetnie nowa teoria proporcji. Jest teorig poSrednig pomiedzy teorig P_4
i teorig proporcji Eudoksosa P_s. Ta zrekonstruowana przeze mnie teoria jest
pierwszg udang préba opisu wielkosci geometrycznych i liczbowych w jednej
teorii proporcji.

Arystoteles w Etyce Nikomachejskiej wyraznie odréznia proporcje liczhowe
(arytmetyczne: 113Ib 12) od geometrycznych (1132a 1).

Poczatkowe twierdzenia X ksiegi Elementow, ktére wydajg sie ,,zbedne”,
gdy znamy juz teorie Eudoksosa, tworzg podstawe teorii proporcji P_5. Dlatego
Teajtet jest autorem lub wspétautorem ksiegi VI. Na teorie proporcji Teajteta,
a nie Eudoksosa, powotuje sie Platon w Epinomis.

Teoria Teajteta pozwala dodatkowo na sformutowanie wkasnosci proporcji
potrzebnych przy dowodach tej ksiegi. Uzycie ksiegi V staje sie zbedne.

Moim zdaniem teoria proporcji ,mieszanych”, dotyczaca poréwnywania
stosunkéw miedzy liczbami i pewnymi wielko$ciami geometrycznymi, musiata
dla Grek6éw tworzy¢ jeszcze jedna, inng niz dla proporcji czysto geometrycz-
nych, teorie proporcji.

Umozliwita ona poréwnanie ratio liczbowego z ratio geometrycznym. Jgj
terminami sg liczby a, b, ... i wielko$ci geometryczne A, B, ... .

a :b=A :B, gdzie wielkoSci geometryczne mogga by¢ odcinkami, lub np.
A : B. moze oznacza¢ ratio ,kwadrat do odcinka”.

Nie mozna zamienia¢ terminéw i nie ma mozliwosci poréwnania ratio mie-
szanych w P_5, np. ,liczby do odcinka” - « :B. W teorii tej nie mozna wiec sfor-
mutowac¢ odpowiednikéw twierdzenia VII. 13 (dla liczb P_3), twierdzenia o za-
mianie termindw geometrycznych z P_4, ani odpowiednika twierdzenia V. 16
z teorii Eudoksosa.

Podstawowe wilasnosci matematyczne P_5 okres$lajg poczatkowe twierdze-
nia i definicje z X ksiegi Elementéw26. Brakujagcym ogniwem w tej teorii jest
spos6b konstrukcyjnego wyznaczania dwéch odcinkéw lub pdl pozostajagcych
do siebie w ratio jak ,liczba do liczby” (a : b). Konstrukcje przy pomocy ,,cyrk-
la i linijki” podatem w Platon ipodstawy matematyki wspoiczesnej, przy okazji
dowodu lematu 6 w czesci 1l ksigzki2r.
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LEMAT

Kazda linia media! jest wyznaczona przez linie rational i wspdtmierne tylko
w kwadracie.

DOWOD:

Wprost z twierdzenia X. 22; dtuzszy dowdd jest jednak bardziej konstrukty-
wny, a konstrukcja w drugiej jego czesci jest niezwykle przydatna. Dodatkowo,
dowdd ten rekonstruuje podstawowa metode teorii proporcji P_5.

Korzystajgc z twierdzenia X. 22, rozumujemy nastepujgco:

Niech R bedzie dowolng linig rational, a M, dowolng linig medial. Zastosuj-
my do linii rational R tw. X. 22, tj. znajdZmy linie D taka, ze kwadrat o boku
M réwna sie prostokagtowi o bokach R i D. Linia D jest linig rational,
wspétmierng tylko w kwadracie z R.

Linia medial to z definicji taka, ktéra albo jest wyznaczona bezposrednio
przez linie rational i wsp6tmierne tylko w kwadracie, albo wspoétmierne (tylko
w kwadracie lub liniowo) z inng linig medial (por. twierdzenie X. 21). Musimy
pokazaé, ze:

1) zgodnie z definicjg z twierdzenia X. 21, linia wsp6tmierna z linig medial
jest wyznaczona przez dwie rézne linie rational wspétmierne tylko w kwadracie,

2) zgodnie z definicjg z twierdzenia X. 21, linia wsp6tmierna tylko w kwadra-
cie z linig medial jest wyznaczona przez linie rational wsp6tmierne tylko w kwa-
dracie.

Ad 1). Niech M | bedzie linig medial wyznaczong przez linie/4_1iB_|I,
a linia M_2, linig wspotmierng z M_1. Znajdujemy najwiekszg wspo6lng miare
M | i MJ2, tak jak w twierdzeniu X. 3. Sprawdzamy (por. ad. 2.), ile razy ta
miara miesci sie w M_1 (powiedzmy irazy, gdzie ijest liczba), a ile razy w M_2
(powiedzmyj razy). Wezmy linie A taka, ze:

A 1:A=kwadratM | :kwadratM_2=r :j2

Prostokat o bokach A 1iB 1 (prA IB 1) jest rowny kwadratowi o boku
M I (kwM I).

Z twierdzenia VI. &

prA_1B_1 :prAB_ 1=kw M | :kwM_2=kwMJ :prABJ.

Poniewaz dla danych trzech wielkos$ci istnieje tylko jedna proporcjonalna do
nich, wiec

pr AB_1 = kw M_2.

Boki prostokata pr AB1 sg wsp6tmierne tylko w kwadracie i rational. Z X.
6 A | :A ma sie tak jak liczba do liczby. Stad A | i A sg wspétmierne i ratio-
nal (X. 11 i X. 13).
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Ad 2). Niech M | bedzie linig medial wyznaczong przez linieA_1 iB 1 ra-
tional i wspétmierne tylko w kwadracie, a M, linig medial, wspétmierngz M |
tylko w kwadracie. Wéwczas, kw M | ma sie do kwadratu kw M, jak liczba do
liczby (X. 6). ZnajdZzmy najwiekszg wspo6lng miare kw M_1 i kw M (X. 3).
Niech bedzie to kw Y. Ustalamy, ile razy ten kwadrat miesci sie w kw M_1 (np.
/ razy, gdzie /jest liczbg), a ile razy w kw M(np. / razy):

Przeksztatcamy abcdef (por. rys. 1w Z. Kro6l, Platon ipodstawy..., s. 151)
w kw M i podobny do kw Y, o polu réwnym polu kw M | minus kw Y (Il. 14).
Te czynno$é powtarzamy az kw M i =kw Y. Wtedy /jest rowne szukanej liczbie.

Czynno$¢ ta wymaga zawsze skoriczonej liczby krokéw, gdyz kw Yikw M |
sg wspotmierne i ich najwiekszg wspdlng miargjest kw Y (tw. X. 2). Mamy:

kw M | :kw M= i j.

Znajdzmy teraz linie C taka, ze A : C - i:j. Wtedy:

kwM | :kw M = prAB : pr CB

Analogicznie jak w Ad. 1 stwierdzamy, ze kw Mjest réwny prostokatowi
o bokach C i B, a linie te sg wsp6tmierne tylko w kwadracie irational. [Q.E.D.]

Druga wazng operacjg w P_5 jest skorelowane wyznaczanie najwiekszego
wspdblnego podzielnika dla liczb w spos6b geometryczny, poprzez znajdywanie
najwiekszej wspdlnej miary odpowiadajacych im linii lub na odwr6t. Operacja ta
wskazuje na obecno$¢ tzw. antyphairetycznej teorii proporcji, jako metody P_528

Teoria proporcji P_5 wraz z teorig proporcji czysto geometrycznych umozli-
wia wyeliminowanie teorii proporcji Eudoksosa P_6 z rozumowan i dowodéw
w ksiegach X i XIIlI Elementéw.

W naturalny sposob teoria Eudoksosa byta uogélnieniem teorii Teajteta P_5.
Widac takze, ze to Teajtet jako pierwszy uswiadomit sobie wyrdzniong role tzw.
wielkosci archimedesowych, gdyz tak zwany ,,lemat Archimedesa” wynika z twier-
dzenia X. 1. Ta wtasnos$¢ (drugiego rzedu) pozwala idzisiaj odréznia¢ (w mode-
lach dla arytmetyki pierwszego rzedu) standardowe i niestandardowe liczby na-
turalne29.

Pozostaje sprawa otwarta, czy anthyphairetyczna teoria proporcji bytajedng
z metod teorii P_5, czy tez stanowita jeszcze jeden wariant przejsciowy pomie-
dzy P_5 a P_e6 lub jest wcze$niejsza niz P_5. Uwazam, ze najwiecej danych
przemawia za pierwszg z mozliwosci, je$li dodatkowo uwzgledni¢ r6znosé pro-
cedur anthyphairetycznych w r6znych teoriach proporcji.
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5. TEORIA PROPORCIJI EUDOKSOSA: P_s

Jest to stynna teoria proporcji Eudoksosa zawarta w ksiedze V Elementéw
Euklidesa.

Pomimo tego, ze teoria ta pozwala na poréwnywanie ratio mieszanych (np.
»liczba do odcinka”) i na zamiane terminow, nie obejmuje wszystkich wielkoSci

geometrycznych.
Jesli:
a:h=A:5, to:

a:A = b :B (twierdzenie V. 16).

Teoria ta nie dotyczy wielkosci nieskoficzonych itzw. wielko$ci niearchime-
desowych, np. katéw rogowych. Wielkosci nazywajg sie archimedesowymi, jesli
istnieje taka liczba naturalna n, ze mniejsza wielko$¢ ,,pomnozona” przez njest
wieksza od, lub réwna wielkosci wiekszej.

Sformutowanie P_6 bylo rewolucyjnym krokiem w matematyce starozytnej,
gdyz byta to pierwsza niekonstruktywna teoria matematyczna. Zauwaza to O. Bec-
ker w Matematische Existenz. Niekonstruktywnos$¢ dotyczy fundamentalnej de-
finicji V. 5 Eudoksosa, ktéra jest sformutowana dla wszelkichmozliwych liczb
(naturalnych). Nie jest wiec mozliwe sprawdzenie explicitetej definicjiprzez
zadnego matematyka.

Powyzej przedstawitem jedynie schematyczny zarys starozytnych teorii pro-
porcji. Niezaleznie od innych zrddet, znajduje on potwierdzenie w szeregu uwag
Pappusa w Komentarzu do Xksiegi, Elementdw” Euklidesa™.

Paragraf 8 (i 6) czesci | wyraznie podaje, ze termin ,,proporcja” jest uzywa-
ny w innym znaczeniu dla liczb i wielkosci ciggtych (przestrzennych):

..Dlatego, nie kazdy stosunek da sie znalez¢ wsréd liczb: ani nie wszystkie
rzeczy, ktére majg wzajemny stosunek, majg go jak liczba do liczby, poniewaz
w tym wypadku wszystkie bytyby wspétmierne, a wiec naturalnie, skoro kazda licz-

ba jest jednorodna ze skornczonos$cig (lub z tym. co skonczone), bo liczba nie jest
wieloscig, mimo tej odpowiedniosei. lecz okre$long (lub ograniczong) wielo$cig."

Nastepne zdania paragrafu 8 wskazujg, ze w matematyce starozytnej istotne
byty Platoriskie - jak pokazuje w swojej ksigzce - odr6znienia najedno$¢ nad
wieloscig okre$long i nieokreslong, czyli pomiedzy tym, co arytmetyczne itym,
co geometryczne.

Paragrafe (czes¢ I) ttumaczy, ze proporcja wielkosci ciggtych jest okreslona
w Kkilku znaczeniach, tj. ,,w tym sensie, ze jest to wzajemna relacja skoficzonych
wielkosci ciggtych wzgledem wielkosci i matosci [P_4], gdy w innych przypad-
kach jest rozumiana w tym sensie, ze oznacza pewng takga relacje, jaka istnieje
pomiedzy liczbami, a wszystkie na przyktad wspétmierne wielkosci ciggte maja
oczywiscie wzajemny stosunek jak liczba do liczby [P_s6]; iwreszcie, w jeszcze
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innych przypadkach, jesli wyrazamy stosunek przez okre$long obrang miare, po-
znajemy r6znice miedzy wielkoSciami wymiernymi i niewymiernymi [P_5].”

Mozemy teraz wyobrazi¢ sobie, jak Eudoksos mégt poda¢ swoje stynne de-
finicje V. 1- V. 7 wielkosci proporcjonalnych, znane z Elementéw i stanowigce
podstawe P_6. Znajgc teorie proporcji Teajteta P_5 Eudoksos miat zapewne
przed oczami poszczegbélne grupy linii wzajemnie wspotmiernych i nie-
wspotmiernych. Wiedziat juz3l, ze takich grup linii, z ktérych kazda zawiera li-
nie wzajemnie wspétmierne liniowo, a niewsp6tmierne liniowo z liniami na-
lezacymi do innej grupy - jest nieograniczenie wiele. Je$li w kazdej grupie
wybierzemy linie podstawowa, czyli miare, to kazdej proporcji w sensie Teajte-
ta P_5 odpowiada pewna proporcja w innej grupie. Na przyktad mozemy rozpa-
trywac¢ w kazdej grupie linie, ktdre pozostaja w stosunku takim, w jakim pozo-
stajg liczby 4 : 2.

Taka proporcje mozemy ustali¢ w danej grupie linii wybierajgc dwie linie
i znajdujgc ich najwiekszg wspdlng miare. Linie wspdimierne liniowo, to te,
ktore pozostajg do siebie w stosunku takim, jak liczba do liczby, lecz wzgledem
wybranej linii odpowiadajacej jedynce - zasadzie liczb. Najwieksza wspdlna
miara dla dowolnych dwaoch linii z danej grupy linii wspdtmiernych liniowo jest
réwna podziatowi linii podstawowej (w danej grupie) w ratio liczbowym réw-
nym ratio liczbowemu tych dwéch linii.

Wystarczy teraz tylko wiedzie¢, ktora miara, tj. linia podstawowa, jest wiek-
sza, mniejsza lub roéwna. Ten stosunek wiekszosci, mniejszosci lub réwnosci,
okreslony najpierw dla linii podstawowych, bedzie zachowany w kazdej grupie
linii dla dowolnych innych linii pozostajacych w dowolnym innym stosunku
liczbowym. Jedli, na przyktad, wjednej grupie linii wspotmiernych liniowo, ma-
my dwie linie pozostajgce w najmniejszym stosunku jak liczby 4 : 2, toje$li mia-
ra w pierwszej grupie jest wieksza od miary w drugiej grupie, to obydwie linie
w drugiej grupie sa tez wieksze od linii z grupy drugiej. W ten spos6b dochodzi-
my z tatwos$cia do twierdzenia V. 16. Wida¢ takze, iz warunkiem proporcjonal-
nosci jest ,,archimedesowo$¢” linii. Warunkiem powstania teorii proporcji Eu-
doksosa jest zatem zdolno$¢ operowania cato$ciami (grupami linii) o nieskon-
czonych zakresach.

Taki spos6b myslenia wyjasnia tez, czemu mogty stuzy¢ rozwazania nad li-
niami nieuporzadkowanymi, rozszerzajgce klasyfikacje z X ksiegi Elementéw,
a dokonane przez Apolloniusza: byty to kolejne kroki w kierunku P_63

Po sformutowaniu P_e6 idzieki zastosowaniu metody wyczerpywania mate-
matycy rozwigzali szereg probleméw. Ogélnie mdéwiagc, P_6 umozliwita rozwoj
matematyki i badania takie, jak na przyktad te, ktére prowadzit Archimedes.
Rozwdj teorii proporcji nastepowat poprzez wykazywanie dla poszczegélnych
rodzajéw tworow geometrycznych, ze sg wielkoSciami archimedesowymi i dla-
tego mozliwe jest do nich stosowanie twierdzen P 6. Przyktadowo, wiemy, ze
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Eudemos z Rodos, uczen Arystotelesa, napisat,.dzieto o kacie, stwierdzajac, ze
jest on wielkoscig” (por. Prok 1os :In Euclidem ..., 125.7-8).

Innego rodzaju impuls do rozwoju szczegdtow teorii proporcji i rozwazania
nowych rodzajow proporcji byly badania nad klasyfikacjg wielkosci niewymier-
nych iinne, zwigzane np. z tzw. podziatami figur33. Eudoksos wymyslit trzy no-
we rodzaje proporcji34 oprocz dobrze znanych wczedniej (tj. aiytmetycznej,
geometrycznej i harmonicznej), a Teon ze Smyrny i Nikomachos z Gerazy oma-
wiajg 10 réznych typéw proporcji.

Czytelnika zainteresowanego filologiczng analizg terminéw zwiazanych z teo-
riami proporcji pod katem ich rozwoju historycznego odsytam, na przykiad do
cytowanej juz pracy A. Sz ab 6 : The Beginnings ...{passim).

Warto takze w tym miejscu powiedzie¢ kilka stéw o teorii proporcji arab-
skiego matematyka i mistycznego poety Omara Khayyamass (druga potowa Xl
w n.e.), gdyzjego teoria proporcji stanowi naturalne zwienczenie wysitkow ma-
tematykow starozytnych. Khayyam w swoim dziele Dyskusja trudnosci Euklide-
sa, podaje nowg definicje proporcjonalnosci czterech wielkosci, ktéorymi moga
by¢ zaréwno wielkosci ciggte, jak i dyskretne.

Cztery wielkosci sg proporcjonalne (A :B =C : 2)),jesli pewne liczby, otrzy-
mane w opisany ponizej spos6b sa rowne. Zaktadajac, ze B jest wieksze od
A,a D od C, odejmujemy od B wielokrotnos¢ A (wielokrotno$¢ okreslong przez
pewng liczbe; por. poczatek X ksiegi Elementéw). Otrzymujemy reszte z B mniejsza
od A. Nastepnie czynno$¢ powtarzemy odejmujac od B pewng wielokrotnos$¢
otrzymanej poprzednio reszty (otrzymujemy wiec pewna nowg liczbe, okres-
long przez nowg wielokrotno$¢). Proces ten albo skoniczy sie w skonczonej ilos-
ci krokéw (w przypadku réwnosci A i Bjuz w pierwszym kroku), jesli wielko-
§ci sg wspotmierne, albo mozemy go prowadzi¢ w nieskofAczono$¢, gdy
wielkos$ci sg niewsp6tmierne. Tak samo mozemy postapi¢ z wielkosciami C iD.
Khayyam stwierdzit, ze wielkosci A, B, C, D sa proporcjonalne jesli liczby
otrzymane w kolejnych krokach dla strony prawej i lewej, sg identyczne. Poka-
zal takze w szeregu twierdzen, ze taka - oparta na procedurze cmthyphairesis
- definicja jest réwnowazna definicji z teorii proporcji P_e z V ksiegi Ele-
mentow. Udato mu sie takze zdefiniowa¢ wiekszosé i mniejszo$¢ odpowiednich
ratio, poprzez poréwnanie liczb dla lewej i prawej strony proporcji oraz okres-
li¢ iloczyn ratios, czego nie robili Grecy.

Od tej pory kazda proporcja dowolnych wielkosci mogta by¢ uwazana za
okreslong przez pewien zbidr liczb. Tak traktuje proporcje juz Nasir ad-Din at-
-Tusi. Matematycy stopniowo arytmetyzujg geometrig, ale nie oznacza to catko-
witej eliminacji odwotan do intuicji geometrycznej. W przypadku Omara Khay-
yama wida¢ to w jego uzasadnieniu twierdzenia, ze gdy sg dane trzy dowolne
wielkosci, zawsze istnieje czwarta, proporcjonalna do nich. Khayyam powotuje
sie tu na nieskonczong podzielno$¢ wielkosci przestrzennych.
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UWAGI KONCOWE

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze gtéwnym problemem, Kktéry
okreslat wysitki badawcze matematykow starozytnych byt fakt rozdziatu i wza-
jemnej nieredukowalnosci arytmetyki i geometrii. Odkrycie niewspétmiernosci
pewnych linii byto nie tylko wstrzasajacym doSwiadczeniem czysto intelektual-
nym, ale takze przezyciem religijnym. Grecy posiedli dowod bipolarnosci $wia-
ta: parzyste inieparzyste, wymierne i niewymierne, byty czescig ich wizji $wia-
ta na rébwni z innymi parami przeciwienstw - meskie i zenskie, dobre izte, jasne
i ciemne ... Arystoteles przytacza fakt niewsp6tmiernosci jako przyktad rzeczy,
ktéra wzbudza najwyzsze zdumienie {Met. A, 983a 16).

Pierwotne przekonanie pitagorejczykéw, iz ,,wszystko jest podporzadkowane
liczbie” 35 okazato sie fatszywe. W filozofii i matematyce nalezato rozwazac nie
jedna powszechng zasade bytéw (tj. liczbe), lecz dwie wzajemnie nieredukowal-
ne. Okres$lito to ksztatt filozofii i matematyki greckiej na wiele stuleci, a u Pla-
tona stato sie gtdwna przyczyng powstania protologii, czyli teorii dwoch naj-
wyzszych zasad: Jednosci i Diady3’. Bez zrozumienia wewnetrznego rozwoju
matematyki greckiej nie da sie zrozumieé filozofii starozytnej - byty one zwig-
zane ze sobg catkowicie. Z kolei badanie filozofii, na przyktad filozofii Platona,
dostarcza narzedzi do witasSciwej rekonstrukcji treSci dziet matematycznych,
w tym Elementdw Euklidesa.
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Elemente. ,,Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie
und Physik®“. 1936, Abt. B. 3, s. 533-553;
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0. Becker: Warum haben die Griechen die Existenz der vierten Proportionale an-
genommen? ,,Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astrono-
mie und Physik“. 1933, Abt. B. 2, s. 369-387;

David H. Fowler: Ratio in Early Greek Mathematics. ,Bulletin of the American
Mathematical Society (New Series)” 1979, 1, s. 807-848;

Konrad G aiser : Platons Ungeschriebene Lehre. Studien zur systematischen und
geschichtlichen Begriindung der Wissenschaften in der Platonischen Schule.
Stuttgard 1963 (wyd. Il 1968);

Jean-Louise G ardies :LMhéritage épistémologique d Eudoxe de Cnide. Un essai de
reconstitution. Paris 1988;

Ivor Grattan-Gu iness: Numbers, Magnitudes, Ratios and Proportions in Eu-
clids Elements: How Did He Handle Them?, ,Historia Mathematica” 1996,
23, s. 355-375;

Helmut Hasse, Heinrich Scholz: Die Grundlagenkrisis der griechischen Mathe-
matik. Berlin 1928;

Thomas Little Heath: The Thirteen Books of Euclidd Elements. 3 vol., 2nd ed.
Cambridge 1926;

T. L. Heath:/! History of Greek Mathematics. 2 vol. Oxford 1921;

Jacob Klein: Diegriechische Logistik und die Entstehung der Algebra, 1 TI. ,Quel-
len und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik“.
1936, Abt. B.3, s. 18-105;

J. Klein: Greek Mathematics and the Origin ofAlgebra. Cambridge Mass. & Lon-
don 1968. (Republished Dover 1992);

Wilbur Richard K no rr: The Evolution ofEuclidean Elements. A Study ofthe Theory
oflncommensurable Magnitudes and Its Significancefor Early Greek Geome-
try. Synthese Historical Library. Texts and Studies in the History of Logic and
Philosophy, vol. 15. Dordrecht - Holland / Boston - U.S.A. 1975;

Gottfried Martin: Platons Lehre von der Zahl und ihre Darstellung durch Aristote-
les. ,,Zeitschrift fiir philosophische Forschung“ 1953, Bd. VII, s. 191-203;

Paolo Pa1m ieri: The Obscurity ofthe Equimultiples: Clavius 'and Galileo$ Foun-
dational Studies of Euclid$ Theory of Proportions. ,,Archive for History of
Exact Sciences” 2001, 55, s. 535-597;

Ken Saito :Phantom Theories of Pre-Euclidean Proportions. ,Science in Context”
2003, 16(3), s. 331-347;

K. Saito : Duplicate Ratio in Book VI of Euclid's Elements. ,Historia Scientiarum”
2nd Ser., 1993,3-2, s. 115-135;

Arpad S zab 6 : The Beginnings of Greek Mathematics. Budapest 1978;

Otto Téplitz: Das Verhdltnis von Mathematik und Ideenlehre bei Platon. ,Quellen
und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik* 1931,
Abt. B.l, s. 3-33;
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O. T 6 p litz : Die mathematische Epinomisstelle. ,,Quellen und Studien zur Geschichte
der Mathematik, Astronomie und Physik* 1933, Abt. B.1, s. 334-346;

Bartel Leendert Van Der Waerden: Science Awakening. ttum ang. A. Dres-
d e n . Groningen, Holland 1954.;

B. L. Van der Waerden: Die Harmonielehre der Pylhagoreer. ,Hermes* 1943,
78, s. 163-199:

Anders We dberg :Platos Philosophy of Mathemalics. Stockholm 1955;
Jacek W idom sk i:Ontologia liczby. Krakéw 1996;
Zbigniew Jo rd a n : O matematycznych podstawach systemu Platona. Z historii racjo-
nalizmu. Poznan 1937.
Oczywiscie podana bibliografia nie pretenduje do petnosci (por. np. prace R. Dede-
kinda i Newtona). Dalsze odniesienia bibliograficzne mozna bez trudu ustali¢ na podsta-
wie spis6w literatury w przywotanych w tym miejscu pracach.

Przypisy

1Przyktady bezkrytycznego ,,zastosowania“ matematyki wspétczesnej do opisu ma-
tematyki starozytnej mozna znalezé np. w ksigzce David H. Fowler: The Mathema-
tics of Plato § Academy. A New Reconstruction. Oxford 1987. Ksigzka ta, pomimo wspo-
mnianego defektu, zawiera jednak szereg ciekawych spostrzezen.

20. Becker: Lehre vom Geradem und Ungeradem ...

1Przedstawiany schemat rozwoju starozytnych teorii proporcji potwierdza explicite
Arystoteles w Analitykach Wtorych we fragmentach 74a i 99a.

4 Proc lus: Procli Diadochi in Primum Elementorum Librum Commentarii. Ed.
Georg Friedlein. Leipzig 1873 (repr. G. Olms. Hildesheim 1967).

S5Por.np. Arystoteles Topiki 148b, De caelo 27 1b -276a, Il i IV ksiega Fi-
zyki, dwie ostatnie ksiegi Metafizyki; por. tez De generatione et corruptione 332b -333a
etc.; twierdzenie 1. 10 pokazuje jak wyznaczy¢ $rodek danej linii - kazdej linii - a $ro-
dek miaty tylko linie skoniczone.

h Uzasadnienie dla gtoszonych w tym miejscu pogladéw zawiera moj artykut Geo-
metria starozytna ijilozofia Platona na podstawie Komentarza Pappusa do X ksiegi
,,Elementow" Euklidesa. ,Kwartalnik Historii Nauki i Techniki” 2006, 3-4, (w druku),
oraz moja ksigzka Platon i podstawy matematyki wspétczesnej. Pojecie liczby u Plato-
na. Ztotoria k. Torunia 2005.

7 Proklos twierdzi, ze pierwszym tworcg, podobnych do Euklidejskich, Elementéw
byt Hippokrates z Chios (Proclus, dz.cyt. s. 66).

8Jamb lich w Introductio in Nicomachi Arithm. podaje nawet, ze Pitagoras na-
uczyt sie ztotej proporcji od Babilonczykéw. Do P_l nalezaty tez z pewnos$cig pewne
rozwazania nad tzw. wielokrotnymi iepimorycznymi (‘erctudptov 6id<xcr||ia, superpar-
ticularis) ratio. Pézniej, w obrebie P_2, Archytas mégtjuz dowie$¢ swoje stynne twier-
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dzenie dla liczb. Ze kazde liczbowe epimoric ratio moze by¢ wyrazone w formie n : n
+ |. Tak samo, usci$lenie rozwazan o liczbach pierwszych nastgpito dopiero w P_3.

Por.np. Niko machos z Gerazy: Introductionis Arithmeticae Libri Il
Ed. Ricardus Hoche. Leipzig 1866 (tfum. ang. Martin Luter D > O o g e : Nicoma-
chtts of Geraza Introduction to Arithmetic (with Studies in Greek Arithmetic by Frank
Egleton Robbins and Louis Charles Karpifnski. New York 1926) Il. 22.1
iJamblich:In Nicomachi Arithmeticam Introductionem, s. 118, 23 (ed. H. P i -
stelli, 1894). Podobnie, Teon ze Smyrny, pisze omawiajagc teorie proporcji, ze
.pochodza z tradycji pitagorejskiej” (T h e o n : Expositio Rerum Mathematicarum ad
Legendum Platonem Utilium. Ed. E. Hiller, Leipzig 1878, s. 47; por. tez uwagi
0 proporcjach nas. 116).

lu Podstawowymi zrédtami do rekonstrukcji tych teorii sg wymienione wyzej dzieta
Nikomachosa (np. w sekcjach dotyczacych klasyfikacji liczb zwigzanych z parzystoscia
1nieparzystoscig znajduje sie duzo uwag dotyczacych konkretnych ustalen w ramach
P_1 iP_1a) i Teona. W tym miejscu ograniczam sie jedynie do uwag natury ogolnej.

" Pdzniej o proporcji mowi np. fragment 6 Filolaosa (Diels). Nikomachos potwier-
dza (Il. 26.2), ze Filolaos uzywat poje¢ proporcji harmonicznej i geometrycznej. Warto
w tym miejscu zwréci¢ uwage na nauke Filolaosa o liczbach ,,parzysto-nieparzystych”.
Nalezata do nich na przyktad jedynka. Slady takiej nauki (omawiaje np. W. R. Knorr.
dz.cyt. w wielu miejscach) wskazujg, moim zdaniem, na préby ratowania w obrebie
szkoty pitagorejskiej nauki o redukcji catej rzeczywisto$ci jedynie do struktury liczbo-
wej. Dowody niewsp6lmiemosci pokazywaty, ze jesli bok kwadratu jest liczbg, to prze-
katna nie moze byc¢ liczbg, gdyz musiataby by¢ réwnoczesnie liczbg parzysta i niepa-
rzystg. Nauka o liczbach, ktére sg réwnoczes$nie parzyste i nieparzyste byta prawdo-
podobnie probg ratowania jednosci matematyki, jako opartej najednej zasadzie: liczhie.
POzniejsze badania, zwtaszcza Teodora i Teajteta, pokazaty nierealizowalno$¢ takich
idei. Archytas w zachowanych fragmentach moéwi juz jednoznacznie o dwoch zasadach
rzeczywistosci: liczbie i wielkoSci przestrzennej.

P Knorr pisze: ,, The division of the proofs on incommensurability into separate
arithmetic and geometric parts is standard in the historical accounts of these studies; cf.
for instance, B. L. Van der Waerden: Arithmetik der Pythagoreer, p. 682. Cf.
also our Chapters VII and VIIL.” (W. R. Knorr, dz.cyt. s. 107, przypis 106). Poswiad-
cza to dodatkowo obecnos¢ teorii proporcji P_la i P_1b. (Istnieje sp6r o obecnos$¢ i ksztatt
wczesnych teorii proporcji w matematyce greckiej.)

B Zwracam uwage na podobienstwo pojeciowe pomiedzy twierdzeniem IX. 30
a przytaczang nizej definicjg wielko$ci proporcjonalnych Hippokratesa.

U Liczby w arytmetyce pitagorejskiej, po odkryciu niewymiernosci, przedstawiane
byiy jako wielkos$ci dyskretne, za pomocg kamyczkéw, kropek, patyczkéw itp. Dopiero
rozwoj teorii proporcji, a zwtaszcza powstanie P_5 i P_6, umozliwity obrazowanie liczb
przy pomocy odcinkéw. Arytmetyke kamyczkdw zrekonstruowat O. Becker (Das
mathematische Denken der Antike, Géttingen 1957). Wiecej informacji o tym mozna zna-
lez¢ w rozdziale V cytowanej ksigzki Knorra. Sprawa sposobu przedstawiania liczb rodzi
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wiele ciekawych zagadnien i pozwala na wysnucie konkretnych wnioskéw dotyczacych
historii matematyki. Prezentuje je Knorr w swej ksigzce; por. np. rozdziat V, VII i VIII.

BPor. np. twierdzenie 11 u Knorra (s. 155), ktére Proklos (i H e r o n , Opera, (Hei-
berg) 1V, 218-220) przypisuje (wczesnym) pitagorejczykom (In Euclidem..., s. 428).

16 Heron (1 w. n.e.) uzywa na przyktad (Geometrica) kryteriow podzielnosci przez
3 i4 sformutowanych w terminach trojek pitagorejskich.

7 Zob. jego Komentarz do , Fizyki" Arystotelesa (Comm. 60.22 - 68.32; por. Pro-
clus, dz.cyt. s. 66). Por. W. R. Knorr, dz.cyt. s. 40”tl (i przypisy 60 - 62), B. L
Van der Waerden, dz.cyt. s. 131-136, T. L. Heath, A History..., dz.cyt.,
t. I.s. 182-209.

B Definicja ta moze by¢ stosowana wiasciwie tylko do wielko$ci wsp6tmiernych.

BPor. W. R. Knorr, dz.cyt. s. 204-205, przypis 18.

20Jw. s. 96.

2L Van der Waerden uwaza (dz.cyt. s. 49, 107-116), ze ksiega VIl zawiera starszg teo-
rie proporcji niz ksiega VIII, gdyz opiera sie na definicji proporcji zblizonej do definicji
Hippokratesa. Jednakze definicje te r6znig sie, gdyz jedna dotyczy wielko$ci geome-
trycznych (Hippokrates), druga (definicja VII. 20, oparta na definicjach VI1.3 i4) - po-
zornie bardzo podobna - dotyczy tylko liczb. Definicja VII. 20 méwi: ,Liczby sg pro-
porcjonalne, gdy pierwsza jest tg sama wielokrotnoscig, lub tg samg czescig, czy tymi
samymi cze$ciami drugiej [liczby - Z.K.], jak trzecia jest czwartej.” Wyrazne zwiazki
P_3 z badaniami Teajteta nad klasyfikacjg wielkosci niewymiernych przesadzajg sprawe
autorstwa i czasu powstania ksiegi VII. Studia nad teoriami proporcji sg czesto obarczo-
ne btedem (i wszystkimi tego konsekwencjami) nieodr6zniania wyraznie proporcji licz-
bowych od geometrycznych. Przyktadem moze by¢ nieodréznialnie procedur anthyphai-
retycznych, ktére byty inne dla wielkosci geometrycznych i liczbowych, ajeszcze inne
w ramach P_5.

2 Dz.cyt., gtownie rozdziaty VII i VIII.

23 Dotyczy to np. stynnego twierdzenia Archytasa, ze nie istnieje liczba $rednia po-
miedzy liczbami nin + 1 Problem ten ma oczywiscie rozwigzanie geometryczne, jed-
nak znaleziony w spos6b geometryczny podziat kanonu, nie jest obdarzony harmonicz-
nym ipieknym brzmieniem. Tylko podziaty liczbowe, a wiec w ramach teorii proporcji
liczbowych, powodowaty pojawianie sie¢ piekna i harmonii w muzyce. Fakt ten - nie-
watpliwie zadziwiajacy i dzi$ - wigzat harmonike starozytng z teoriami proporcji licz-
bowych idodatkowo potwierdzat nauke Platona o dwdch najwyzszych zasadach rzeczy-
wistosci: JednosSci i Diadzie.

24W sprawie zwigzkéw Platona z pitagoreizmem, a w szczeg6lnosci roli filozofii pi-
tagorejskiej w Timajosie, zob. Z. Kr61: Platon i podstawy matematyki..., dz.cyt.

5 ,A second problem is that the Euclidean proof [of the theorem X. 9 - ZK]
employs two conceptions of proportion (V, Def. 5 for magnitudes and VII, Def. 20 for
integers) without having proved their equivalence in the case of commensurable magni-
tudes.” (K norr,dz cyt, s 253). Moim zdaniem wskazuje to na dwa fakty: 1) ze Eu-
klides zastapit starszg teorie proporcji P_5, teorig Eudoksosa, oraz 2) ze podstawowy uk-
tad i kolejno$¢ poczatkowych twierdzen X ksiegi pochodzi od Teajteta.
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2% Uzasadnienie tej tezy wymaga dtugiego wywodu i rozwazenia wielu szczeg6tow.
Dla przyktadu przytocze uwagi Knorra, ktore potwierdzajg te teze: ,,At some point the
arithmetic and geometrie parts of the theory [i.e. the theory from Book X - Z.K.] were se-
parated, for only the latter is contained in the Elements', we have seen how this separation
gave rise to a logical flaw in the Euclidean theory, whereby a strictly geometric theorem,
X. 9, came to be applied as an arithmetic condition of commensurability.” (W. R.
Knorr, dz.cyt. s. 238). ,,Euclid proves this as X. 5 and X. 6. While a modern theory of
rational magnitudes would treat this as a definition, Euclid is correct to provide it as
a theorem, since his own definition of commensurable magnitudes (X, Def. 1) is based on
the existence of a common measuring magnitude. But in his proof of X. 5 he appears to
err in the same way as we mentioned in connection with X. 9. That is, he applies VII, Def.
20, the definition of proportion for integers, to the case of a proportion in which two of
the terms are not integers, but rather commensurable magnitudes. What is needed, there-
fore, is a proofthat a proportion of magnitudes (in the sense of Book V), where the mag-
nitudes are commensurable, satisfies the properties of a proportion in the sense of Book
VII. The absence of this step indicates that the original form of X. 5 did not resort to the
Eudoxean definition, but that Euclid failed to perceive the necessity of revision.” (jw. s. 253—
254). Brak dostrzegania P_5 jest odpowiedzialny za trudnosci, o kt6- rych pisze Knorr.

27 Hippokrates z Chios wiedziat jak wyznaczy¢ geometrycznie linie, zbudowane na
ktorych kwadraty pozostajg we wzajemnej proporcji jak liczby 3 :2 i6 : 1 (por. B. L.
Van der Waerden, dz.cyt. s. 136).

B Teorie te, opartg na tzw. algorytmie Euklidesa, rekonstruuje Knorr (opierajgc sie
na ustaleniach O. Beckera) w rozdziale VIII i Appendix B swej ksigzki (dz.cyt.).

2 Por. np. A. Robinson: Non-Standard Analysis. Studies in Logic and the
Foundations ofMathematics. Amsterdam 1966.

P Wiliam Thomson: The Commentary of Pappus on Book X of Euclid's Ele-
ments. Arabic Text and Translation by William Thomson with Introductory Remarks, No-
tes. and a Glossary oftechnical Terms by Gustav Junge and William Thomson. Cambrid-
ge, London 1930 Harvard Semitic Series, vol. VIII.

3 Por. Z. Krél, Geometria starozytna ijilozofia Platona... ., Kwartalnik Historii
Nauki i Techniki” 2006 nr 3-4.

2 Zob. jw.

B Zob. jw.

A O jakie nowe $rednie chodzi mozemy ustali¢ na podstawie Introductio Nikoma-
chosa i cytowanego komentarza Jamblicha (s. 100, 113); por. tez W. R. Knorr,
dz.cyt. s. 274 - 277.

3H Doktadniejsze omoOwienie tej teorii zawiera ksigzka: B. L. Van der Waer-
den:/! History ofAlgebra. From al-Khwariiml to Emmy Noether. Berlin-Heidelberg-
New York-Tokyo 1985, s. 29-31.

% Jamblich: O zyciu pitagorejskim. W: Zywoty Pitagorasa - Porftriusz,
Jamblich, Anonim, thtum. J. Gajda-Krynicka. Wroctaw 1993, s. 84.

T Por. Z. Krdél, Geometria starozytna ifilozofia Platona ....

Recenzent: doc. dr hab. Krzysztof Maslanka
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Zbigniew Krol
INTRODUCTION TO ANCIENT THEORIES OF PROPORTION

Some of the things that are nowadays taken for granted in mathematics, namely that
line segments of a certain length can be well ordered, and ,,Euclidean™ space is charac-
terized by continuity and metricity, were problematic in antiquity.

The main problem of ancient mathematics consisted in attempts to formulate anew
a single mathematic theory after its disintegration into arithmetic and geometry caused by
the discovery of incommensurability. Successive theories aimed at the metrization of geo-
metric concepts and encompassed an ever increasing variety of mathematical objects.

The paper proposes a new scheme of the development of ancient theories of propor-
tion, which includes:

1 Early theories of proportion (P1), among which two phases of development and
two further subtypes have been distinguished in phase two: P J a - early theories
of numerical proportions and P_Ib - early theories of geometrical proportions.

2. Theories of numerical proportions motivated by studies of irrational magnitudes:
the theory of Archytas (P 2) and the theory of Theaetetus (P_3).

3. Theories of purely geometrical proportions P_4 (mainly book IV of Euclid’s
Elements)

4. The first theory of proportion that included mixed proportions, i.e. numerical and
geometrical proportions (P_5).

5. Eudoxus’ theory of proportions (P_6).

The research of which the current paper presents the development of mathematics in

a new light, and its results allow a reconstruction of the hermeneutic horizon for ancient
mathematics.



