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1. Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie gamy rozpatrywanych rozktadow
(patrz [9]) o rozklady: a-stabilny, rozklad odwrotny gaussowski i rozklad hiper-
boliczny. Badania rozkladéw dziennych wspolczynnikow zwrotu, uwzgledniajace
powyzsze rozklady sa stosunkowo nowe. W 1994 Peiro (patrz [7]) badal zgodnoéc
rozktadéw stop zwrotu indekséw wazniejszych gield Swiatowych m.in. z rozkla-
dem a-stabilnym. Réwniez w 1994 roku Kiichler, a rok p6zniej Eberlein i Keller
(patrz [3]) pokazali, ze rozklad odwrotny Gaussa dobrze opisuje dzienne stopy
zwrotu na gieldzie niemieckie;j.

W podreczniku [10] autorzy przeprowadzaja analize, na podstawie ktorej
okazuje sie, ze do wspodlczynnikéw zwrotu indeksu DJIA najlepiej pasuje rozklad
a-stabilny.

Podstawowe informacje dotyczace omawianych rozkladéw zostaly podane
w rozdziale 2. Rozdzial 3 zawiera opis metodologii badan oraz oméwienie wyni-
kéw przeprowadzonych testow. Natomiast w rozdziale 4 przedstawiono wnioski
wyplywajace z analizy uzyskanych rezultatow.

* Wyzsza Szkota Ekonomii i Informatyki w Krakowie, Zaklad Metod Iloéciowych.
** Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie, Wydzial Zarzadzania, Katedra Ekonomii i Ekonometrii.
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2. Przeglad badanych rozkladow

Do opisu wspolezynnikow zwrotu rozwazanych indeksow gietdowych wybra-
ne zostaly rozklady charakteryzujace sie wlasno$cig grubych ogonéw. W szcze-
goblnosci wlasnoéé te posiadaja rozklady z rodziny uogoélnionych rozkladow hiper-
bolicznych, ktore zaproponowal w 1977 roku Ole Bandorff-Nielsen ([2]). W pracy
badane beda: rozklad hiperboliczny oraz odwrotny rozklad gaussowski (NIG).
Ponadto zbadana zostanie zgodno$¢ zmian indekséw z rozkladem stabilnym za-
proponowanym przez Benoit Mandelbrota w 1963 roku ([6]).

Funkcja gestoSci rozkladu hiperbolicznego dana jest wzorem:

fl)= ¢ b )eXP{—G\/52 +(x—p)* +B(x—u)},

284K, (5 — B

gdzie:
§ > o jest parametrem skali,
a > 01 |B| < a sa parametrami ksztaltu,
a —x < U +o odpowiada za polozenie,
K,(-) jest funkcja Bessela drugiego rodzaju z indeksem 1.

W szczegblnosci parametr a odpowiada za splaszczenie rozkladu a para-
metr [ opisuje jego skosnos¢ — gdy B > 0, to grubszy jest prawy ogon rozkladu.
Funkcja gesto$ci rozkladu NIG dana jest wzorem:

f(x): (18K1((1ﬂ82 +(x—l.,l)2 )exp{B(x—u)+8 laz _[32 }
JI\/SQ +(x—p)?

Parametry tego rozkladu maja analogiczna interpretacje, jak parametry roz-
kladu hiperbolicznego.

W przeciwienistwie do oméwionych powyzej rozkladow z klasy uogoélnionych
rozkladow hiperbolicznych, rozklad a-stabilny nie posiada, poza szczegdlnymi
przypadkami, funkcji gestosci zapisanej w postaci analitycznej. Jest on zdefinio-
wany za pomocg funkeji charakterystycznej, ktéra jest dana wzorem:

—olt|* {1-iBsgn(Dtg=) +int} dla a=1

o(t) = ) ) ,
—olt{1-ip2sgn(®)In2)+ipt} dla a=1

przy czym:
0 < a < 2 jest indeksem stabilno$ci rozkladu,
—1 < B < 1jest parametrem sko$no$ci,
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0 > 0 jest parametrem skali i pelni role podobna do odchylenia standardowe-
go w rozkladzie normalnym,
a —x < u < « odpowiada za przesuniecie.

Jesli a=2, to zmienna ma rozklad normalny, gdy a < 2, to rozklad ma ogony
grubsze, niz ogony wystepujace w rozkladzie normalnym.

Jesli B > 0, to rozklad jest sko$ny w prawo, a jezeli B < 0, to rozklad jest sko$-
ny w lewo.

Gdy a > 1, to parametr p jest rowny wartoéci oczekiwanej. Nalezy ponadto
zaznaczy¢, ze rozklady stabilne z parametrem a < 2 charakteryzuja sie nieskon-
czona wariancja.

Uogolnione rozklady hiperboliczne naleza do klasy rozkladéw o $rednio-
ciezkich ogonach (semi-heavy tailed distributions), co oznacza, ze do rodziny tej
naleza zaro6wno rozklady o ogonach zblizonych do gaussowskich, jak i rozklady
o ogonach aproksymowanych funkcja potegowa. W szczegblnoéci, gestosé rozkla-
du hiperbolicznego dla duzych wartosci x zachowuje sie jak funkcja wykladnicza:

f(x) ~ const exp(— afx|+ Bx)gdy X —> to0,
natomiast w przypadku rozkladu NIG zachodzi:
f(x)~ const\x\f% exp(— alx|+ Bx) gdy x — +o.

Z powyzszych wzorow wynika, ze zachowanie sie ogonéw tych rozkladow za-
lezy od wartoSci parametréow a i f.
Rozklad stabilny charakteryzuje sie ciezszymi ogonami, ktérych zachowanie
sie dla a < 2 oraz duzych warto$ci x opisuje zalezno$é:
F() ~ ao®c, (1+B)x ™ gdy x — +0
oraz

F(xX) ~ao®c,(1-B)x " gdy x — 0,

gdzie: ¢, = sin(2)Xe),

2

3. Metodologia i wyniki badan
W artykule zbadano rozklady dziennych stop zwrotu indeksow szeSciu gield

europejskich ': trzech gield Europy Zachodniej: CAC40 (Paryz), DAX (Frankfurt),
FT-SE 100 (Londyn) oraz trzech Europy Srodkowo-Wschodniej: BUX (Buda-

! Dane pochodzg z serwisu internetowego www.parkiet.com
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peszt), RTS (Moskwa) i WIG20 (Warszawa). Dane dotycza okresu od 1 stycznia
2001 do 30 czerwca 2007 roku. Ze wzgledu na rézna liczbe dni funkcjonowania
poszczeg6lnych gield licznosé zbioréw indeks6w waha sie od 1214 (RTS) do 1260
(CAC 40).

Zostala przyjeta nastepujaca definicja dziennych wspoélczynnikow zwrotu:

R, =100- ln(%),
gdzie: X; sa warto$ciami odpowiednich indekséw w dniu t.

W pierwszej kolejno$ci wyestymowano podstawowe statystyki opisowe
rozwazanych szeregéw czasowych wspolezynnikow zwrotu, tj. wartoéé Srednia,
odchylenie standardowe, sko$no$é i kurtoza. Zostaly one zestawione w tabeli 1.
Wszystkie rozwazane indeksy charakteryzuja sie dodatnig Srednia, co jest zrozu-
miale w kontekscie panujacej w omawianym okresie hossy. Ponadto, we wszyst-
kich rozwazanych probkach danych wystepuja ujemne wspoétezynniki sko$nosci,
co $wiadczy o lewostronnej sko$noéci, czyli grubszym lewym ogonie rozkladu
stop zwrotu. ROwniez wyestymowane wartoSci kurtozy, wahajace sie od 3,97 dla
WIG20 do 8,18 dla FT-SE 100, $wiadcza o mozliwym braku normalnosci rozkla-
du wspolczynnikow zwrotu rozwazanych indeksow. Ostatecznym potwierdze-
niem tego faktu sg wyniki przeprowadzonego testu normalnosci Jarque-Bera.
We wszystkich przypadkach statystyki okazaly sie istotne na poziomie 0,01, po-
wodujgc odrzucenie hipotezy o normalnosci wspoélezynnikéow zwrotu indeksow
omawianych gield. Wyniki wstepnych badan oraz wczesniejsze obserwacje empi-
ryczne znane z literatury uzasadniaja konieczno$¢ badania zgodnoSci rozkladow
wspolczynnikdéw zwrotu z rozkladami innymi niz normalny.

Tabela 1
Podstawowe statystyki opisowe badanych dziennych wspo6lczynnikow zwrotu
Dane WIG20 | CACg0 BUX DAX FT-SE 100 RTS
$rednia 0,080 0,035 0,109 0,048 0,028 0,137
odch. stand. 1,358 1,354 1,334 1,564 1,081 1,782
sko$noéé -0,120 -0,026 -0,241 —0,059 -0,236 -0,815
kurtoza 3,974 7,509 4,359 6,697 8,182 7,510
stat. J-B 52,0 1060,1 105,8 709,6 1376,0 1154,7
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Parametry badanych rozkladéw estymowano metoda najwiekszej wiary-
godnoSci z wykorzystaniem oprogramowania Matlab. Dla parametrow rozkladu
a-stabilnego obliczenia zostaty przeprowadzone za pomoca przybornika Fraclab-
1.0 z zastosowaniem metody Koutrouvelisa (patrz [5]).

W celu weryfikacji hipotezy o zgodnosci rozkladu empirycznego wspolczyn-
nikéw zwrotu poszczegblnych indekséw i odpowiedniego rozkladu teoretycznego
wykonano nastepujace testy: chi-kwadrat, Kolmogorowa-Smirnowa oraz Ander-
sona-Darlinga. Statystyka w teScie chi-kwadrat zostala obliczona w wyniku po-
dzialu na 34 klasy o jednakowym prawdopodobienstwie.

Tabela 2
Estymatory wspolczynnikow rozkladéw dziennych wspotezynnikéw zwrotu
WIG20 CAC4g0 BUX DAX FT-SE 100 RTS
Rozktad hiperboliczny
a 1,231 1,115 1,487 0,948 1,408 0,882
B 0,016 0,047 0,082 0,032 0,078 0,127
) 0,939 0,138 1,524 0,001 0,114 0,482
u 0,120 0,112 0,254 0,154 0,109 0,507
a+p 1,215 1,068 1,405 0,916 1,330 0,755
—a+p 1,247 -1,162 -1,569 -0,980 -1,486 -1,009
Rozklad odwrotny Gaussa
a 0,964 0,478 1,191 0,373 0,613 0,541
B —0,024 —0,037 -0,084 —0,049 —0,054 —0,137
8 1,797 0,879 2,095 0,944 0,705 1,546
[ 0,134 0,104 0,258 0,174 0,091 0,540
a+f 0,940 0,441 1,107 0,324 0,559 0,404
—a+f -0,988 -0,515 -1,275 -0,422 -0,667 -0,678
Rozklad a-stabilny
a 1,828 1,545 1,879 1,537 1,564 1,697
o 0,847 0,642 0,857 0,745 0,516 0,969
B —0,066 —0,154 -0,167 -0,392 -0,106 -0,702
u 0,094 0,007 0,115 —0,070 0,021 0,046

Wyniki estymacji parametréw omawianych rozkladéw, tj.: hiperbolicznego,
odwrotnego rozkladu Gaussa oraz rozkladu a-stabilnego zawarte zostaly w tabeli 2.
Potwierdzaja one obserwacje poczynione na podstawie statystyk opisowych.
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Ujemne warto$ci parametru f poszczegblnych rozkladéw potwierdzaja lewostron-
ng asymetrie rozkladow wspolezynnikow zwrotu. Najwieksza sko$noéc¢ wykazy-
waly wspolczynniki zwrotu RTS (wsp. skoéno$ci rowny —0,815) i w ich przypadku
parametry § przyjmuja najnizsze wartosci (—0,127 w rozkladzie hiperbolicznym,
—0,137 w rozkladzie NIG oraz —0,702 w rozkladzie stabilnym).

Do opisu zachowania sie ogonéw rozkladéw hiperbolicznego i NIG — zgodnie
z weze$niejszymi wzorami — istotne sa warto$ci parametréow a i B; w szczegdl-
noéci zachowanie sie lewego ogona zalezy od ich sumy a prawego — od ro6znicy.
Im mniejsza jest ich warto$¢ bezwzgledna, tym wieksze jest prawdopodobienstwo
wystepowania warto$ci ekstremalnych.

Na podstawie wynikéw zawartych w tabeli 2 mozna zauwazy¢, ze wyestymo-
wany rozklad hiperboliczny ma najgrubszy ogon w przypadku wspoélczynnikow
zwrotu indeksu RTS; natomiast najwieksze prawdopodobienstwo wystapienia du-
zych dodatnich zmian wystepuje na gieldzie we Frankfurcie (—a+[3 dla DAX wynosi
—-0,98). W przypadku rozktadu NIG zaréwno a+f, jak i —a+f sg najmniejsze (co
do warto$ci bezwzglednej) dla wspolczynnikéw zwrotu indeksu DAX. Zachowanie
sie ogon6ow rozktadow wspolezynnikdéw2 zwrotu indeksu DAX zgodne jest ze sto-
sunkowo wysoka kurtoza, Swiadczaca o odchyleniu od rozkladu normalnego. Za-
lezno$¢ ta znajduje potwierdzenie réwniez w przypadku innych indekséw, w szcze-
golnos$ci WIG20 oraz BUX. Dopehieniem tego obrazu sa wartoSci parametru §,
charakteryzujacego koncentracje rozkladu wokdt wartoSci Sredniej — im mniejsze
wartoSci przyjmuje, tym ta koncentracja jest wieksza. Nalezy jednak zauwazyé, ze
w przypadku wspdlczynnikow zwrotu indeksu FTSE100 najwyzsza warto$¢ kurtozy
nie implikuje, ze wyestymowane rozklady maja tez najciezsze ogony.

W przypadku rozkladu stabilnego o odstepstwie od rozkladu normalnego
$wiadczy warto$c indeksu stabilno$ci a. Im bardziej r6zni sie on od 2, tym bardziej
rozklad jest oddalony od normalnego i posiada grube ogony. Dla badanych danych
wspolezynnik ten jest mniejszy od 2 i zawiera sie miedzy 1,537 w przypadku DAX,
a 1,879 dla indeksu BUX. Jest to kolejny dowdd na wystepowanie grubych ogonow
oraz nieadekwatno$é zalozenia o normalnoéci wspolezynnikéow zwrotu.

Rezultaty testow zgodnoéci z rozkladem hiperbolicznym i odwrotnym roz-
kladem Gaussa umieszczono w tabelach 3 i 4. Na poziomie istotno$ci 0,1 testy
zgodnosci sa zblizone i nie daja podstaw do odrzucenia hipotezy, ze wspotczynni-
ki zwrotu badanych indeks6w pochodzg z tych rozkladow.

W tabeli 5 zamieszczono rezultaty testow zgodnoSci z rozkladem a-stabil-
nym. Mozna zauwazy¢, Ze na poziomie istotnos$ci 0,1 test chi-kwadrat odrzuca
hipoteze moéwiaca o tym, ze stopy zwrotu trzech z badanych indekséw (DAX,
WIG20 i BUX) moga by¢ modelowane przez ten rozklad, przy czym wartosé
P-value dla BUX jest mniejsza niz 0,01. Okazuje sie jednak, ze w przypadku zesta-
wu danych pochodzacych z gieldy londyniskiej wlasnie dopasowanie rozkltadem
stabilnym jest najlepsze.
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Tabela 3

Wiyniki testow zgodno$ci rozkladu wspoélezynnikéw zwrotu
i rozktadu hiperbolicznego

Dane WIG20 | CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS
Test chi-kwadrat
warto$¢ stat. 22,83 43,35 37,63 38,81 39,99 34,44
P-value 0,907 0,107 0,266 0,224 0,188 0,399
Test Kolmogorowa-Smirnowa
warto$¢ stat. 0,478 0,730 0,517 0,838 0,759 0,644
P-value 0,977 0,658 0,952 0,484 0,613 0,802
Test Andersona-Darlinga
warto$¢ stat. 0,051 0,164 0,070 0,137 0,138 0,115
Tabela 4
Wiyniki testéw zgodno$ci rozkladu wspdlczynnikéw zwrotu i odwrotnego rozkladu
gaussowskiego
Dane WIG20 | CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS
Test chi-kwadrat
warto$¢ stat. 24,43 26,60 42,04 28,11 35,99 35,96
P-value 0,740 0,777 0,134 0,709 0,331 0,332
Test Kotmogorowa-Smirnowa
warto$¢ stat. 0,596 0,518 0,520 0,614 0,604 0,694
P-value 0,870 0,951 0,950 0,845 0,859 0,721
Test Andersona-Darlinga
warto$¢ stat. 0,049 0,057 0,060 0,071 0,050 0,075

Zestawiajac otrzymane wyniki z wynikami prezentowanymi w [9], nalezy za-
uwazy¢, ze rozszerzenie gamy rozwazanych rozkladéw, pozwolilo znaleZ¢ rozkla-
dy lepiej opisujace wspodtezynniki zwrotow na tamtejszych gieldach. I tak zmiane
wartosci indeksu WIG20 najlepiej opisuje rozktad hiperboliczny, a FT-SE 100
rozklad a-stabilny.
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Tabela 5
Wiyniki testow zgodnosci rozktadu wspodlezynnikoéw zwrotu i rozkladu a-stabilnego

Dane WIG20 | CAC40 BUX DAX FT-SE100 RTS

Test chi-kwadrat

warto$c stat. 42,77 33,46 46,12 57,82 29,78 40,22
P-value 0,977 0,445 0,064 0,005 0,628 0,181

Test Kolmogorowa-Smirnowa

warto$¢ stat. 0,812 0,513 0,609 1,100 0,448 0,957
P-value 0,525 0,954 0,853 0,178 0,988 0,319

Test Andersona-Darlinga

warto$¢ stat. 0,065 0,084 0,062 0,108 0,070 0,084

4. Wnioski

W pracy przeprowadzono analize zgodno$ci rozkladow stop zwrotu indekséw
szeéciu gield europejskich (Paryz, Londyn, Frankfurt, Budapeszt, Moskwa i War-
szawa) z nastepujacymi rozkladami teoretycznymi: hiperbolicznym, odwrotnym
Gaussa i a-stabilnym. Tylko w przypadku indekséw gield w Budapeszcie (BUX),
Frankfurcie (DAX) i Warszawie (WIG20) na poziomie istotno$ci 0,1 nalezy od-
rzuci¢ hipoteze zgodno$ci z rozkladem a-stabilnym. W pozostalych przypadkach
nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o zgodno$ci rozkladu stép zwrotu
poszczegolnych indekséw z badanymi rozkladami teoretycznymi. W przypadku
testowania zgodno$ci z rozkladami hiperbolicznym i odwrotnym Gaussa uzyska-
no zblizone wartoSci statystyk.

Rozszerzenie gamy badanych rozkladow (patrz [9]), w dwoch przypadkach
pozwolilo na znalezienie rozkladow lepiej opisujacych stopy zwrotu indekséw ba-
danych gield.
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