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1. Wprowadzenie

Mozliwo$¢ prognozowania i doktadnos$¢ prognoz jednej zmiennej finanso-
wej za pomoca innej zmiennej (zmiennych) zaleza od stopnia zaleznosci miedzy
nimi.

Dlatego badanie zaleznosci jest bardzo wazne nie tylko z punktu widzenia
badaczy, ale przede wszystkim z punktu widzenia samych uczestnikéw rynku [9].
Zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi finansowymi na rynkach akgji jest zwykle mierzo-
na za pomoca takich zmiennych, jak stopy zwrotu, ich zmiennos$¢ oraz wielkos¢
obrotéw pojedynczych spoélek lub indekséw grup spélek. Ekonomisci najczesciej
badaja zalezno$¢ za pomoca wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona, a takze
wspolczynnikéw korelacji rangowej Spearmana i Kendalla. Te miary zalezno$ci
maja liczne wady, powodujace to, ze ich wskazania sa cz¢sto —w przypadku analiz
zwiazkéw pomiedzy zmiennymi finansowymi — wysoce niewiarygodne. Przykla-
dowo wspotczynnik korelacji liniowej jest zdefiniowany tylko dla zmiennych
o skonczonych wariancjach, co jest Zrodltem istotnych btedéw w przypadku analizy
zaleznosci pomiedzy zmiennymi z tzw. ciezkimi ogonami rozkltadéw prawdopodo-
biefistwa. Dobrze znany jest tez fakt, ze niezalezno$¢ dwoch zmiennych losowych
implikuje nieskorelowanie, ale implikacja odwrotna na og6t nie jest prawdziwa
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(poza przypadkiem wielowymiarowego rozkladu normalnego). W literaturze
przedmiotu podnosi sie fakt, ze korelacja liniowa nie jest miarag odporna. Oznacza
to, ze obserwacje nietypowe (tzw. outliers) moga istotnie wplywaé na wartosc¢
wspolczynnika korelacji. Korelacja nie wykazuje tez niezmienniczo$ci wzgledem
transformacji nieliniowych.

Jesli dla przykladu jest spelnione zatozenie normalnos$ci rozktadu stép
zwrotu na dwoch rynkach finansowych, to potencjalny inwestor moze sadzic, iz
konstruujac portfel na bazie akcji spétek z obu rynkéw ma mozliwos¢ istotnego
zredukowania ryzyka. Okazuje si¢ jednakze, ze pomimo nieistotnego skorelowania
zmiennych finansowych z réznych gieldowych rynkéw akcji kryzysy finansowe
i zatamania rynkowe dotykaja prawie wszystkich rynkéw i to niemal réwnoczesnie.
Badania w ostatnich latach wykazaly, ze wazna jest nie tylko globalna zaleznos¢,
ale i jej struktura i stabilnos¢ w czasie. Wymienione czynniki wplywaja decydujaco
na faktyczne korzysci, ktére moze odnies¢ inwestor wskutek dywersyfikacji.

Bardziej zasadne w stosunku do obliczania w badaniach empirycznych wspo-
mnianych wyzej korelacji jest obliczanie korelacji warunkowe;j. Jednym z najpopu-
larniejszych estymatoréw korelacji warunkowej jest tzw. rolling correlation. Wada
tego rodzaju korelacji jest to, ze obserwacjom, biorgcym udzial w estymacji wspot-
czynnika korelacji, nadaje si¢ réwne wagi. Pozostale obserwacje maja oczywiScie
wage rowna zero. Poza tym udowodniono, ze korelacje warunkowe obliczone przy
réznych warunkach wykazuja znaczne réznice, a mianowicie korelacje warunkowe
przy warunku duzych zmian cen lub wielko$ci obrotow s3 wyzsze niz korelacje
przy matych zmianach cen lub wielko$ci obrotow. Fakt ten jest znany w literaturze
statystycznej jako tzw. correlation breakdown. W tych sytuacjach takze wspotczyn-
nik korelacji warunkowej nie wyjasnia rzeczywistej zaleznosci nawet wtedy, gdy
obowiazuje rozklad normalny dla danego szeregu czasowego. Pomimo tego, ze
korelacja warunkowa dostarcza wiecej informacji dotyczacych zaleznosci pomiedzy
zmiennymi rynkowymi niz bezwarunkowa, to i w tym wypadku wyniki empiryczne
powinny by¢ traktowane z ostroznoscia (por. [8], [4], [5], [6])-

Pierwsze wyniki badan empirycznych dotycza gléwnie zalezno$ci rownoczes-
nych (ang. contemporaneous relationship) na rynkach akcji (prace [9], [16], [17],
a takze praca przegladowa Karpoffa [11]). Do najwazniejszych teorii uzasadniaja-
cych wystepowanie zaleznosci rownoczesnych pomiedzy zmiennymi finansowymi
nalezy hipoteza o mieszance rozkladéw. Zgodnie z nig zmiany tych zmiennych
sa generowane przez proces naplywania na rynek nowych informacji. Istnienie
zaleznos$ci rownoczesnych np. pomiedzy zmiennoscia cen i wielkoscig obrotéw
wynika rowniez z modelu sekwencyjnego naptywu informacji.

Celem artykulu jest pokazanie mozliwos$ci jednoczesnego modelowania za-
leznosci pomiedzy wybranymi sektorami za pomoca kombinacji wypuktych kopul.
Wiadomo bowiem, ze najistotniejsze sa zaleznos$ci w prawym lub lewym ogonie
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rozkladéw. To wlasnie te zaleznoSci, czyli zalezno$ci w ogonach, decyduja o tym, ze
formalnie nieskorelowane rynki réwnocze$nie przezywaja albo hosse, albo besse.

Po tym wstepie przypomnimy krétko w rozdziale 2 podstawy teorii kopul,
ze szczegblnym uwzglednieniem tych kopul, ktére stanowia narzedzie naszego
badania. W rozdziale 3 podamy statystyki opisowe analizowanych szeregéw czaso-
wych. W rozdziale 4 przedstawimy wyniki estymacji. Prace konczy podsumowanie,
w ktérym zawarto wnioski.

2. Elementy teorii kopul
Nieformalnie mozemy powiedzie¢, ze kopula jest wielowymiarowa dystry-
buanta, ktérej brzegi maja rozklady jednostajne na odcinku [0, 1]. W niniejsze;j
pracy bedziemy wykorzystywali kopule dwuwymiarowe. Ich formalna definicja
jest nastepujaca ([1], [7], [12], [15]):
Definicja 1. 2-wymiarowa kopula (lub krécej kopula) nazywamy kazda funkcje
C: [0, 1]> = [0, 1] o nastepujacych wlasnosciach:
1. Dla kazdych u, v € [0, 1]
Cu,0) =C@O,v) =0
2. Dla kazdych u, v € [0, 1]
Cu,1) =uorazC(l,v) =v
3. Dla kazdych u,, u,, v1, v, € [0, 1] takich, ze u, < u, oraz v, < v, mamy
C(uzv vz) - C(uz» vl) - C(”p Uz) + C(“p vl) 20
Twierdzenie Sklara z roku 1959 stanowi podstawowy i najwazniejszy wynik
w teorii kopul [14].
Twierdzenie 1. Niech X oraz Y beda zmiennymi losowymi o tacznym roz-

kladzie H oraz rozkladach brzegowych F oraz G. Istnieje wtedy kopula C taka, ze
dla kazdego (x, y) € R?

Hx,y) = CFEX), GO))

Odwrotnie, jesli C jest kopula oraz F i G sa dystrybuantami, to funkcja H
zdefiniowana powyzej jest dystrybuantg z brzegami F i G. Jesli wszystkie rozktady
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brzegowe sa ciagle, to C jest okreslona jednoznacznie. W przeciwnym razie jest
jednoznacznie okreslona na RanF X RanG.

Jak widzimy, kopula, taczac rozklady brzegowe w rozklad aczny, opisuje struk-
ture zalezno$ci miedzy zmiennymi. Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia
Sklara jest:

Wniosek. Niech H bedzie dystrybuantg z brzegami F i G zmiennych losowych
ciaglych X i Y oraz kopula C. Wtedy dla kazdego (u, v) € [0, 1] zachodzi

C(u, v) = HF'(w), G™'(v))

Powyzszy wniosek stuzy do konstrukcji kopul z tacznych rozkladéw zmien-
nych losowych.

Wprowadzimy teraz wazna z praktycznego punktu widzenia kopule przezycia.
Jesli X ma rozktad F to funkcje przezycia definiujemy jako F = P(X > x)=1- F(x).
Lgczna funkcja przezycia dla pary zmiennych losowych (X, Y) o rozkladach Fi G
odpowiednio i tacznym rozktadzie H to H(x,y)=P(X >x,Y >y)=C(F(x),G(»)).
Kopula C jest wiec kopula przezycia zmiennych losowych X iY.

Waznymi przykltadami kopul, ktore nie sa zalezne od parametru, sa kopula
niezaleznosci I1 oraz kopule W i M nazywane ograniczeniami Frécheta—Hoeffdinga
(odpowiednio dolnym i gérnym ograniczeniem). Definiujemy je nastepujaco (dla
u,ve [0, 1]):

II(u, v) = wv
W, v) = max (u + v - 1,0)
M(u, v) = min (u, v).

Reprezentuja one odpowiednio doskonala ujemng i doskonalg dodatnig
zaleznos¢. Co wiecej, majac na uwadze, ze kopule w pewnym sensie mozemy
poréwnywac ze soba (mozna w zbiorze kopul wprowadzi¢ tzw. porzadek kon-
kordancji), zachodzi podwdjna nieréwnos¢

W, v) < Cu, v) <M(u, v)
dla kazdych u, v, € [0, 1] oraz dowolnej kopuli C. W sensie graficznym powyzsze
twierdzenie mowi, ze wykresy wszystkich kopul musza sie zawiera¢ pomiedzy
powierzchniami wyznaczonymi przez kB, = W(u, v) oraz k, = W(u, v).

Przypomnijmy, ze jesli F jest dystrybuanta zmiennej losowej ciaglej X oraz o
jest Scisle rosnaca funkcja, ktorej dziedzina zawiera si¢ w RanX, to dystrybuanta
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zmiennej losowej o.(X) jest takze ciagla. Okazuje sie, ze mozemy okresli¢ kopule
pomiedzy zmiennymi w przypadku przeksztalconych zmiennych losowych. Poniz-
sze twierdzenie okresla, jak wygladaja kopule takich zmiennych.

Twierdzenie 2. Niech X oraz Y beda zmiennymi losowymi z kopula Cy,. Niech
o oraz 3 beda $cisle monotonicznymi funkcjami okreslonymi na RanX oraz Rany.
Wtedy dla kazdych u, v, € [0, 1]:

1. jezeli o oraz [ sa rosnace to:

Comopmn (@, V) = Cyy (4, V)
2. jezeli o jest rosnaca natomiast § malejaca to:
Ca(x)ﬁm(u, V) =u-Cy(u,1-0v)
3. jezeli o jest malejaca natomiast J rosnaca to:

Comopory, ¥) = v —Cypy (1 —u, v)
4. jezeli oo oraz P} sa malejace to:

Cocpry@ V) =u+v-1+C,,(1-u,1-v)

Szczegdlnie wazny z praktycznego punktu widzenia jest pierwszy podpunkt
powyzszego twierdzenia. W ekonometrii czesto zmienne sa logarytmowane. Oka-
zuje sie, ze kopula jest niezmiennicza wzgledem $cis$le rosnacych transformacji
zmiennych, wiec w przypadku logarytmowania (np. logarytmem naturalnym)
kopula przeksztatconych zmiennych pozostaje ta sama.

Proces estymacji parametréw kopuli, ktory oméwimy w dalszej czesci, najczes-
ciej wykorzystuje metode najwickszej wiarygodnosci. W zwigzku z tym konieczne
jest wprowadzenie pojecia gestosci kopuli.

Definicja 2. Gestos¢ kopuli € oznaczamy przez c i okreslamy jako pochodna
mieszana

9%C(u,v)

V) =3 3

Jednym z kluczowych zagadnien jest identyfikacja i kwantyfikacja zaleznosci
warto$ci ekstremalnych. Wspotczynniki opisane ponizej okre$laja site zalezno-
$ci pomiedzy zmiennymi w ogonach (prawym-gérnym oraz lewym-dolnym)
dwuwymiarowego rozkladu. Oparte sa na warunkowym prawdopodobienstwie
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wystapienia ekstremalnych wartos$ci jednej zmiennej, gdy druga zmienna réwniez
osiaga wartos$ci ekstremalne. Okazuje sie, ze taki rodzaj zaleznosci moze by¢ wy-
razony za pomocg kopul. Ponizej podajemy formalna definicje wspotczynnikéw
zaleznos$ci w ogonach, by dalej wyrazi¢ je w kategoriach kopul.

Definicja 3. Niech (X, Y) bedzie wektorem zmiennych losowych ciaglych
z rozkladami brzegowymi F i G odpowiednio. Wspotczynnik zaleznosci w gérnym
ogonie (X, Y) okreslamy jako

lim P(Y >G ()| X > F ' (u)) =,
u—1"

o ile ta granica istnieje. Jesli A, € (0, 1], to méwimy, ze zmienne losowe X i Y
sa asymptotycznie zalezne w gérnym ogonie. Jesli A, = 0, to zmienne losowe sa
asymptotycznie niezalezne w gérnym ogonie.

Analogicznie mamy:

Definicja 4. Niech (X, Y) bedzie wektorem zmiennych losowych ciagtych
z rozkladami brzegowymi F i G. Wspo6lczynnik zaleznosci w dolnym ogonie (X, Y)
okreslamy jako

lim P(Y <G '(w)| X <F ' (u)) =1,
u—0"

o ile ta granica istnieje. Jesli A, € (0, 1], to mOwimy, ze zmienne losowe X i Y
sa asymptotycznie zalezne w dolnym ogonie. Jesli A, = 0, to zmienne losowe sa
asymptotycznie niezalezne w dolnym ogonie.

Definicja 5. Niech C bedzie kopula zmiennych X i Y

- C
Ay = lim 1-2u+C(u,v) A, = lim (u,v)
u—1" 1-u u—0" U

Zauwazmy, ze dla dowolnej kopuli C wspotczynnik zaleznos$ci w gérnym ogo-
nie jest réowny wspotczynnikowi zalezno$ci w ogonie dolnym kopuli przezycia C .
Podobnie wspotczynnik zaleznosci w dolnym ogonie jest rowny wspolczynnikowi
zaleznosci w gérnym ogonie kopuli C.

Podstawowa klase kopul stanowia tzw. kopule eliptyczne, do ktérych na-
leza kopula Gaussa oraz ¢-kopula. W praktyce modelowania zaleznosci cz¢sto
przydatne sa tzw. kopule Archimedesa uwzgledniajace ewentualny brak symetrii
zaleznos$ci w ogonach. Warto zauwazy¢, iz kopule te maja bardzo elegancka
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charakteryzacje oparta na tzw. generatorze kopuli. Formalna definicje mozna
znalez¢ w [12].

W pracy wykorzystane zostana kopule Gumbela i Claytona (oraz ich kopule
przezycia). Charakteryzuje je brak symetrii zaleznosci w ogonach. Ponizej poda-
jemy kroétka charakteryzacje tych kopul.

2.1. Kopula Claytona

Ogodlna postac kopuli Claytona jest nastepujaca:

1
C(u,v;0) = max{[u_9 +07% 1] 9,0}

z parametrem 0 przyjmujacym wartosci ze zbioru [-1, «)\{0}. Gdy zatozymy,
ze parametr bedzie przyjmowal tylko wartosci dodatnie, otrzymamy kopule
postaci

1
Cu,v;0)=w +v%-1) ®

Jesli parametr 6 = -1, to kopula przyjmuje posta¢ kopuli W natomiast, gdy

parametr O = 1 kopula jest rowna kopuli gdzie ¥ = u + v. Wyrdézniamy

-7
dwa przypadki graniczne, przy 6 dazacym do zera i nieskonczonosci. Otrzymu-
jemy wtedy odpowiednio kopule niezalezno$ci oraz gérne ograniczenie Fréche-
ta-Hoeffdinga. Wspotczynnik zaleznosci w gérnym ogonie wynosi zero, natomiast
w dolnym 2% (dla 6 > 0).

2.2. Kopula Gumbela

Jezeli dla 0 € [1. =) okreslimy Scisly generator, to otrzymamy kopule Gumbela
!
C(u,v;0) = exp[—[(— Inu)° +(~Inv)° ]° J

Dla 6 = 1 kopula Gumbela jest kopula niezaleznosci, natomiast gdy parametr,
od ktérego zalezy kopula, dazy do nieskonczonosci, otrzymujemy min («, v), czyli
gorne ograniczenie Frécheta—Hoeffdinga. Wspotczynnik zaleznosSci w gérnym
ogonie wynosi 2 — 2% natomiast w dolnym zero.
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3. Statystyki opisowe

W pracy rozwazono szeregi logarytmicznych stép zwrotu indekséw sektoréw
finanséw, przemyshu oraz ushug. Obejmuja one okres od 2 stycznia 2002 roku do
10 wrzes$nia 2009 roku. Tabela 1 przedstawia statystyki opisowe wymienionych
szeregOw czasowych.

Tabela 1
Statystyki opisowe stop zwrotu dla sektorow gospodarki
Sektor Sektor Sektor ushig
finansowy przemystu
srednia 0,0006 0,0012 0,0010
odchylenie standardowe 0,0127 0,0111 0,0121
kurtoza 7,5799 10,2653 12,6859
skos$nos¢ -0,5414 -1,1325 -0,2088
minimum -0,0921 -0,1024 -0,0998
pierwszy kwartyl -0,0057 -0,0038 -0,0049
mediana 0,00092 0,0017 0,0015
trzeci kwartyl 0,0072 0,0073 0,0076
maksimum 0,0688 0,0504 0,1206

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Dla kazdej z par obliczono wspotczynniki korelacji Kendalla. Macierz kore-
lacji ma postaé
1 0,4583 0,4446
1 0,5757
1

przy czym wszystkie oszacowane wspOlczynniki sg statystycznie istotne. Dla
kazdego z szeregéw przeprowadzono testy na stacjonarno$¢ (rozszerzony test
Dickeya-Fullera oraz test Phillipsa—Perrona). Wyniki testOw sugeruja, ze szeregi
stop zwrotu s3 zintegrowane rzedu zero, czyli 1(0).

4. Wyniki estymacji

Do estymacji parametréw kopuli wykorzystano metode najwickszej wiarygod-
nosci IFM (Inference Functions for Margins). Metoda ta jest stosowana w dwdch
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krokach. W pierwszym szacujemy parametry rozkladéw brzegowych. I tak, dla
kazdego z szereg6éw oszacowano model typu ARMA-GARCH (w przypadku sektora
ustug byt to model GJR) z warunkowym rozkladem #-Studenta. Zestandaryzowane
reszty przeksztalcamy do roztadéw jednostajnych z wykorzystaniem warunkowe-
go rozkladu. W drugim kroku szacujemy parametry kopuli. Chcac jednocze$nie
modelowac zaleznos$¢ w ogonie gérnym i dolnym, wykorzystano mieszanki (kom-
binacje wypukle) kopul, czyli kopule postaci (por. z [3], [11]):

Cu,v;0,0,) =aC,(u,v;0) + (1-a) C,(u, v; 0,)
gdzie o € [0, 1]. Wyb6r optymalnej kopuli opierat si¢ na kryteriach informa-

cyjnych.

4.1. Sektor finansowy a sektor przemyshu

Optymalnym wyborem kopul okazaty si¢ kopula Gumbela (C,) oraz kopula
przezycia Gumbela (C,). Tabela 2 przedstawia wyniki estymacji.

Tabela 2
Wyniki estymacji parametréw kopuli dla sektora finansowego i przemystu
parametr wartos$¢ blad standardowy | statystyka t
6, 1,0560 0,1394 7,5776
6, 1,9787 0,1030 19,2102
o 0,1503 0,0711 2,1147

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wartos¢ funkcji wiarygodnosci wyniosta 513,7030, przy czym wartos¢ ta byta
bardzo bliska warto$ci funkcji dla kombinacji kopul przezycia Claytona i Gumbela.
Na podstawie oszacowanych parametréw obliczono wspoélczynniki zaleznosci
w ogonach. Wyniosty one: w dolnym 0,4933, za§ w gérnym 0,0108.

4.2. Sektor finansowy a sektor ustug

Ponownie i tym razem najlepiej dopasowana zostala kombinacja kopuli
Gumbela i kopuli przezycia Gumbela. W tabeli 3 przedstawiamy wyniki procesu
estymacji. Warto$¢ funkcji wiarygodnosci wyniosta 504,5073 i byta bardzo blis-
ka kombinacji kopul przezycia Claytona i Gumbela. Obliczone wspdtczynniki
zalezno$ci w ogonach maja ten sam charakter. Zalezno$¢ w dolnym ogonie
(A, = 0,4740) jest duzo silniejsza niz w gérnym (A, = 0,0329).
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Wyniki estymacji parametréw kopuli dla sektora finansowego i sektora ustug

Tabela 3

parametr wartos$¢ blad standardowy statystyka t
0, 1,1513 0,1492 7,7143
0, 1,9965 0,0772 25,8499
[0 0,1887 0,0675 2,7960

Zrédto: opracowanie wlasne.

4.3. Sektor przemyshu a sektor ustug

W przypadku danych dotyczacych sektora ustug najlepiej dopasowanym
rozkladem jest kombinacja kopuli Claytona i kopuli przezycia Claytona. Wartos¢
funkcji wiarygodnosci, ktéra byla maksymalizowana, wyniosta 884,7775. W po-
réwnaniu do poprzednich par danych obserwujemy silniejsza zalezno$¢ w gérnym
ogonie (0,2307), ale jednak duzo stabsza niz w dolnym (0,5196). W tabeli 4 za-
mieszczamy wyniki estymacji.

Tabela 4

Wyniki estymacji parametréw kopuli dla sektora przemystu i sektora ustug

parametr wartos¢ blad standardowy statystyka t
0, 2,2946 0,1693 13,5564
0, 2,7417 0,5137 5,3367
o 0,7029 0,0339 20,7195

Zrédlo: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

Przeprowadzone badania wykazaly wysoka przydatno$¢ nowoczesnych narze-
dzi do badania zaleznosci pomiedzy indeksami sektoréw gospodarki. Majac na
uwadze, ze wspoltczynniki korelacji (takze rangowe) nie dostarczaja pelnej infor-
macji o zaleznosci, wykorzystano kopule jako narzedzie modelowania struktury.
Natomiast zastosowanie mieszanki kopul jawi si¢ jako elastyczne narzedzie do
modelowania struktury zalezno$ci w obu ogonach rozktadéw. Badania empiryczne
wykazaly, ze zalezno$¢ pomiedzy najmniejszymi stopami zwrotu jest duzo silniejsza
niz miedzy najwickszymi. Silniejsza zaleznos¢ w dolnym-lewym ogonie oznacza,
iz prawdopodobienstwo jednoczesnego spadku notowan sektoréw jest wyzsze
niz w przypadku, gdyby mialy miejsce jednoczesne wzrosty.
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